
Interrogation 1 - Séries numériques et intégrale

généralisée

L. Tintinaglia

Cette interrogation est constitué de deux exercices indépendants. Comme toujours,
la qualité des raisonnements et des calculs sera préférée à la quantité.

I) Exercice 1 - séries

Séries de Bertrand

1. Soient pα, βq P R2. Montrer que la série
¸
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nα lnpnqβ
converge si et seulement si pα ¡ 1q

ou pα � 1 et β ¡ 1q.

2. Application : étudier la série de terme général
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.

Théorème de Cesàro

3. Soit punqnPN P CN et ℓ P C. Démontrer que
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4. Montrer que la réciproque de la question précédente n'est pas toujours véri�ée.

Développements asymptotiques

On note pHnqnPN� les sommes partielles harmoniques :

@n P N�, Hn �
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5. Montrer que la série harmonique (id est la série de terme général Hn) diverge.

6. Montrer qu'il existe γ ¡ 0, Hn � lnn� γ � onÑ�8p1q

7. Démontrer que pour α ¡ 1,
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On admet dans la suite de l'exercice

que pour α   1,
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8. Donner un développement asymptotique en o
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de Hn.

Nous allons ensuite étudier la suite dé�nie par :"
u0 P R�

�

un�1 � lnp1� unq � fpunq
où f :

"
R� ÝÑ R�
x ÞÝÑ lnp1� xq

9. Montrer que punq est monotone, puis que un Ñ 0.

10. Montrer que u�1n�1 � u�1n �
1
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11. Donner un équivalent de punq.

12. Montrer que : un �
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II) Exercice 2 - intégrales généralisées

Généralités

13. Soit a P R. Trouver une fonction f continue par morceaux de ra ,�8r dans R, telle que»
�8

a

f converge mais fpxq ne tend pas vers 0 quand xÑ �8.

14. Rappeler le théorème de changement de variables pour une intégrale généralisée.

Intégrabilité et convergence

15. Montrer que t ÞÑ
sinptq

t
n'est pas intégrable sur r1;�8r.

16. Montrer que
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t
dt converge.

17. Calculer
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Arctanpx� 1q � Arctanpxq dx.

18. Calculer
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19. Montrer que :
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x4 � x3 � x2 � x
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Une suite d'intégrales (BONUS, à ne traiter seulement si le reste est �ni)

20. Pour pn, pq P N� � N, calculer

In,p �
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xnplnxqp dx

Toute initiative ou solution partielle sera prise en compte.
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