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Exercice - Topologie
(d'après M. Alain Troesch, alain.troesch.free.fr)

1. Puisque K est non-vide, on dispose de a P K. Puisque K est compact, il est borné.
On dispose donc de M P R�, tel que K � Bp0,Mq. Ainsi, pour tout px, yq P K2,

∥x� y∥ ¤ ∥x∥� ∥y∥ ¤ 2M

En particulier, K � Bpa, 2Mq, et on en déduit que 2M P R. Par conséquent, R
est une partie non-vide de R, et minorée de 0, donc R admet une borne inférieure
r, par propriété fondamentale de R.

2. Par caractérisation de la borne inférieure, il existe une suite psnq d'éléments de R
tels que sn ÝÝÝÝÝÑ

nÑ�8
r.

A chaque sn est donc associé au moins un élément bn de K tel que K � Bpbn, snq.
Comme K est compact, on peut extraire de bn une suite pbφpnqq convergente de K.
Soit a la limite de cette suite. Puisque psφpnqq est extraite d'une suite convergente,
elle est elle-même convergente, de limite r. On pose alors pour tout n P N, an �
bφpnq et rn � sφpnq. On a bien :

� panq P KN et an ÝÝÝÝÝÑ
nÑ�8

a P K ;

� prnq P RN et rn ÝÝÝÝÝÑ
nÑ�8

s

3. Soit x P K. Pour tout n P N, x P Bpan, rnq, donc

∥x� an∥ ¤ rn

En passant à la limite dans cette inégalité,

∥x� a∥ ¤ r

donc x P Bpa, rq. Ainsi, K � Bpa, rq.
On en déduit en particulier que r P R, et, puisqu'il en est la borne inférieure, on
en déduit r � minR.

4. � On peut prendre par exemple K � r0 , 1s � r�1 , 1s. L'ensemble K est bien
compact (produit de compacts) et clairement convexe.

� L'ensemble K étant de diamètre 2 pour ∥.∥8, on a r ¥ 1. Or Bpp0, 0q, 1q �

r�1 , 1s
2
contient K. Donc r � 1.

� Mais on constate que K � Bpp0, 0q, 1q et K � Bpp1, 0q, 1q. Ainsi, le centre de
la boule minimale n'est pas unique.

5. (a) Soit x P Bpa, rq XBpb, rq. D'après l'inégalité triangulaire,∥∥∥∥x� a� b

2

∥∥∥∥ � ∣∣∣∣12 px� aq �
1

2
px� bq

∣∣∣∣ ¤ 1

2
∥x� a∥� 1

2
∥x� b∥

donc

∥∥∥∥x� a� b

2

∥∥∥∥ ¤ r.

(b) � L'espace E étant euclidien, on connaît le cas d'égalité dans l'inégalité tri-
angulaire : ∥y � z∥ � ∥y∥�∥z∥ si et seulement si y et z sont positivement
colinéaires.
Ainsi, dans la question précédente, l'égaliét n'est obtenue que si x� a et
x� b sont positivement colinéaires, c'est-à-dire si x est sur la droite a�ne
pa, bq, et à l'extérieur du segment ra , bs (éventuellement x � a ou b). Mais
dans ce cas,

|∥x� a∥� ∥x� b∥| � ∥b� a∥ � 0

donc au moins l'une des deux inégalités ∥x� a∥ ¤ r ou ∥x� b∥ ¤ r est

stricte. On en déduit que pour tout x P Bpa, rqXBpb, rq,

∥∥∥∥x� a� b

2

∥∥∥∥   r.

� En particulier, cette inégalité est véri�ée pour tout x P K, soit alors

s � sup
xPK

∥∥∥∥x� a� b

2

∥∥∥∥.
En utilisant de nouveau le critère séquentiel pour la borne supérieure,
on peut trouver pxnq P KN qu'on peut supposer convergente, vers un
élément x P K (quitte à faire une extraction, par compacité), et telle que∥∥∥∥x� a� b

2

∥∥∥∥ ÝÝÝÝÝÑnÑ�8
s. Par passage à la limite, on a alors

∥∥∥∥x� a� b

2

∥∥∥∥ � s

et comme x P K, d'après la question précédente, on en déduit que s   r.

� Ainsi, par dé�nition de s, K � B

�
a� b

2
, s



, avec s   r. De plus, puisque

K est convexe,
a� b

2
P K. Ainsi, cela contredit la minimalité de r.

� On en déduit l'unicité du centre a P K tel que K � Bpa, rq, avec r
minimal.

Problème - Algèbre linéaire
(d'après Agrégation interne 2021)

Première partie - Préliminaires

1. (a) Question de cours (MPSI).

(b) Il su�t de prendre A � E1,1, B � E1,2 et C � E2,1. Dans ce cas, ABC � E1,1

et la trace vaut 1. Par ailleurs, CBA � 0 et la trace est nulle.
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2. (a) Question de cours (Algèbre linéaire)

(b) La question précédente nous montre que l'application :

φ :

"
MnpKq ÝÑ L pMnpKq,Kq
A ÞÝÑ fA : M ÞÝÑ TrpAMq

est un isomorphisme d'espace vectoriels entre MnpKq et son dual (il faut aussi
montrer la linéarité).
Un tel isomorphisme transforme une base de MnpKq en base du dual, d'où le
résultat.

(c) Comme dimMnpKq � dimKn2

� n2, il su�t de montrer que ϕ est linéaire
(évident) et injective.
Soit M P Kerϕ. Alors pour tout i P

0
1 , n2

8
, fipMq � 0. Comme pf1, . . . , fn2q

est une base de L pMnpKq,Kq, pour toute forme linéaire φ P LpMnpKq,Kq,
on a φpMq � 0. Donc M � 0. Ainsi ϕ est injective donc bijective.

(d) Soit pε1, . . . , εn2q la base canonique de Kn2

. Posons pour j P
0
1 , n2

8
, Fj �

ϕ�1pεjq (en e�et ϕ�1 est un isomorphisme).

� pF1, . . . , Fn2q est une base de MnpKq car c'est l'image par ϕ�1 (isomor-

phisme) d'une base de Kn2

.

� Ensuite, pour j P
0
1 , n2

8
, ϕpFjq � εj et ϕpFjq � pf1pF1q, . . . , fn2pFn2qq.

Ainsi pour j P
0
1 , n2

8
, fipFjq � δi,j .

� PrenonsM PMnpKq. Ainsi comme pF1, . . . , Fn2q est une base deMnpKq,

M �
n2¸
i�1

αiFi, où pαiq P Kn2

Mais pour tout j P
0
1 , n2

8
, TrpMjMq � fjpMq �

n2¸
i�1

αi fjpFiqloomoon
�δj,i

� αj .

Ainsi :

M �
n2¸
i�1

TrpMiMqFi

(e) Exercice 58 du TD (Algèbre linéaire).

3. (a) VectpGq est inclus dans G. Comme G est un groupe, il contient In donc
In P VectpGq. En outre, G étant un groupe, le produit de deux combinai-
sons linéaires d'éléments de G est encore une combinaison linéaire d'éléments
de G. Ainsi, VectpGq est une sous-algèbre de MnpKq contenant G. On en
déduit que G est inclus dans VectpGq, ce qui conclut.

(b) Avec la question précédente, G constitue une famille génératrice de G en tant
qu'espace vectoriel. On peut donc en extraire une base.

Deuxième partie - Un théorème de Burnside

4. Exercice 36 du TD (Algèbre linéaire).

5. (a) Soit a P A. Notons e � pe1, . . . , enq. Posons A � Matepaq. Alors la matrice de
ρpaq dans la base de En correspondante est diagonale par blocs, tous les blocs
étant égaux à A.

Soit M P MnnpKq, que l'on note par blocs M �

�
��
M1,1 . . . M1,n

...
. . .

...
Mn,1 . . . Mn,n

�
�
 où

chaque bloc Mi,j est de taille n.
Alors, AM � MA si et seulement si pour tous i et j, AMi,j � Mi,jA. Ceci
étant vrai pour tout A, chaque Mi,j commute à tout élément de MnpKq.
D'après la question 5, chaque Mi,j est une matrice scalaire.
Ainsi, on dispose de λi,j tel que Mi,j � λi,jIn. Et donc :

M �

�
������������

λ1,1 p0q
. . .

p0q λ1,1

. . .

λ1,n p0q
. . .

p0q λ1,n

...
. . .

...
λn,1 p0q

. . .

p0q λn,1

. . .

λn,n p0q
. . .

p0q λn,n

�
�����������


La réciproque est claire et on a donc la description voulue.

(b) Si f P LpEq est de matrice A dans la base pe1, . . . , enq, alors la matrice de
ρpfq dans la base de En correspondante est diagonale par blocs, tous les blocs
étant égaux à A. Une telle matrice commute bien avec celles obtenues à la
question précédente, tous les blocs étant des matrices scalaires. On a donc le
résultat.

6. (a) Le sous-espace W est stable par tous les ρpaq et Ei aussi donc W XEi égale-
ment.
Pour x P E, ρpaqpp0, . . . , 0, x, 0, . . . , 0qq � p0, . . . , 0, apxq, 0, . . . , 0q (avec x et
apxq écrits en place i) donc l'hypothèse faite sur A conclut : W XEi � t0u ou
Ei.

(b) Comme précedemment, W2 et E2 étant stables par tous les ρpaq, cette inter-
section est nulle ou E2.

(c) On continue le processus : on pose W3 �W2 `E2 si W2 XE2 � t0u et W2 si
W2 X E2 � E2, etc... jusqu'à l'ordre n.
Cette suite �nie est clairement croissante et constituée de sous-espaces tous
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stables par les ρpaq. On a bien Wn � En car par construction En � E1`� � �`
En �Wn � En.
On dispose donc de W �W2 � � � � �Wn � En tous stables par les ρpaq.

(d) On part d'une base de W et on complète en une base de W2, puis de W3, etc...
jusqu'à obtenir une base de En ainsi : on ne rajoute rien quand Wi � Wi�1

dans la construction précédente et on complète avec une base de Ei quand
Wi�1 �Wi ` Ei.
Les vecteurs ainsi rajoutés à la base de W engendrent alors un sous-espace
supplémentaire de W dans En formé de la somme directe d'un certain nombre
de Ei, donc bien stable par les ρpaq.

7. Soit a P A.
Si x PW , alors p � ρpaqpxq � ρpaqpxq � ρpaq � ppxq.
Si x PW 1, alors p � ρpaqpxq � 0 � ρpaq � ppxq.
Ainsi on a bien p � ρpaq � ρpaq � p car W `W 1 � En.

8. (a) Comme A est une algèbre, W est bien un sous-espace vectoriel de En (à ce
stade du sujet, cela est su�sant comme justi�cation).
Si a, b P A, ρpbqpape1q, . . . , apenqq � pb �ape1q, . . . , b �apenqq PW car b �a P A.

(b) Notons p un projecteur sur W construit comme à la question (7). Soit f P
LpEq. On a alors pfpe1q, . . . , fpenqq � ρpfqpe1, . . . , enq � ρpfqpppe1q, . . . , ppenqq �
ρpfq � ppe1, . . . , enq car e1, . . . , en PW (il su�t de prendre a � id).
Avec la question (8), p P C et par (5b), p commute avec ρpfq.
Ainsi, pfpe1q, . . . , fpenqq � p � ρpfqpe1, . . . , enq � ppfpe1q, . . . , fpenqq P W car
p est un projecteur sur W .
Il existe donc a P A tel que pfpe1q, . . . , fpenqq � pape1q, . . . , apenqq. On conclut
que f � a car ils coincïdent sur une base de E. Finalement, A � LpEq, c'est
le théorème de Burnside.

Troisième partie - Applications

9. (a) On a dans ce cas χg � pX � 1qn. D'après le théorème de Cayley-Hamilton,
χgpgq � 0LpCnq. Ainsi, pg� idLpCnqq

n � 0LpCnq. Donc g� idLpCnq est nilpotent.
La réciproque est évidente.

(b) i. Si f P G, Trpa � fq � Trpfq �Trpb � fq. Comme a � f et f sont dans G et
que les éléments de G sont unipotents, leur trace vaut n. On déduit que
Trpb � fq � 0.

ii. Par linéarité de la trace, et comme G est un groupe, pour tout élément
f de VectpGq � G, Trpfq � 0. Par théorème de Burnside, G � LpCnq.
Comme ci-dessus, b � 0.
Finalement, G est réduit à l'identité et par irréductibilité n � 1, ce qui
est exclu.

(c) Comme G n'est pas irréductible, soit F un sous-espace vectoriel non-trivial de
Cn, stable par tous les éléments de G.
Considérons pf1, . . . , fdq une base de F où d � dimF P v1 , n� 1w. On com-
plète en une base de G, notée B. Ainsi, dans cettte base,

@g P G, DpAg, Bg, Cgq PMdpCq �Mn�dpCq �MdpCq,MatBpgq �

�
Ag Bg

0 Cg




On procède maintenant par récurrence forte sur n.

� Si n � 2, les éléments de G sont bien cotrigonalisables (en e�et dans

la base B, leurs matrices sont de la forme

�
a b
0 c



, avec pa, b, cq P C3

triangulaire supérieure).

� Supposons maintenant le résultat prouvé pour les dimensions ¤ n� 1.
Les ensembles tAg, g P Gu et tCg, g P Gu sont des sous-groupes deGLdpCq,
car Sppgq � SppMatBpgqq � SppAqYSppCq. On peut donc appliquer l'hy-
pothèse de récurrence à ces deux groupes.
Ainsi, les éléments de tAg, g P Gu et tCg, g P Gu sont co-trigonalisables.
En raisonnant par blocs, on peut donc co-trigonaliser les éléments de G
car si P et Q sont des matrices inversibles qui trigonalisent respectivement

A et C, alors la matrice inversible

�
P 0
0 Q



trigonalise bien

�
A B
0 C



.

Ainsi les éléments de G sont bien trigonalisables.

10. (a) Comme G est un groupe, par la question (3a), VectpGq est la sous-algèbre
engendrée par G.
D'après le théorème de Burnside, VectpGq �MnpCq.
On peut donc, en prenant une base pM1, . . . ,Mn2 de VectpGq, on obtient une
base de MnpCq.

(b) Pour M P G, et i P
0
1 , n2

8
, MiM P G donc |TrpMiMq| ¤ n puisque la trace

est la somme des valeurs propres (égales à 1 pour les éléments de G).
D'après la question (2d) (et ses notations), on écrit que pour tout M P G,

M �
n2¸
i�1

TrpMiMqFi

Par équivalence des normes en dimension �nie, G est borné.
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