
DM8 - Généralités en analyse

L. Tintinaglia

Ce devoir est à rendre pour le lundi 24 février 2025. Il s'agit du dernier devoir de

l'année. Prenez-le comme votre ultime entraînement sur un sujet de concours.

Exercice - Analyse di�érentielle

1. Résoudre

$'&
'%

x1 � x� 2y � z

y1 � 2x�1 y � 2z

z1 � �x� 2y � z

2. Résoudre

#
y1 � y � z � sin t

z1 � �y � 3z

3. Trouver les fonctions f P C1pR,Rq telles que pour tout x P R, f 1pxq � fp�xq � ex.

4. On pose fpx, yq �
�8̧

n�0

lnp1� x2n � y2nq.

(a) Déterminer le domaine de dé�nition D de f .

(b) Montrer que f est de classe C1 sur D.

5. En e�ectuant un changement de variables, trouver les fonctions f véri�ant

B2f

Bx2
� 4

B2f

By2
� x2y3

Problème - Analyse générale, séries et intégrales

Le but de ce problème est de calculer l'intégrale de Dirichlet généralisée

» �8
0

1� pcosptqq2p�1

t2
dt

et d'appliquer ce calcul pour évaluer une espérance.
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A) Calcul d'une intégrale

Dans tout ce qui suit, x est un élément de s0, 1r �xé.

1. Montrer que pour tout θ Ps � π, πr, la fonction dé�nie par

f : s0,�8r Ñ C

t ÞÑ
tx�1

1� teiθ

est dé�nie et intégrable sur s0,�8r.

Soit r la fonction dé�nie par

r : s � π, πr Ñ C

θ ÞÑ

» �8
0

tx�1

1� teiθ
dt

.

2. Montrer que la fonction r est de classe C1 sur s � π, πr et que :

@θ Ps � π, πr, r1pθq � �ieiθ
» �8
0

tx

p1� teiθq2
dt.

Indication : soit β Ps0, πr, montrer que pour tout θ P r�β, βs et t P r0,�8r, |1�teiθ|2 ¥

|1� teiβ|2 � pt� cospβqq2 � psinpβqq2.

Soit g la fonction dé�nie par

r : s � π, πr Ñ C

θ ÞÑ eixθ
» �8
0

tx�1

1� teiθ
dt

.

3. Montrer que la fonction g est de classe C1 sur s � π, πr et que pour tout θ Ps � π, πr :

g1pθq � ieixθ
» �8
0

h1ptq dt,

oé h est la fonction dé�nie par

h : s0,�8r Ñ C

t ÞÑ
tx

1� teiθ
.

Calculer hp0q et :

lim
tÑ�8

hptq.
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En déduire que la fonction g est constante sur s � π, πr.

4. Montrer que pour tout θ Ps0, πr,

gpθq sinpxθq �
1

2i

�
gp�θqeixθ � gpθqe�ixθ

�
� sinpθq

» �8
0

tx

t2 � 2t cospθq � 1
dt.

5. En déduire que :

@θ Ps0, πr, gpθq sinpxθq �

» �8
cotanpθq

pu sinpθq � cospθqqx

1� u2
du,

où cotanpθq �
cospθq

sinpθq
.

6. Montrer, en utilisant le théorème de convergence dominée, que :

lim
θÑπ�

gpθq sinpxθq �

» �8
�8

du

1� u2
.

7. En déduire que » �8
0

tx�1

1� t
dt �

π

sinpπxq
.

B) Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que x est un élément de s0, 1r �xé.

8. Montrer que » �8
0

tx�1

1� t
dt �

» 1

0

�
tx�1

1� t
�

t�x

1� t



dt.

9. Montrer que : » 1

0

tx�1

1� t
dt �

�8̧

k�0

p�1qk

k � x
.

10. Établir l'identité » �8
0

tx�1

1� t
dt �

�8̧

n�0

p�1qn

n� x
�

�8̧

n�0

p�1qn

n� 1� x
.

11. En déduire que l'on a
π

sinpπxq
�

1

x
�

�8̧

n�1

2p�1qnx

n2 � x2
.

12. En déduire en�n que :

@y Ps0, πr,
�8̧

n�1

2p�1qny sinpyq

y2 � n2π2
� 1�

sinpyq

y
.
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C) Calcul d'une intégrale de Dirichlet généralisée

13. Montrer que l'intégrale » �8
0

1� pcosptqq2p�1

t2
dt

converge et que :

» �8
0

1� pcosptqq2p�1

t2
dt � p2p� 1q

» �8
0

pcosptqq2p
sinptq

t
dt.

14. Montrer que pour tout n P N� :

» π
2
�nπ

π
2
�pn�1qπ

pcosptqq2p
sinptq

t
dt �

» π
2

0

pcosptqq2p
2p�1qnt sinptq

t2 � n2π2
dt.

15. En déduire que :

» �8
π
2

pcosptqq2p
sinptq

t
dt �

» π
2

0

pcosptqq2p

�
�8̧

n�1

2p�1qnt sinptq

t2 � n2π2

�
dt.

16. En déduire que : » �8
0

pcosptqq2p
sinptq

t
dt �

» π
2

0

pcosptqq2p dt.

Dans le cas p � 0, cette intégrale est communément appelée � intégrale de Dirichlet �.

17. Montrer que :

pcosptqq2p �
1

22p

��
2p

p



� 2

p�1̧

k�0

�
2p

k



cosp2pp� kqtq

�
.

Indication : on pourra développer

�
eit � e�it

2


2p

.

18. En déduire que : » �8
0

1� pcosptqq2p�1

t2
dt �

π

2

p2p� 1q!

22ppp!q2
.

D) Facultatif - Calcul de Ep|Sn|q

Toutes les variables aléatoires sont dé�nies sur un même espace probabilisé pΩ,A, P q.

Soient pXkqkPN� des variables aléatoires indépendantes, de même loi donnée par :

PpX1 � �1q � PpX1 � 1q �
1

2
.
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Pour tout n P N�, on note Sn �
ņ

k�1

Xk.

19. Déterminer, pour tout n P N�, EpSnq et VpSnq.

Soient S et T deux variables aléatoires indépendantes prenant toutes deux un nombre �ni

de valeurs réelles. On suppose que T et �T suivent la même loi.

20. Montrer que :

EpcospS � T qq � EpcospSqqEpcospT qq.

21. En déduire que pour tout n P N�, et pour tout t P R :

EpcosptSnqq � pcosptqqn.

22. Soient a, b P R tels que a � 0 et |b| ¤ |a|. Montrer que

|a� b| � |a| � signepaqb

où signepxq � x{|x| pour tout x réel non nul. En déduire que :

@n P N�, E p|S2n|q � E p|S2n�1|q .

23. Montrer que pour tout s P R
» �8
0

1� cospstq

t2
dt �

π

2
|s|.

24. En déduire que pour tout n P N� :

E p|Sn|q �
2

π

» �8
0

1� pcosptqqn

t2
dt.

25. Conclure que :

@n P N�, E p|S2n|q � E p|S2n�1|q �
p2n� 1q!

22n�2 ppn� 1q!q2
.
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