DMBS - Généralités en analyse

L. TINTINAGLIA

Ce devoir est a rendre pour le lundi 24 février 2025. Il s’agit du dernier devoir de

I’année. Prenez-le comme votre ultime entrainement sur un sujet de concours.

Exercice - Analyse différentielle
¥ =x+2y—-=z

/

1. Résoudre { ¢ =2z+"y—2z2

!/

Z =—x—=2y+z

Yy =y + 2z +sint

!

2. Résoudre
2 =—y+3z

3. Trouver les fonctions f € C'(R, R) telles que pour tout z € R, f'(x) + f(—x) = €.
+o0

4. On pose f(z,y) = Z In(1 + 2" + y*").

n=0

(a) Déterminer le domaine de définition D de f.

(b) Montrer que f est de classe C' sur D.

5. En effectuant un changement de variables, trouver les fonctions f vérifiant

Probléme - Analyse générale, séries et intégrales
Le but de ce probléme est de calculer I'intégrale de Dirichlet généralisée

+0o0 1— 2p+1

| (cos(t)*!
t2

0

et d’appliquer ce calcul pour évaluer une espérance.
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A) Calcul d’une intégrale

Dans tout ce qui suit, = est un élément de ]0, 1] fixé.

1. Montrer que pour tout 6 €] — 7, [, la fonction définie par

f: 10,40 - C
tasfl
t

1 + tei?
est définie et intégrable sur ]0, +oo[.

Soit r la fonction définie par

r: |—ma[ — C
$r— 1
0 — J
1+ te“’
2. Montrer que la fonction r est de classe C* sur | — 7, 7[ et que :
+co t:r
/4 0
Yo E] -, 7T[, r (9) —1e JO m dt
Indication : soit B €]0, [, montrer que pour tout 6 € [—3, 8] et t € [0, +oo, |1 +te|* >
11+t 2 = (t + cos(B))? + (sin(B))>.

Soit ¢ la fonction définie par

r: |—mn — C

in0 +00 ta:—l
g — e — dt
o 1+te?

3. Montrer que la fonction g est de classe C' sur ] — 7, [ et que pour tout 0 €] — 7, [ :

§(6) = i f W) dt,

0

0é h est la fonction définie par

h: 10,40 — C
tl’
1+ te?

Calculer h(0) et
lim h(t).

t——+0o0
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En déduire que la fonction g est constante sur | — 7, 7.

4. Montrer que pour tout 6 €]0, 7|,

9(0) sin(26) = % (9(=0)e™™” = g(B)e ") = Smw)L OO Y 5;(9) R

5. En déduire que :

O (usin(f) — cos())”

Vo €|0, 7|, g0 sinxezj du,
el g@)sino) = | S
ou cotan(f) = C,Oségi.

sin

6. Montrer, en utilisant le théoréme de convergence dominée, que :

: . e du
91_1}7{17 g(0) sin(z0) = J CTra

7. En déduire que

+00 ta:—l T
L 1+t dt = sin(rz)’
B) Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que = est un élément de |0, 1] fixé.

+0o0 txfl 1 tzfl +z
J dt = J T dt.
o L+t o NI+t 1+¢

1t:z:71 100 —1)*
f dr:Z]().
o 1+t kE+x

k=0

8. Montrer que

9. Montrer que :

10. Etablir I'identité

+00 tmfl +00 (_1)n +® (_1)n
=S 0
L 1+1 nZO n+x r;)n—i— 11—z

11. En déduire que 'on a

12. En déduire enfin que :

+00 .
2(—1)"ysin(y)
vyelo,x[, > A Sl

n=1
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C) Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée

13. Montrer que 'intégrale

J L= (eos()

0 t2

converge et que :

e sin(t)

dﬁ4m+nf (cos(t))*

0 t

dt.

JHD 1 — (cos(t))?+1

0 t2

14. Montrer que pour tout n € N* :

rw (cos(t) @) gy _ L (cos(ryyw 2D S0 o,

Ti(n—1)m t

15. En déduire que :

' (cos(t 2p5I00) gy : cos(t i 2“12 dt.
[ oyt [ (i ;Wm>

2 n=1

M

16. En déduire que :

J+w(cos(t))2 SH;( )t — J  (cos(t))? .

0 0

Dans le cas p = 0, cette intégrale est communément appelée « intégrale de Dirichlet ».

(cos(t)% — ;p (( ) Z ( )cos (p— k;)t)) |

ezt+€ it 2p
Indication : on pourra développer (—) .

17. Montrer que :

2
18. En déduire que :

JJFOO 1 — (cos(t))?+! =T (2p + 1)!
0 £ 2 2%(pl)?

D) Facultatif - Calcul de E(|S,|)

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).

Soient (X} )ren+ des variables aléatoires indépendantes, de méme loi donnée par :

P(X, = -1)=P(X; =1) = .
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n
Pour tout n € N*, on note S,, = Z Xk

19.

k=1
Déterminer, pour tout n € N*, E(S,,) et V(S,).

Soient S et T deux variables aléatoires indépendantes prenant toutes deux un nombre fini

de valeurs réelles. On suppose que T' et —T' suivent la méme loi.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Montrer que :
E(cos(S +T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

En déduire que pour tout n € N*, et pour tout t € R :
E(cos(tS,)) = (cos(t))".

Soient a,b € R tels que a # 0 et |b| < |a|. Montrer que
la + b| = |a| + signe(a)b

ou signe(z) = x/|x| pour tout = réel non nul. En déduire que :

VneN*,  E(|Sou]) = E(|S2-1]).

Montrer que pour tout s € R

+0
1—
J cos(st) a4t

0 t2

En déduire que pour tout n € N* :

E (S, 2 f*oo 1 — (cos(t))™ i@

T
Conclure que :

2n — 1)!
VneN*, E(S]) = E(|Sp]) = — 22— Y

222 ((n — 1)1)*
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