DM2 - Théorémes taubériens

L. TINTINAGLIA

Ce devoir est un sujet de concours de 4 heures, que j’ai raccourci, pour vous puissiez le
traiter dans son intégralité : c’est un grand classique qu’il faut avoir déja fait une fois avant
les écrits.

Notations

Soit E une partie de C.
A toute suite (uy)nen & valeurs dans E, ce que I'on note (uy)neny € £V, on associe la suite
(0n)nen des sommes partielles de CESARO définie par

n

1
Yn>=>0,0,= n Zuk

k=0

et la suite (e, )nen des écarts définie par
Vn = O7€n = Up41 — Unp
A toute série Z a, avec (ap)nen € BV, on associe la suite (S, )qen des sommes partielles
n=0
définie par
n
¥n = 0,5, = > ay
k=0

Si la série Z a, est convergente, on note S sa somme définie par

nz=0

+00
S:ZCLn: lim SN;
n=0

N—+o0
et (R,)nen la suite des restes définie par
+o0
Vn=>0,R,=5-29,= Z ax
k=n+1
A toute série entiére Z an 2" avec (ap)pen € EV, de rayon de convergence R > 0, on

nz=0
associe sa somme f définie sur D(0, R) = {z € C, |2| < R} par

+
Vze D(0,R), f(z) = Z a,z"
n=0

1
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I) Lemme de CESARO

Le but de cette partie est de démontrer le lemme de CESARO, voir question 1, d’en donner
des applications et d’établir certaines variantes puis des réciproques partielles.

1. Soit (un)neny € CN et £ € C. Démontrer que

( lim wu, = €) = ( lim o, = 6) (Cesaro)
n—+00 n—+©

On admettra que le résultat reste valable pour [ = +oo.

Applications
2. Calculer la limite de la suite (v,),>1 définie par v, = Z — puis en donner un équi-

k=1
valent a 'aide d’une comparaison série-intégrale.

Up+1 ,
= ¢. Démontrer

3. S0it (tn)nen € |0, +00[" et £ € ]0, +00[. On suppose que lim

n—-+0o0 un
que nETw Yu, = . En déduire nLHEOO g
4. Soit (ap)nen € CV, (bp)new € CV, a € C et b € C. On suppose que lim a, = a et
n——+0o0

lim b, = b. Démontrer que
n—-+40oo

Réciproques partielles

5. Vérifier que la réciproque de (Cesaro) n’est pas toujours vraie en exhibant une suite
(tn)nen € RY qui ne converge pas et telle que que (0,)nen converge dans R.

6. Soit (ty)new € RY et £ € R. Démontrer que

< lim o, =/ et (Uun)nen monotone) = ( lim wu, = l>

n—+a n—+0o0

Démontrer que le résultat subsiste pour ¢ = +oo.

7. Soit (p)new € CY et £ € C. Démontrer que

1
< lim o,="{ete,=o0 <—)> = ( lim wu, = l> (Hardy faible)
n—-+0oo n n—-+0oo

Indication : on pourra démontrer que pour tout n > 1,

n n
Z ke = nupy1 — Z (o
k=0 k=1

2 L. TINTINAGLIA



DM2 - Théorémes taubériens MP* INP-HB

8. Soit (tn)ney € CY et £ € C. Le but de cette question est de démontrer que

1
( lim o,=/ete,=0 (—)) = ( lim wu, = l) (Hardy fort)
n——+auo n n——+auo
. 1
On suppose que lim =/{ete, =0 <—)
n—-+0o n
(a) Soit 0 < n < m. Démontrer que
m m—1
) = =) = Y (m e
k=n+1 j=n

(b) En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tous 2 < n < m, on a

|(m+1)am—(n+1)an )| <Cn (m—l)
m-—n n—1
et . )
|un—€|<01n<m_ )+m+ (|om — €] + |on — €]
n—1 m-—-n

(c) En déduire (Hardy fort). Indication : on pourra prendre m = 1 + |an| avec un
parameétre o > 1 a choisir, ot |x| désigne la partie entiére de x € R.

IT) Théoréme d’ABEL

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme d’ABEL, voir question 9, d’établir
certaines variantes et des réciproques partielles.

9. Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 1 et de somme f. On note,

nz=0

7r
pour 0 € [075[7
Ag,=1{2z€C,|z| <letIp>0,30€ [0 ,00],2=1— pe}

Le but de cette question est de démontrer que
+00
(Z ap, converge) = | lim f(z) = Z an (Abel)
Z—)l
n=0
(a) Représenter dans le plan complexe Ay, pour 0, € [0,

n=0 zEAgO
(b) Démontrer (Abel) pour R > 1.
A partir de maintenant, on suppose que R = 1 et que Zan conerge, et on se

donne 6, € [O , g[

bo | 3
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(c) Démontrer que pour tous N e N* et 2z C, |z| < 1,0n a:

N-1
Zanz - Sy=(z-1) ZRZ—RN( - 1)
n=0 n=0

(d) En déduire que pour z€ C, |z| <1, 0n a :
400
fz)=S=(z=1) ) R.2"
n=0

(e) Soit € > 0 Démontrer qu'il existe Ny € N tel que pour tout z € C, |z] < 1,

£ =51 < o= 1) Y o 42221
z)—95|< |z — n| e
n=0 1_‘Z|
émontrer qu’il existe p(0p) > 0 tel que pour tout z € Ay, de la lorme z = —pe'
f) D¢ il exi 6o) > 0 tel Ay, de la f 1— pe?
avec 0 < p < p(f), on a :
|z — 1] 2
<
1—1z| = cos(bp)

En déduire (Abel).

10. Exhiber une série entiére Z a,z" de rayon de convergence 1 et de somme f, telle que
n=0
f(2) converge quand z — 1, |z| < 1 et telle que la série Z a, ne converge pas.

n=0

11. Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence 1 et de somme f. Soit S € C.
nz=0
Le but de cette question est de démontrer (Taubérien faible) :

(hm flx)=Seta,=o0 (%)) = (Z a, converge et ZOO an = S>

r—1~
z€R n=0 n=0

r—1— n

Dans la suite de cette question on suppose que lim f(z) = S et que a,, = 0 —).
zeR

(a) Démontrer que pour tous n € N* et z € |0, 1], on a

’Sn N ( 1 o Z k’akl Supk>n(k|c;’k|)

1
(b) En déduire (Taubérien faible) en spécifiant © = z, = 1 — — pour n € N*.
n
1l existe également une version "forte" du théoréme de TAUBER :

' 1 +00
(xlinla fz)y=Seta,=0 (E)) = (Z a, converge et Z a, = S)

xR n=0 n=0
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