Correction du DM4 - Endomorphismes cycliques

MP Spéciale INP-HB

I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

(A) 1. Pour tout A € K, xar(A) = det(AM, — M) = det (()\In —M)T) =
det(AL, — M) = xp (N). Ainsi,

VAeK, Aesp(M) e xpu(N) =0& xpr(A) =08 Aesp (MT) .

Finalement, sp(M) = sp (MT)

2, On suppose que M est diagonalisable ; on peut donc introduire P €
GL,(K) et D € M,(K) diagonale telles que M = PDP~!. On a

-1
done, M" = (P=)'D'P" = (P')  DP', avec P' € GLu(K).
D'ott M" est diagonalisable.
-
La réciproque en découle puisque M = (;’UT) =

(B) Matrices compagnons
3. Il existe plusieurs méthodes pour montrer que xc, = Q.
En développant par rapport a la derniere colonne :

X v caee v 0 [e1}]
-1 X ... ... 0 ay
0o -1 " as
XCq =
: o-1 X An_2
0o ... ... 0 -1 X+4ap
n—2
= Y™ [ D (X +ap_g) X!
i=0 !
A 0 owme B
avec A, = LA e MK e B =
o . .0
0 0o -1 X
-1 X 0 0
0 -1 0

= Mn—H—l(K) .

n—2
Donec XCo = Z(_l)n+i+l(_1)?;744»1“1_)(?1 + f"-?:—]_X?ril + X" = Q
i=0
On peut aussi montrer que ¢, =  par récurrence sur deg(Q) =
1.2>2
Initialisation : On suppose que deg((}) = 2 ainsi () = X2+ X+
0 —ap
ap et CQ = (1 _”1) & Mz(K)
Ainsi, x¢, = X2 - Te(Co) X + det(Cg) = X2+, X+ap=0Q.
Hérédité : Soit n = 2 tel que la propri¢té soit vraie pour tout
polynome unitaire de degré n.
On considere Q(X) = X™! + a4, X"+ -+ ag o1 les a; € K.
On a en développant par rapport a la premicre ligne :

X 0 agp

-1 X 0 aj

0 -1 o

XCq =

: o-1 X Ot

0 ... . 0 =1 X+ay (n+1]
1 X e e
0 -1

= Xxcp + (-1)"*2qg

: -1 X
0o ... ... 0 -1

(]

ot R = X"+ a,X '+ + a. Par hypothese de récurrence,
Xcr = R, et donc xg, = XR+ay=0Q.
On a ainsi montré par récurrence que la propriété était vraie pour
tout polynome unitaire de degré > 2.
Enfin, la derniére méthode usuelle est de faire l'opération Ly <

Li+XLy— XLy + ...+ (-1)""'Lp.

_ Soit A € Sp(Cy") = Sp(Co). Par définition, dim (E,\(CQT)) > 1.

Par ailleurs, dim (EA(CQT)) =n- I'emg(CQT = Aly).
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—A 1 0 0
o A 1 . ;
Or, (Cq)T A, =] - v oA 0 aune sous-
0 0 1
—dap —aq i —A - Oy —1

matrice inversible de taille n — 1 (en conservant les (n-1) premieres
lignes et n — 1 dernieres colonnes). Donc, rang(Cg — Al,) > n—1
et dim (E,\ (CQT)) < 1. Finalement, dim (E A (CQT)) =1.
Reste a en déterminer un vecteur.
Comme, x¢ = Xcq = Q ainsi Q(A) =0.

1

x

Soit X = _2 € Mp1(K).On a:

\e./

(29 = Az
T3 = Axo
Co)' X=2X =
Tri = Ap_1
(—apry —...—ap_17y = Az,
(10 = \xy
xs3 = \2xy
—
T = A" 1ay
(—ap —a1A — ... — a1 A" Dz; = A2y
Vi e [2,n], xi= \N"ta
= { Q(/\)Esl' z]]b l
1
A
Donc E) (CQT) =vect(X,) ou X, = ;
yn-1

(C) Endomorphismes cycliques

. = : On suppose que f est cyclique. On trouve ainsi zg € E tel que

décomposer f"(zg) dans cette base : on pose (Ag, A1, ..., A\p_1) €

n—1 J
K™ tel que f"(x0) = Z/\ifi(mg).
i=0

n—1

On pose @ = X" + Z(—/\i)Xi]K[X]. On vérifie alors que
i=0

Ms(f) = Caq.

< : On suppose qu'il existe une base B = (eg, €,...6,_1) de E
dans laquelle la matrice de f est de la forme Cg, ot @ est un po-
lynome unitaire de degré n . Ainsi pour tout i € [0, n—2], f(e;) =

est une base de E. Finalement, f est cyclique.

. Soit f un endomorphisme cyclique.

Si xr est scindé sur K et a toutes ses racines simples, on sait que f
est diagonalisable d’apres le cours.

Réciproquement, on suppose que f, cyclique, est diagonalisable. On
sait qu’alors x s est scindé sur K et que chaque sous-espace propre a
pour dimension la multiplicité de la valeur propre en question. Par
ailleurs, comme f est cyclique, d’apres la question 77, chaque sous-
espace propre est de dimension 1. On en déduit done que toutes les
valeurs propres sont simples. Ainsi xy est scindé sur K et a toutes
ses racines simples.

. On suppose que f est cyclique. Soit (Mg, ..., A1) € K" tel que

> Niff =0(g.
1=0

Comme [ est cyclique, on introduit zyp € E tel que B =
J s R I, R I oy : Py
(f (mg))ogj <n_1 SOt une base de E. En évaluant en g, on obtient :

mn
Z /\q;fi(xg) = 0(g)(zo) = 0. Or B est libre, on en déduit que pour
i=0
tout ¢ € [0,n — 1], \; = 0.

Finalement, ( F ) 0<j<n_1 st libre dans L£(E).
On sait que dim(K[f]) = d, le degré de my. Comme
(Id, £, f2,..., f" 1) est libre dans K[f], d > n. Par ailleurs, d’apres

le théoreme de Cayley-Hamilton, le polynéme x s est un polynome
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annulateur ; 7y divise x5; et donc d = deg(ny) < deg(xys) = n.
Finalement n = d et le polynome minimal de f est de degré n.

(D) Application a4 une démonstration du théoreme de Cayley-
Hamilton

8.

10.

Soit z un vecteur non nul de E.

s s N — * i ibre
Approche 1 : On note N, = {m e N*, (f (3'))09'91;—1 hbr(}.
Comme x # 0, 1 € N;; par aileurs N, est majoré par n = dim F ;
N, admet done un plus grand élément p € N*.

Par définition, la famille (fi(‘r))nﬁ{p—l est libre et la famille
(fi(l-))ngigp est liée. On peut donc introduire (a;)o<i<p—1 € KP tel
p—1
que Zajfj(;r) + fP(z) = 0.
j=0

Approche 2 : On note I, = {P € K[X], P(f)(z) =0g}. On véri-
fie qu’il s'agit d'un idéal de K[X]. En effet, ¢’est un sous-groupe
pour la loi +, en tant que noyau de l'application linéaire ¢, : P €
K[X] — P(f)(xz) € E. De plus, pour tout P € I, et Q € K[X],
on a (QP)(f)(z) = (Q(f) o P(f)) (z) = Q(f) (P(f)(x)) = O. Ainsi
QP e I,.

Il est done principal et engendré par un polynome P, = XP +

p—1 p—1
Y @ X7, Ainsi 0 = Po(f)(2) = fP(z) + Y _ @ f ().
k=0 k=0

p—1 p—1

De plus si Zajfj(.r) = O, le polynome @ = Zanj est dans

k=0 k=0
I, donc divisible par P,. Pour des raisons de degré, @ = Ogx.

Finalement, la famille (fi(‘r))ogfgp—l est libre.
. Soit F, = Vect(z, f(z), f*(z), ..., fP~!(x)). Pour tout 0 < j < p—2,
p—1
f(f7(2)) € Fz. De plus, f (f*7}(2)) = f*(z) = = }_a;f(z) € Fa.
j=0

Finalement, par linéarité de f, on a bien montré f(F,) C F,.

On note f l'endomorphisme induit par f sur F,. Comme elle est
libre et génératrice, B = (fi(x))ugegp—l est une base de F,.

On remarque que Mg(f) = Cp, en notant P, =ag + oy X +--- +
ap_1XP~1 4+ XP. On en déduit donc que x; = P;. Or X divise xy.
On peut done conclure que P, divise le polynome x .

11. Soit @ € K[X], tel que x5 = QP.. Or, on a P,(f)(z) = 0p.
Or, x7(f) = Q(f) o Pe(f); aimsi x(f)(z) = Q(f) (Pe(f)(2)) =
Q(f)(0g) = Ok.
On I'a montré pour z € E quelconque. Done x¢(f) est 'endomor-
phisme nul.
II. Etude des endomorphismes cycliques
(A) Endomorphismes cycliques nilpotents
12. Comme f est nilpotente, son polynome minimal est py = X". Si f
cyclique alors deg (75) = n d’apres 7 et done r = n.
Réciproquement, si r = n, alors f* = 0 et f" ! # 0. Ceci nous
fournit € E tel que f“_l(;r)_ # 0. Et on montre alors (méthode
habituelle a développer) que (ft(‘r))ogfgn—l est libre, de cardinal n.
Donc f est cyclique.

Comme f est nilpotente, x5y = X" et la matrice compagnon est dans

0 ... ... ... 00
(1 0 oo w0 0\
0o 1 - S0
cecas | . . . . . . € M,(R).
: .1 00
\0 ... ... 0 1 0

(B) 13. Pour k € [1,p], (f — MIdg)™* et f commutent car C[f] est une
algebre commutative ; donc Fy. = ker((f — Aeldg)™*) est stable par
I
D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, x ¢(f) = 0. Par ailleurs, les
polynomes (X —A;)™* sont deux a deux premiers entre eux; d’apres
le théoreme de décomposition des noyaux,

P P
E = ker (x(f)) = @ker((f - \j1dg)™) = @D F.

=1 =1

14. Par définition, pour tout « € Fy, (f — ApId)™* (2) = 0. Or pour tout
x € Fy, (f — Mild)(2) = pr(z) € F ; et done (par récurrence immeé-
diate sur p) pour tout p € N, (f — AId)P(z) = ¢} (z). Finalement,
pour tout z € Fy., p;'* () = 0g. Comme c’est vrai pour tout € Fj,
on conclut que pi™* = 0z(F,)-

On note v le plus petit entier naturel tel que ¢}* = 0.
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15. D’apres le cours, l'indice de nilpotence de ¢y, vk, endomorphisme de ( 0o 0 ... ... ... 0\
Fj. est majoré par dim(Fy). 1 o
F " :
16. On note P = H(X — Ai)". Soit k € [1,p]. Pour tout z € F, que Ms, (pk) = 0 1 0 : | € M, (C).
i=1 g : ; ; : :
i . : .o 000
P i X -\ Arld)™* \0 o 0 ! 0)
(N)=) = ;[Il( — X)) o f ~Mld)*(2) En notant f;. 'endomorphisme induit par f sur Fj, on a alors
| ik ] (,\;\. 0 o osms s 0\
P 1 Ak
= |[I&X =2)%()| (0g) = 0.
=) M= Y 1 % M, (C
| 14k | Mg, (fi) = ) ) € my. (C)
Done P(f) coincide avec 'endomorphisme nul sur chaque F}. ; comme om0
P \0 ... ... 0 1 X/
E =P F. P(f) = 0c(p). . ; . . .
S Finalement, en concaténant les bases By pour k allant de 1 a p, on
Ainsi, P est divisible par 7 qui est de degré supérieur ou égal A obtient une base B adaptée a la décomposition en somme directe
n, car (e, fr iy 1) est libre. On en déduit que le degré de P, E=F & & Fp et dans laquelle f a une matrice diagonale par
' P ' ' blocs de la forme equise.

d = v = n. Or d’apres la question 14, pour tout k € [1,pl,
Z - » 1 P It 21, 18. Pour k € [1,p], on note 2 = wmy+ymy_,+1 € Fk. Ainsi g =

k=0 p
vE < myg.
o y
Finalement, n < Z v < Z myj = n. Ainsi les inégalités sont des k=1
k=0 i=0 Pour tout polynome P € C[X], P(f)(zo) = Og si seulement si
égalités et pour tout k € [1,p], on a v, = my. P
" ZPU)(:") = 0. Par stabilité des F}. par f, pour tout k € [[1,p],
. IR y - — — o . : k=1
17. On rappelle que £ = F1 & --- & Fp. Ainsi, n Zdlm(‘ﬂ‘) - P(f)(zx) = P(fr)(zr) € Fi. Comme la somme des Fj. est directe,
p = P(f)(zo) = O si seulement si pour tout k € [1,p], P(fx)(zx) = 0F,.
Z v = n d’apres ce qui précede. Comme a la question précédente,
k=1 Soit k € [1,p]. Par construction (voir question précédente), B =
on obtient : Yk € [1, p], vy = my = dim (F}). ) [L.7] ( L P ) _j‘
. 5 s g s (G‘_;{(Z_J,) est une base de Fj., avec ¢ un endomorphisme
Ce n'est pas la méthode utilisée dans le cours, mais c’est la plus 0<j<my—1

nilplotent cyclique. Comme fi = & + ArldF., fi et ¢r commutent.

rapide étant donné ce qui a déja été démontré. . )
Donc si P(fi)(zx) = Op., alors pour tout 0 < 5 < my — 1,

Finalement ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj d’indice

v = myp = dim(F}), done (d’aprés la question 12), ¢ est nil- P(fx) (Gi(zk)) = c’i(P(fJ-)(zk)) = Of,. Ainsi, P(f) s’annulant
potent et cyclique. On peut done introduire une base By de Fj. tel sur une base, P(f}.) est nul. Ainsi,
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P(fi)(zx) =0r, & P(fr) =0cF) © P(or + Aldr,) = 0g(F,)
& my =XV |P(X + M) & (X — Ap)”*|P.

Finalement, les polynomes (X — A )"* étant premiers entre eux,

P(f)(z0) =0 < Vke|[l,pl. P(fr)(z)=0r
& Vke[lpl, (X—X)*|P

p
k=1
n—1 .
19. Soit (Ai)o<i<cn_1 € K" tel que Z)&@f%(xg) = 0. En posant @ =
i=0
n—1 )
Z Ai X', notre hypothese s’écrit : Q(f)(zo) = 0.
i=0
p
D’apres la question précédente, H (X —Ap)™ divise Q. Or
k=1
p
deg(Q) < mn—1 < n = deg (H (X—)tk)m’“). Done @Q est
k=1

le polynome nul, i.e. pour tout i € [0,n — 1], A\; = 0. Finale-
ment, (ft(xn))o<i<n—1 est une famille libre de n vecteurs de E et
n = dim E et (f‘(xg))nggn_l
conclure que f est cyclique.

est une base de E. On peut donc

IT1I. Endomorphismes commutants, décomposition de Frobenius

(A) Commutant d’un endomorphisme cyclique
20. L’application g — fog— go f est un endomorphisme de £(E) dont
le noyau est C(f); C(f) est donc un sous-espace vectoriel de L(E).
Par ailleurs, pour tous g et h € C(f), ona (goh)o f=go foh=
fol(goh);ainsi C(f) est stable par o; comme Id € C(f), C(f) est
une sous-algebre de L(E).
21. Comme (zq, f(20), ..., " *(z0)) est une base de E et g(zo) € E, il

n—1

22. On souhaite vérifier que les applications linéaires g et E A f k coin-
k=0

cident sur la base (g, f(20), ..., f**(20)). Comme g commute avec

[, il commute avec tous les polynomes en f. En particulier, pour tout
i € [0,n — 1], comme l'algebre K[f] est commutative,

9 (f'(z0))

n—1
f*(g(x0)) = f° (Z )\kfk(-”fﬂ))
k=0
n—1
= 3 NS (Fi(=0)) -
k=0

n—1
Finalement, g = Z MefF et g € K[f].
k=0
23. On vient de montrer que C(f) C K[f]. Comme K[f] est une algebre
commutative, I'autre inclusion est immédiate. On a done C(f) =
K[f], qui admet pour base ( fk) k<0<n—1. Et on a donc I'équivalence
demandée.

(B) Décomposition de Frobenius

24. Remarque : Pour r = 2, la preuve est classique et générale : on
suppose par exemple que Fi ne contient pas F5, On peut done choisir
z € F5\ Fy. Ainsi pour tout = € Fy, x et z sont dans Fy U F5 qui est
un sous-espace vectoriel, donc x + z également. S'il était dans Fy, on
aurait z = (2 +x) —x € F}, ce qui n'est pas le cas. Donc z + 2 € F;
et z =(x+2)— 2 € F5. On a donc montré F; C F.

Pour le cas r > 3, on doit utiliser le fait que K est infini (ou au
moins de cardinal supérieur a r). En effet, si on prend K un corps
fini et E = K¢ avec d > 2, E est fini (de cardinal p?) et E est I'union
finie des Vect(z) pour € E \ {0g} sans qu'aucune de ces droites
ne contiennent toutes les autres.
Pour montrer le résultat, on rédige une récurrence sur r. La propriété
est vraie pour r = 1l et r = 2.
Soit r > 2 tel que la propriété soit vérifie pour r — 1. On suppose
r

que G = U F} est un sous espace de E.

=1

L. TINTINAGLIA



Correction du DM4 - Endomorphismes cycliques

MP Spéciale INP-HB

25.

r—1
Si Fr.Cc Gop= U Fj, alors Gy = G est un sous-espace vectoriel, et
j=1
par hypothese de récurrence, il existe k € [1,r — 1] tel que Fy =
Gy = G. Ce F}, contient donc bien tous les autres.
On suppose que Gy ne contient pas F,. On peut donc fixer x € F,\ Gy.
Si Gy contient F., on a terminé.
Sinon, on peut fixer y € Gy \ Fy.. Comme z et y sont dans le sous-
espace vectoriel G, pour tout scalaire a € K, on a y + az € G. Mais
y+ax & F, (car sinon y = (y+ az) —ax € F}). Ainsi, y+ax € Gy :
pour tout @ € K, on peut donc poser k(a) € [1,r — 1] tel que
y+ azx € Fi,). Comme K est soit infini, soit de cardinal supérieur a
r, l'application a — k(a) ne peut pas étre injective.
On trouve done j € [1,r — 1] et a # o’ dans K tel que y + az € F;
et y+a'x € F;. Finalement, par combinaison linéaire, z € F; C G,
ce qui est absurde.
Finalement, on a bien montré par récurrence que 'un des sous-
espaces F}. contient tous les autres.
Soit # € E. On considere, comme en 77 'application ¢, : P €
K[X] — P(f)(z) € E, et son noyau I, = {P € K[X]/ P(f)(z) =
0}, qui est un idéal principal, donc de la forme I, = mf ,K[X], avec
7fo € K[X]. Comme 7¢ € I, 7, est un diviseur my.
»
On éerit 7y = H P™ décomposition en facteurs irréductibles, ou
k=1
N € N*, les P; sont irréductibles unitaires et distincts deux a deux et
enfin les o; € N*. Un polynome est un diviseur de 7y si et seulement

N
si il s'éerit H Pf" avec pour tout i € [1, N], 0 < 3; < «;. Ainsi le
k=1
N
nombre de diviseurs unitaires de 75 est H (i +1).
k=1
Donc I'ensemble {7y ., « € E} est fini de cardinal noté r on 1 <r <
N
H (Ct%' + 1)
k=1
On peut donc choisir yq,...

{mswr 1€ [Lr]}.

Ainsi E = U ker(ms.(f)) = Uk“r(ﬁf,yg (f) (car Vx € E, z €
zeE i=1

yr € E, tel que {my,, z€ E}

26.

27.

28,

ker(my,2(f)))-

D’apres la question 24, on trouve k € [1,r] tel que ker(mg,, (f)) = E.

Ainsi, si on note 1 = y; et on a ker(wy o, (f)) = E i.e. mpq, (f) =

0(E). Finalement, w¢|ns ., ; comme 75 4, |77 et ce sont des polynomes

unitaires, 7y, = 7y.

Finalement, en reprenant 'argument classique (voir par exemple la

question 19), comme 77, est de degré d, (x1, f(x1),..., f& (z1))

est libre.

L'image de ., est {P(f)(z1)/ P € K[X]} et est évidemment stable

par f (car XP € K[X] pour P € K[X]). Par ailleurs ker ¢,, =

Tfa, = 75 admet comme supplémentaire Kg_1[X] (par existence

et unicité de la division euclidienne par my). Donc, ¢, réalise un

isomorphisme de Ky_[X] vers Imy,, . Ainsi, £y = {P(f)(z,)/ P €

Ka-1[X]} = Impy, = {P(f)(z1)/ P € K[X]}.

D’apres ce qui précede B = (e1,ea,...,e4) = (u',ljf(xl))‘)(k(d_l est

une base de E. Ainsi vy est cyclique. T

Pour i € N, on note F; = ker (® o f‘) ;ainsi F = m F; est bien un
icN

sous-espace de E.

De plus, pour tout i > 1,siz € F;, ®o fi1(f(z)) =@ o fi(z) =0;

ainsi f(F;) € Fi_1. On a donc :

f(F)cf(ﬂ Fi)c ) fF)c () Fa=F

1=y o ich* ich=*

d
Soit y € 4y NF. Comme y € E{, on peut 'écrire y = Z)\kfk| avec
k=1
AL, ..., A € K. Par définition de ®, ®(z) = Ag; or ®(f°(z)) = 0 car
y € F. On obtient donc Ay = 0.

On suppose avoir montré Ay = ...\, = 0, pour un certain 2 <[ <d.
-1 -1
Ainsi y = Z)&kek = Z )tkfk_l(:cl), et
k=1 k=1
-1 -1
FEHy) =) M f T (@) = Meeatyrik
k=1 k=1

Comme y € F,
0==&o f=H(y) = N1
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29,

31.

Finalement, on obtient, pour tout i € [1,d] A\; =0, et y = 0. Ainsi
EinF={0g}.

Par linéarité de f et de ®, ¥ est bien linéaire entre E vers K<
d—1

Par définition de ¥, ker ¥ = m ker (@ofk). Or, en reprenant
k=0

la démonstration de la question précédente, on n'a utilisé que des
Do f¥ avec 0 < k < d—1; on a donc en fait montré que

d—1
m ker (<I>o fk) NEy; = {0g}, i.e. ker WN E; = {0g}.
k=0

La restriction ¥y de ¥ a Fy est donc injective. Or dim(E,) = d =
dim(Kd), W, réalise un isomorphisme entre E; et Ke.

. D’apres la question précédente, ¥ est surjective de E vers K¢

(puisqu’elle T'est de Ej vers Kd); et donc par théoreme du rang,
dim(E) — d = dim (ker(0)) .
Comme ker¥ N E; = {0g}, ker(V) @& E; C E, et par égalité des
dimensions, E = Fj & ker(¥).

d—1
Or FcC m ker (® o fk) = ker ().

k=0
Mais comme 7y est de degré d, ( fk)ggkgd_l forme une base de
K[f]. Ainsi pour tout i > d, ft e th(fE(fk)nggd—l; et donc

® o f' est combinaison linéaire des (®o f )ogkgd—l' On a donc
d—1

ker(¥) = m ker (@ofk) C ker(® o f'). Finalement ker¥ c F.

k=0
On a donc égalité F = ker ¥ et on conclut que E =FE| & F.

On conserve les notations ci-dessus. On a montré que v est un

endormorphisme cyclique et son polynéme minimal 7y, = 7y, &, =

¢z, = 7f. On note Py ce polynome et G; = F.

Ainsi, Ey & Gy = E, avec G4 stable apr f. Et pour tout « € Gy,

(/@) = n/(f)(z) = 0.

Soit & = 1. On suppose avoir construit des sous espaces-vectoriels

Ey, ..., E} et G} tous stables par f, tels que

— E=E 10 -0 E:®Gi

— pour tout 1 < i < k, 'endomorphisme v; induit par f sur le
sous-espace vectoriel E; est cyclique de polynome minimal F;

— pour tout i € [1,k — 1], P41 divise P

— Yx € Gy, Py(f)(z)=0.

Si dim Gy, = 0, on pose r = k et on a bien le résultat souhaité (r = 1

si et seulement si f est cyclique et By = E).

Sinon, on applique les questions 24 a 30 a I'endomorphisme fj induit

par f sur Gi. On note Py le polynome minimal de fi. I1 divise

bien Py, puisque Py(fx) = Or(6.)-

On obtient alors Ej; et G deux sous-espaces stables par f tels

que Gy = Ej. 1 ®Gj4q, tels que 'endomorphisme 2.1 induit par f

sur le sous-espace vectoriel Er 1 est cyclique de polynéme minimal

P4y et tels que pour tout € Gry1, Pey1(f)(2) = 0. Ainsi,

— E=E® - & Ept19Grn

— pour tout 1 <i < k+ 1, 'endomorphisme +; induit par f sur le
sous-espace vectoriel E; est cyclique de polynome minimal F;

— pour tout i € [1,k], Py divise P;

— Ya € Gry1, Pea(f)(z) =0.

On a ainsi la construction voulue au rang k + 1.

Comme a chaque étape, le degré du polynome minimal Py est

supérieur ou égal a 1, la dimension de Ej est supérieure ou égale

a 1; ainsi la suite des dimensions des G} est une suite strictement

décroissante d’entiers. Au bout d'un nombre fini d’étapes, on obtient

donc dim Gy, = 0 et on a alors r = k et la décomposition souhaitée.

Remarque : On peut montrer l'unicité de la suite de polynomes
(Py,...,P) tels qu'il existe une décomposition de la forme obtenue

ci-dessus. Ce sont des invariants de similitude de f.
(C) Commutant d’un endomorphisme quelconque
32. On reprend la décomposition de Frobenius de f obtenue ci-dessus
(on conserve les mémes notations).
Pour tout k € [1,r], ¥ est cyclique; on a montré au ?? que son
commutant C(v) = K[iy]; il s’agit done d'un espace vectoriel de
dimension deg(my, ) = deg(P:) = dim(Ey).

associe g I'unique endomorphisme de E tel que pour tout i € [1,r],
T

pour tout z € E;, g(z) = gi(x). Comme FE = @E@i A est bien
i=1

définie, et elle est évidemment injective (puisque chaque g; est alors

I'application induite par g sur Ej).

L. TINTINAGLIA
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-
Soit g € A HC(i,-".Jj) . Ainsi pour tout i € [1,7], g laisse stable
j=1

-
E;:deplussur E; gof = fog. Comme E = @ E;. on peut conclure

i=1
que g € C(f). Ainsi,
dim (C(f)) = A HC(i,-"Jj) = dim HC(@"@-)
Jj=1 =1
= Zdim (C(4y)) = Z(iil’l’l(Ej) =n
j=1 j=1

Ainsi la dimension de C'(f) est supérieure ou égale & n.

33. On note d = deg(my). Par le théoreme de Cayley-Hamilton, d =
deg (mf) <= deg(xy) = n.
On sait que dim (K[f]) = d et on suppose que K[f] = C(f); donc
dimC(f)=d > n.
Comme on a montré dim(C(f)) = n, on peut conclure que d = n.
Donc avec les notations précédentes, on a dim(F,) = d = n. Donc
E, = F et f =1 est cyclique.

L. TINTINAGLIA



