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I) Une première application de la relation d'équivalence.

On suppose que @ pA,Bq P
�
MnpRq

�2
, fpABq � fpAq fpBq et f � 0LpMnpRqq et

f � idLpMnpRqq.

1. Soit A P GLnpRq. Si on avait fpAq � 0, alors @B P MnpRq, fpBq � fpBA�1Aq �
fpBA�1q fpAq � 0, ce qui contredit que f � 0LpMnpRqq. Donc fpAq � 0.

2. Soit A PMnpRq de rang r   n.

(a) Posons Ar�1 � Dr �

�
Ir 0
0 0



.

Pour k P rr1; rss, on choisit Ak diagonale avec r coe�cients diagonaux égaux à 1
les n� r autres étant égaux à 0 dont celui d'indice pk, kq.

Ainsi toutes les Ak pour k P rr1; r � 1ss sont équivalentes à A d'après I.2.

Leur produit B est une matrice diagonale :

. si 1 ¤ k ¤ r, alors Brk, ks � 0 car Akrk, ks � 0.

. si r � 1 ¤ k ¤ n, alors Brk, ks � 0 car Ar�1rk, ks � 0.

Ainsi B � A1A2 . . . Ar�1 � 0n où 0n désigne la matrice nulle de MnpRq.
(b) fp0nq � fp0n � 0nq � fp0nq � fp0nq, donc fp0nq � 0 ou 1.

Si on avait fp0nq � 1, alors on aurait : @B P MnpRq, 1 � fp0nq � fp0n � Bq �
fp0nq fpBq � fpBq, ce qui contredit que f � idLpMnpRqq.

fpA1q fpA2q . . . fpAr�1q � fpBq � 0, donc un des réels fpAkq est nul.

Or Ak est équivalente à A, donc il existe deux matrices inversibles Pk et Qk telles
que Ak � Q�1

k APk.

Donc fpQ�1
k q fpAq fpPkq � 0. Mais fpQ�1

k q et fpPkq sont non nuls d'après le II.1,
donc fpAq � 0.

3. On peut dire que
�
fpAq � 0 ðñ A P GLnpRq

�
.

f induit un morphisme de groupe multiplicatif GLnpRq vers le groupe multiplicatif R�.
En particulier, fpIq � 1.

Un exemple de telle application est : A ÞÝÑ detpAq.
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II) Idéaux bilatères de MnpRq.

1. Si I P J , alors @A P MnpRq, A � AI P J , donc MnpRq � J et par suite
J �MnpRq.

2. Si J contient une matrice inversible A, alors I � A�1A P J , donc J �MnpRq.
d'après le 1.

3. Soit A un élément de J de rang r � 0.

(a) On a vu au I.2.c que A est équivalente àDr. Il existe donc deux matrices inversibles
P et Q teles que Dr � Q�1AP .

J étant idéal à droite, AP P J , puis étant idéal à gauche, Dr � Q�1pAP q P J .

(b) Pour k P rr1;n�r�1ss, on pose Ak � Diagp0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0q où Akri, is �
1 ðñ k ¤ i ¤ k � r � 1

(ce qui est possible car k � r � 1 ¤ pn� r � 1q � r � 1 � n).

Toutes les Ak sont équivalentes à A d'après le I.2, donc sont toutes dans J (cf.
3.a).

On constate que C � A1� � � �An�r�1 est diagonale et que ses éléments diagonaux
sont tous des entiers ¥ 1.

Donc C est inversible et C P J car J est stable pour l'addition comme sous-
groupe de MnpRq.

4. Puisque C P GLnpRq et C P J , alors J �MnpRq d'après le III.2. Ainsi
�
J �

t0nu ùñ J �MnpRq
�
.

Donc les seuls idéaux bilatères de MnpRq sont t0nu et MnpRq .

III) Idéaux à droite de MnpRq.

1. E désigne un sous-espace vectoriel de Mpn,1qpRq et JE � tA PMnpRq { ImpAq � Eu.

. JE est non vide car contient 0n

. si A et B sont deux éléments de JE, alors A � B P JE car ImpA � Bq � ImpAq �
ImpBq � E � E � E.

Ainsi JE est un sous-groupe de MnpRq.
D'autre part, si M PMnpRq et A P JE, alors AM P JE car ImpAMq � ImpAq � E.

Donc JE est un idéal à droite de MnpRq.
2. A PMpn,pqpRq, B PMpn,qqpRq et ImpBq � ImpAq �Mpn,1qpRq. De plus Mpp,1qpRq �

S `KerpAq.

(a) Il est clair que ϕ : X ÞÑ AX est linéaire et à valeurs dans ImpAq.

. ϕ est injective car siX P Kerpϕq, alorsX P S et AX � 0, donc X P SXKerpAq �
t0u.

. ϕ est surjective : en e�et, soit Y P ImpAq. DX P Mpp,1qpRq { Y � AX. X se
décompose sous la forme X � X1 � X2 avec X1 P S et X2 P KerpAq. Alors
Y � AX1 � AX2 � AX1 � ϕpX1q. Ainsi DX1 P S { Y � ϕpX1q.
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En résumé, ϕ : X ÞÑ AX dé�nit un isomorphisme de S sur ImpAq.

(b) @ i P rr1, qss, Bei P ImpBq � ImpAq. D'après le a), D !εi P S { Bei � ϕpεiq, c'est à
dire Aεi � Bei.

(c) On a C � rε1, . . . , εqs, donc AC � rAε1, . . . , Aεqs � rBe1, . . . , Beqs � B puisque
Bej représente la j-ième colonne de B PMpn,qqpRq.

3. A, B, C sont dans MnpRq et véri�ent : ImpCq � ImpAq � ImpBq.

(a) Y P ImpDq ðñ DX P Mp2n,1qpRq { Y � DX. Or X peut s'écrire X �

�
X1

X2




avec X1 et X2 dans Mpn,1qpRq.

Ainsi Y P ImpDq ðñ D pX1, X2q P
�
Mpn,1qpRq

�2
{ Y � pA,Bq

�
X1

X2



� AX1 �

BX2 ðñ Y P ImpAq � ImpBq.

(b) C PMpn,nqpRq, D PMpn,2nqpRq et ImpCq � ImpDq.

D'après le 2.c (avec A � D, B � C, p � 2n, q � n), DW P Mp2n,nqpRq { C �
DW .

(c) W peut s'écrire W �

�
U
V



avec U et V dans MnpRq. Ainsi C � pA,Bq

�
U
V



�

AU �BV .

4. J désigne un idéal à droite de MnpRq.

(a) Notons X � trgpMq, M P J u : c'est une partie non vide de N (car J � H),
majorée par n. Elle admet donc un plus grand élément noté r. Comme r P X,
alors DM0 P J { rgpM0q � r.

(b) Soit M P J { ImpMq � ImpM0q : alors DY P ImpMq { Y R ImpM0q. Par suite
ImpM0q est inclus strictement dans ImpMq � ImpM0q.

On peut trouver une matrice P P MnpRq telle que ImpP q � ImpMq � ImpM0q
(par exemple une matrice de projecteur sur ImpMq � ImpM0q).

D'après le 3 (avec C � P, A �M, B �M0), il existe deux matrices U et V dans
MnpRq telles que P �MU �M0V .

Comme M P J et J est un idéal à droite, MU P J . De même M0V P J .
Puisque J est un sous-groupe de MnpRq, alors P � MU � M0V P J . Or
rgpP q � dim

�
ImpP q

�
¡ dim

�
ImpM0q

�
� r, ce qui contredit la dé�nition de r.

(c) En résumé, @M P J , ImpMq � ImpM0q, ce qui signi�e que J � JImpM0q.

5. Soit M P JImpM0q. Ainsi ImpMq � ImpM0q. D'après le IV.2 (B � M, A � M0),

DC PMnpRq { M �M0C. Comme M0 P J et J idéal à droite, alors M P J .

On a donc J � JImpM0q.

Bilan : les idéaux à droite de MnpRq sont les parties de la forme
JE � tA PMnpRq { ImpAq � Eu où E est un sous-espace vectoriel quelconque de

Mpn,1qpRq.
Pour E � t0u, alors JE � t0nu et pour E �Mpn,1qpRq, alors JE �MnpRq (seuls idéaux

bilatères).
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IV) Idéaux à gauche de MnpRq.

1. Ici JE � tM PMnpRq { E � KerpMqu.

� JE est non vide car contient 0n
� si A et B sont deux éléments de JE, alors A � B P JE car E � KerpAq et

E � KerpBq,

donc E � KerpAq X KerpBq � KerpA � Bq puisque
�
AX � 0 et BX � 0 ùñ

pA�BqX � 0
�
.

Ainsi JE est un sous-groupe de MnpRq.
D'autre part, siM PMnpRq et A P JE, alors MA P JE car E � KerpAq � KerpMAq.
Donc JE est un idéal à gauche de MnpRq.

2. (a) Voir le cours d'algèbre linéaire (lemme de factorisation, I.C)

(b) Il su�t de considérer l'élément u P LpRn,Rpq
�
(resp. v P LpRn,Rqq

�
associé cano-

niquement à A P Mpp,nqpRq
�
resp. B P Mpq,nqpRq

�
. Alors Dw P LpRp,Rqq { v �

w � u.

En notant C la matrice de Mpq,pqpRq représentant w relativement aux bases ca-
noniques de Rp et Rq, on a : B � CA.

3. A, B, C sont dans MnpRq et vérifent KerpAq XKerpBq � KerpCq.

Considérons D �

�
A
B



de Mp2n,nqpRq. Soit X PMpn,1qpRq.

X P KerpDq ðñ

�
A
B



X �

�
0
0



ðñ

�
AX
BX



�

�
0
0



ðñ AX � 0 et

BX � 0 ðñ X P KerpAq XKerpBq.

Ainsi KerpDq � KerpAq XKerpBq.

Puisque KerpDq � KerpCq, d'après le 2.b (A � D, B � C, p � 2n, q � n), on a :
DG PMpn,2nqpRq { C � GD.

En écrivant G � pU, V q avec U et V dans MnpRq, on obtient : C � pU, V q

�
A
B



�

UA� V B.

4. Soit J un idéal à gauche de MnpRq. X �
 
dim

�
KerpMq

�
, M P J

(
est une partie

non vide de N minorée par 0 : elle admet donc un plus petit élément noté s et DM0 P
J { dim

�
KerpM0q

�
� s.

Soit M P J . Raisonnons par l'absurde en supposant que KerpM0q n'est pas inclus dans
KerpMq.

Alors DX P KerpM0q { X R KerpMq, donc KerpMq X KerpM0q est inclus strictement
dans KerpM0q

(car X P KerpM0q, mais X R KerpMq XKerpM0q).

Considérons un élément Q PMnpRq dont le noyau est KerpMqXKerpM0q (par exemple
une matrice de projecteur). Puisque KerpQq � KerpMqXKerpM0q, d'après le 3, il existe
U et V dans MnpRq telles que Q � UM � VM0.

Comme M et M0 sont dans J et que J est un idéal à gauche, alors Q P J .

Or dim
�
KerpQq

�
  dim

�
KerpM0q

�
� s, ce qui contredit la dé�nition de s.
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En résumé, @M P J , KerpM0q � KerpMq, donc J � JKerpM0q.

Réciproquement, si M P JKerpM0q, alors KerpM0q � KerpMq, donc d'après le 2.b (A �

M0, M � B, p � n, q � n),

DC PMnpRq { M � CM0. Comme M0 P J et J est un idéal à gauche, alors M P J .

Ainsi J � JKerpM0q.

Bilan : les idéaux à gauche de MnpRq sont les parties de la forme
JE � tM PMnpRq { E � KerpMqu où E est un sous-espace vectoriel quelconque de

Mpn,1qpRq.
Pour E � t0u, alors JE �MnpRq et pour E �Mpn,1qpRq, alors JE � t0nu (seuls idéaux

bilatères).
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