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Chapitre 1

Suites et séries numériques

I) Suites

A) Suites sous-additives et lemme de FEKETE *%x*

Définition 1.1.1: Suite sous-additive

Soit (uy )nen une suite réelle avec ug = 0. Alors on dit que (uy,)nen est sous-additive

si
Vn,p € N* i p < Uy + up

Lemme 1.1.2: FEKETE

Soit (un)nen une suite sous-additive.

. Uk . ) . Unp . Uk
<1 Si {—,k € N*} est minoré, alors lim — = inf —.
k n—+0 n keN* k
. . Unp
<1 Sinon, lim — = —w
n—+0 N
\ v
. . . U % . P C
Démonstration. <1 Supposons dans un premier temps = k € N* ¢ minoré. Considé-

rons £ € R sa borne inférieure. y
. . . , Uk ,
Soit € > 0. Alors on dispose de k € N* tel que : £ < - </l+e.
Par récurrence immeédiate sur la définition de la sous-additivité, pour p € N* et
r e N* uppi, < pup + up.
On prend 7 = k et on effectue la division euclidienne (DE) de n par k :

n

Up < [EJ“# + “’II,—/\'"_%J
Ainsi :
Un _ |5 ur  Un—k|2] _ | %] we  max {Jurl, ..., |uks1|}
St St ,
n Tk n Tk n
n n
R | K7V i £ L : .

) S ) a K >, — = —. >X15te > IV =2 K e
On en déduit qu’a k fixé, lim - + Il existe donc N = k tel
n—-+0o Z k n )

que :
n y
= uk Up—k| 2 U ‘
VTYZA\lf]Jk+|_LJ < 7+€<f+25
2ok n :
k
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Finalement :

Uy, ’
donc — — £.
n
<1 Si £ = —o0, on procéde de méme, on fixe k > 2 et on dispose de N € N tel que
- Unp Ul
Yn=N,— < — +e.
n k

Exemple 1.1.3: Application probabiliste du lemme de FEKETE

Soit z un nombre réel et (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles mutuel-
lement indépendantes et de méme loi. Pour tout n € N* on note Y, la variable
aléatoire réelle définie par

1 n
Y, = E’;le

1. Montrer que si P(X; < ) = 1 alors pour tout n € N*, P(Y,, < z) =1 et que
si P(X; = z) > 0, alors pour tout n € N*, P(Y,, > z) > 0.
n
<1 On suppose que P(X; < x) =1 et on pose Q' = (](XZ <z).
i=1
Par indépendance, on a

P(QY) = P (ﬁ(xi < x)) - ﬁ]P’(Xi < 1)
i=1 i=1

Comme les X; ont méme loi alors, pour tout 1 < < n, P(X; <z) =P(X; <

Doit P(Q) = (P(X; < z))" = 1.

Si w e @, alors Z X;(w) < nx donc Y, (w) < z. On a donc ' < (Y, < z)
i=1
d'ou P(Y,, < x) =1.
<1 On suppose que P(X; < x) < 0. Pour w € (](Xz > 1), on a
i=1

Yo(w) =

SEES

i Xiw)=z
i=1

n

n
Dot P(Y, > z) =P (ﬂ(Xi > a:)) =[[P(Xi = 2) = (P(X; = 2)" > 0.
i=1 i=1
2. Soit m et n deux entiers naurels non nuls. Montrer l'inclusion d’événements
suivante :

1 m-+n

({Ym >} A {— 2 Xy = x}) c {Yiin = x}

n
k=m-+1

et en déduire I'inégalité

P(Yisn = x) = PV, = 2)P(Y,, = x)
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1 m+n 1 m
Soit e (Y, = — X = . 0 D— X = t
oit w (Y, x) N (n kz%:ﬂ k $> noa: Z k(W) x e

k=1
1 m+n
— Xp(w) z
n k=m+1
m m+n
Ainsi, Z Xi(w) = ma et Z Xi(w) = nx, dou Yign =z et we (Yoim = ).
k=1 k=m+1
1 m-4+n
On en déduit que P(Yy4p, = z) = P ((Ym >x)n — Z X, = a;) Les X; sont
n k=m-+1
m+n
indépendantes donc Y,,, et — Z X}, le sont aussi, puis
" k=m+1
1 m+n 1 m+n
P((YmZx)m 2 Xka) :P(Y,n;x)lp( Z szx)
n n
k=m+1 k=m+1

Les (X;) ont la méme loi donc
1 m+n
P(n > Xk>x> = P(Y, > z)
k=m+1

puis
P(Yiin 2 2) 2 P(Y, =2 2)P(Yy, 2 2)

3. Démontrer la convergence de la suite

Soit x € R.
Si P(x; <x) =1 : Dans ce cas, on a, pour tout n € N* (P(Y, > x))

3=
Il

(1 —P(Y, < z))" = 0.
1
D’ou la convergence de la suite ((P(Yn > x))5> "
ne
Si0<P(X; <z)<1:Pourtout ne N* 0 <P(Y, >z <1

On pose
up, = —In(P(Y,, 2 x)) >0

u
Par le point (2), la suite (u,,) est sous-additive, donc (—n> , est convergente
n / neN

d’aprés le lemme de Fekete. [’image de cette suite par la fonction continue exp

1
n’est que la suite ((]P’(Yn > x))5> - d’ou sa convergence.
ne
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B) Suites sous-géométriques et sur-géomeétriques **

Définition 1.1.4: Suite sur-géométrique

Soit (un)n € (R*)N. On dit que (up)nen est sur-géométrique si Intl , 4o,

Un

Proposition 1.1.5: Sommes partielles d’une suite sur-géométrique

n
Soit (uy)neny une suite sur-géométrique. Alors en notant (Sp)nen = Z U, ,

k=0 neN
on a :

Sp ~ Up

. . 5 < N , Un+1 .
Démonstration. D’aprés la régle de d’Alembert, comme > 400, E uy, diverge.
) Un )
Un,

De plus

— 0 donc uy, = o(upy1). Z Un1 €st une série divergente a termes positifs,
Un+1
donc d’aprés le théoréme de sommation des relations de comparaison, on a :

n—1 n—1
S =o Y e
k=0 k=0

Ainsi S,—1 = 0o(Sy). Or u, =5, — Sp—1 = 5, +0(Sp) ~ Sy.

Définition 1.1.6: Suite sous-géométrique

Un+1

Soit (un)n € (R*)N. On dit que (up)nen est sous-géométrique si — 0.

Unp,

Proposition 1.1.7: Restes d’une suite sous-géométrique

Soit  (up)pey une suite sous-géométrique. Alors en notant (Rp)pey =
+0o0

2 U, , 0N a:

k=n+1 neN

Ry, ~ upq1

. . 3 N N 5 Un+1
Démonstration. D’apres la régle de d’Alembert, comme — 0, Z Uy converge.
: " :

De plus up+1 = o(uy). Z u, est une série convergente a termes positifs, donc d’aprés le
théoréme de sommation des relations de comparaison, on a :

+00 +co
v U1+l = O Z U
A

k=n k=n

Ainsi R, = o(Rp—1). Or up, = Ry — Ry, = Ry—1 + o(Rp—1) ~ Ry—1.
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Exemple 1.1.8

+00
On peut déterminer un équivalent simple de 2 e
k=n+1
Posons u,, = e pour n € N. On vérifie aisément que (u,) est sous-géométrique.
+co
Alors on a Z Uk ~ Upy1. Alnsi :
k=n+1

K par cette méthode.

+0
}: efk2’~ ef(n+1y

k=n+1

II) Etude théorique de séries

A) Séries "puissance-log"

A.1 Rappel sur les séries de Riemann

Rappel 1.2.1: Séries de Riemann

. . 1 . .
Soit « un réel. La série 2 — converge si et seulement si a > 1. Dans ce cas, elle
n=1
converge absolument.

Démonstration. Par comparaison série-intégrale.

A.2 Séries de Bertrand *x*x

Théoréme 1.2.2: Séries de Bertrand

Soient a et 8 deux réels.
1

La série Z —_
a B
=hn In(n)
<1 converge si a > 1
<1 convergesia=1let §>1;

<1 diverge dans tous les autres cas.

Démonstration. Considérer tous les cas possibles.

Pour a = 1, procéder par comparaison série-intégrale.

Pour a > 1, prendre v > 1 et étudier la croissance comparée.
Procéder de fagon symétrique pour les autres cas.
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Remarque 1.2.3

Ce principe de convergence se généralise pour les séries de la forme :

;2 n® In(n)® In(In(n))e2...In(... In(n)) >

=

pour k entier naturel, avec I'ordre lexicographique.

\.

\.

B) Théoréme de CESARO ***%

Théoréme 1.2.4: CESARO

1 n
Soit (tn)nen € CN et ¢ € C. Alors, en notant Vn = 0,0, = ] Z Uk, ON & :
k=0

( lim un:€> = ( lim Un=€>
n—+0ow n—+oo

Démonstration. Méthode efficace a retenir. On a u,, — ¢ = o(1). Ainsi comme 1 > 0 et

que la série Z 1 diverge, on a par théoréme de sommation des relations de comparaison,

i up — (n+1)0 = i up — 4 = o (i l> =o(n+1)

k=0 k=0 k=0

Ainsi pour n € N,
1 n
Op = Z up = £+ o(1)

n+1 =

On en conclut que

op — /L
n——+0oo

Attention, la réciproque est fausse : on peut prendre pour cela u,, = (—1)", pour n € N.
En effet dans ce cas (u,) diverge mais
1 n
n+1 =

—
€{0,1}

Op = (=1)* donc o, <

—
n+1 no+ow

C) Reégle de Raabe-Duhamel **

Parfois, étudier les rapports entre les termes est intéressant. De méme qu’étudier ;41—
Uy, pour déterminer la monotonie d'une suite, étudier le rapport de termes consécutifs (dans
le cas d’une suite & termes strictement positifs), peut fournir une idée qualitative de
I’évolution de la suite & 'infini.
Ici, I'idée est que les termes se resserrent assez fort (cette "force" étant controlée par le
paramétre «) pour que la suite converge.
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Proposition 1.2.5

Soit (uy),, € (Ri)N. Supposons qu’on dispose de a € R et h > 0 tels que

Un+1 « 1
w, 1- o + Onoawo (W)

alors (uy,) converge si et seulement si o > 1.

. - . l
Démonstration. On montre en fait un résultat plus fort : u, ~ —, avec [ >0.
n

On pose v, = In(n“u, ), et on montre que (v,) admet une limite.
, 1
On montre alors que vp,11 — v, = O TR et donc que Z Unt1 — Up converge, et
n 2,1+

par téléscopage, (v,,) converge.

D) Etude de Y % ok

n

On considére dans cette partie (uy),, € (Ri)N, telle que Zun diverge.

n
. L. u
Posons S, = 2 ug. On cherche & étudier la série 2 S—Z
k=0 n

Proposition 1.2.6

. u
Sia>1, Z S—Z converge.
n

Une seule idée & retenir : on procéde par comparaison série-intégrale.

. . . I . .
Démonstration. La fonction t — o est décroissante, donc pour n € N*, et pour S,,_1 <
t< S,
1

+ta © ga
t Se

Sno dt on(dt Sn — Sn_1 Un
TT 2 S - yeo! - So
S S ~n ~n ~n

n—1 n—1

donc

En sommant on obtient tous calculs faits

S'(lf“ Sndt i Uk
a—17 g 1@ . S«

50 k=1 "k

Les sommes partielles de la série & termes positifs étant majorées, la série converge.
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Proposition 1.2.7

=1, Z dlverge

Y
Un, Sn—1 Unp
» — =1-— . On peut supposer que — — 0, le cas
) ) . . . ‘Sn ‘S// *SII
échéant la série diverge grossiérement.

Démonstration.

On utilise le TCSTP (théoréme de comparaison des séries a termes positifs), en ayant vu

Un, Un, Sv1/71
fN—]ll 1—7, = —In — 2()
,5,, 5,, ‘Sn

. . P “n \ VRPN y N N - ,
Ainsi la série S — et ) In(S,) — In(S,—1) ont la méme nature. Comme In(S,) — +00,

~n

que :

on conclut.

Proposition 1.2.8

Sia<l, Z % diverge.
n

Démonstration. On compare avec le cas a = 1.

E) Comparaison série-intégrale dans le cas ou f’ est intégrable *

Proposition 1.2.9

Soit f € C' (R4, R). On suppose f' intégrable sur R,.. Alors la série Z f(n) est de

n
meéme nature que la suite (f f(t) dt)
0

n

Démonstration. Soit n € N.

n+1
J f(t) dt — f(n) ‘J ) — f(n) (1/‘

) du (h“
n+1 TT 'n+l n—l n+1
J f(t) dt — f(n) J J If (w)| du dt = J |f' (u)] du
n n
Mais f’ est intégrable donc ZJ | du < +00 et ainsi
n+1
ZJ @) dt— f(n)| < +0
n

n
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n+1
Les séries Z f(n) et ZJ f(t) dt sont de méme nature. Par relation de CHASLES, la

série 2 f(n) est de méme nature que la suite <J” f(t) dz‘)
0 n
IIT) Développements asymptotiques

A) Séries de Riemann **%*

Al Casa#1

Théoréme 1.3.1: Equivalents des restes des séries de Riemann conver-

gentes

Soit o > 1. Alors :

+

8
N“H
[

@ no+too (o — 1)na1

>
I
3

Théoréme 1.3.2: Equivalents des sommes partielles des séries de Rie-

mann divergentes

Soit o < 1. Alors :

1701

n
Z aTL*)JrOO 1«

Démonstration. 1l s’agit, pour les deux théorémes, de comparaisons série-intégrale.

A.2 Cas a =1, la série harmonique

n
On pose pourn =1, H, = Z

1l existe v € RY, tel que Hy,, = In(n) +~ + o(1).

1 k+1
Démonstration. Posons \S,, = Z f df pour n € N*

1 kt+1 1 1 1
O1‘.0<—J Sdt < = — .
’ k f :1\ :lw+l

1 k+1
Mais la suite <> est décroissante minorée donc convergente. Par TCSTP, Z f f(lf
n P

converge. Ainsi S, converge, vers un réel v > 0.
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ntl gy 1
Or S, =H, —J (7 = H,, —In(n + 1), donc H, —In(n) = S,, + h1(n -
1

) = -
n
Il reste a montrer que v > 0. Pour cela, on regarde le premier terme :

n k+1 n o
. 1 dt 1
S=Ni-) TEhis

on a donc nécessairement v > 1 > 0.

Théoréme 1.3.4

Démonstration. On écrit, par téléscopage (trés classique) :

+00

H, —In(n) —~ = Z Op

k=n
ou
O = (Hp, —In(k) —v) — (Hgs1 — In(k + 1) — )
5 - S 1
Par DL du In, 6, ~ 572"

Ainsi par théoréme de sommation des relations de comparaison,

+
e}

C

1 1
H, —In(n) —vy ~ 3 2
k=n
oo
. S . } 1 1
Onr d’apres ce qui précéde (Riemann o # 1), Z R Alors on a :
e n

k=n

1 1
H,=In(n)+~v+ —+o| —
2n 2n

Le terme suivant est laissé en exercice, il faut appliquer la méme méthode.

B) Meéthode du o *x*x*

Up € I
Soit I un intervalle de R. (u,) une suite réelle définie par : { f e C(I,I)

Upt1 = f(un)
On suppose u, — 0 et on cherche un équivalent de u,,.
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Méthode 1.3.5: Obtenir un équivalent d’une suite définie implicitement

par récurrence

On cherche a € R tel que u;,; — u;, ait une limite finie non-nulle, par analyse-
synthese, en effectuant un développement limité qui dépend de f (voir exemple
ci-aprés). En effet si on dispose de « tel que u,,; —u; — S # 0, comme 2[3
diverge, par théoréme de sommation des relations de comparaison,

n—1

« «
Z Uy — up ~ NP
k=0

et donc par téléscopage u;, ~ nf3. Finalement,

Q=

Up, ~ (nIB)

23

Exemple 1.3.6: Premier exemple, sur un cas concret

™
Supposons u,+1 = sin(uy,) et ug € ]O; 5[
T
L’intervalle ]O; 5[ est stable par sin puisque pour n € N, sin(u,) < uy,.
Par ailleurs, on connait la limite de (u,,) : la suite est décroissante, minorée par 0
donc converge vers ¢ qui vérifie ¢ = sin(¢) et donc ¢ = 0.
Soit a € R.
Wy -l =sin(w) -
3
u
= (un — F" + o(ui)) —uy comme u, — 0
u? “
= uy ((1 - E" + o(u,%)) - 1)
« u% 2
=up ( —a o(uz)
aua+2
_ n
6
—2 2 1
On prend o = =2, et u, 'y —u,” — -
n
Alors u, 2 ~ = et
3
3
Up ~ A —
n

Exemple 1.3.7: Second exemple, sur un cas plus général

Supposons f(z) = x — az' ™0 + o(z'*°), avec (a,0) € (R*)2.
On cherche donc o tel que u;, . — u; ait une limite finie non-nulle, on effectue un
DL :




24 CHAPITRE 1. SUITES ET SERIES NUMERIQUES

« o _ o) «
Upy1 — Up = f(un) - Unp
5 sy
= up (1 — au,, + o(un)) - 1)
= ul (—aaul + o(ufl))
~ —aaul™o
On prend donc a = —4, de sorte & ce que u;ﬁl — u;‘s — ad. Ainsi u;‘s ~ nad et
donc )
1 \?
Up ~ | —
" nad

C) Une autre méthode pour trouver un équivalent d’une suite définie
implicitement *

Cette méthode dessert le méme objectif que la méthode du « vue précédemment. Elle
permet de faire apparaitre le o directement.

Exemple 1.3.8: Seconde méthode : passage du discret au continu

3
. e, . N U
Le développement limité du sinus ameéne, comme u, — 0 : Upi1—Uy = —E"—I-o(ui).
Donc :
Up — Up+1 1
3 e
uy, 6
Comme (u,) converge, u, ~ Upi1, et
Un — Un+1 1
-3 g
Up 1 6

Or, par décroissance de (uy) et croissante de z +>

, on a ’encadrement suivant :

U

Up — Unt1 <f "odr Uy —Upyr 1

3 3> 3 Ta
Un, Un +1 x un+1 6

Alors par encadrement,




IV). FAMILLES SOMMABLES 25

IV) Familles sommables

Il est essentiel de bien connaitre les théorémes du cours a ce sujet : sommation par
paquets, Fubini... Se référer au cours de MPSI a ce sujet.

A) Le théoréme de Riemann *x

Le théoréme de Riemann illustre la nécessité du module dans la définition de famille
sommable dans le cas non-positif (réel ou complexe).
Ce théoréme dit que I’ordre dans lequel on somme les termes d’une suite impacte
la valeur de la somme, et peut méme la rendre infinie. Plus formellement :

Théoréme 1.4.1

Soit (uy) une suite réelle telle que Zun converge mais Z |un| diverge (on parle
de série semi-convergente).

Alors, pour tout £ € R, on dispose de o € G(N) telle que Z Ug(n) =L

neN

Démonstration. On traite seulement le cas £ € R* | les autres se traitant de facon similaire.
On pose Z, = {n,u, =0} et Z_ = {n,u, <0}, et on les ordonne : Z, = {ix, k € N} et
Z_ = {ji, ke N}

On construit o de la fagon suivante :
(3 |
<1 On pose kg = min l n, Z wi, >
=R

<1 Pour k < kg, on pose o(k) = i ;

ko n
<1 Puis on prend k; = min {/1 > ko, Z Ui, + Z wj, < /} :

k=0 ]v':]"HJFI
<1 Pour kg < k < ky, on pose o(k) = ji;

<1 Et ainsi de suite, on construit ¢ € G(N) qui convient.

V) Transformation d’Abel

Dans cette partie, K désigne un corps (R ou C)

A) Cas d’application x**x

Théoréme 1.5.1: Transformation d’Abel

n
Soit (an) € K" une suite qui a ses sommes partielles S,, = Z a, bornées; et (by)

k=0
une suite réelle positive décroissante qui tend vers 0.

Alors, la série 2 anbn, converge.
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Démonstration. L’idée de la transformation est de réaliser une "intégration par parties"
mais de fagon discréte. On primitive a, en S, (car a, = S, — S,—1) et on dérive b, en
bn-‘rl - bn

2 apby = Z br(Sk — Sk—1)
k=0

k=0
= Z Siby, — Z Sk 1b
k=0 k=0
= > Sebe — Y Sk—1br (S1=0)
k=0 k=1
n n—I1
= Z Siby, — 2 Skbrt1
k=0 k=0
n n—I1
Z a/k:bk: - Snbn - Z Sk’(bk-‘rl - bk) (*)
k=0 k=0

Comme (S,,) est bornée et b, — 0, S,b, — 0. On montre ensuite que ZSk(ka — bg)
converge absolument (attention, ce n’est pas une série a termes positifs, inutile de chercher
a majorer les sommes partielles).

Soit M un majorant de (Sy). Alors pour k € N, |Sk(bg41 —bx)| < M (bg+1 —0bg). Or by — 0
donc Z br1 — by converge et par TCSTP, Z | Sk (bg+1 — bi)| converge.

Vu (%), Zanbn converge.

Remarque 1.5.2: Remarques sur 'utilisation de cette technique

<1 C’est hors programme, la démonstration est a refaire systématiquement.

<1 (C’est inutile si la série est déja absolument convergente.

B) Exemples **x*

Exemple 1.5.3: Exemples trés classiques

_ sin(nd) cos(nh) etnd
L é t t tes.
es séries Z p— Z e Z — sont convergentes

n

k=0
(laissé en exercice, un cas plus général est détaillé dans I’exemple suivant).

En utilisant le théoréme, il suffit de montrer que la suite (Z em0> est bornée
neN
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Exemple 1.5.4: Plus généralement...

Soit (an)nen une suite décroissante de limite nulle. Alors pour tout 6 # 0[27],
Zaneme converge. FEn effet :

1 — ¢iN+1)8
1+ ‘ei(N+1)9‘

<2

T — e

VYN € N, =

N
Z ezne
n=0

La suite des sommes partielles de Z ¢ est bornée : on retrouve bien les conditions

d’application du théoréme d’Abel. D’ou la convergence de Z ane™.

C) Transformation sur les restes **

Il se peut que la série 2 a, converge (on note S sa somme). Dans ce cas, il vaut mieux

+0
choisir une autre "primitive" de a,, avec les restes. Posons R,, = Z ag.
k=n+1

Diakbe = ) bp(Re—1 — Ry)
k=0 k=0

= R_1bg + Z Ry 1b — Z Ry.by,
k=1 k=0

n—1 n—1
= Sbo + Y| Ribgsr — ), Ribe — Rnbn
k=0 1 k=0
= Sbo — Ryubn + Y Ri(ber1 — by)
k=0

Or R,, converge (vers 0) donc R,b, — 0 et de méme que précédemment ZRk (bps1 — br)
converge absolument.
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Chapitre 2

Intégrales sur un intervalle
quelconque

I) Quelques fondamentaux

On notera Cgm(l , ') 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur un intervalle
I de R et & valeurs dans F' € R.

A) Définitions de I'intégrabilité xxxx
Profitions de ce cours pour rappeler la définition de l'intégrale de RIEMANN, qui utilise

les fonctions en escalier.

A.1 Sur un segment (MPSI)

Définition 2.1.1: Fonction en escalier

Soit f : [a,b] — R. On dit que f est en escalier sur [a, b] s’il existe une subdivision
(0i)o<i<n—1 de [a,b] telle que

VO<i<n—1,Vz€]|o;, 01|, f(z) =

On note Esc (Ja,b],R) ensemble de ces fonctions.

Définition 2.1.2: Intégrale d’une fonction en escalier

Soit f € Esc(|a,b],R), (6i)o<i<n—1 la subdivision associée et (a;) les valeurs de f
sur les intervalles |o; , 0511[. On définit l'intégrale de f sur [a,b] comme :

n—1

Iy (f) = Y, (01 = 0i)a

1=0

29
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Définition 2.1.3: Intégrabilité d’une fonction sur un segment

Une fonction f définie sur un segment [a, b] est intégrable (au sens de RIEMANN)
sur [a,b] si pour tout € > 0, il existe des applications ¢, € Esc([a,b],R) telles
que :

¢ < f<ipsur a,b] et I, y)(¥ —¢) <

Théoréme 2.1.4: Intégrale d’une fonction sur un segment

Soit f une fonction intégrable sur [a,b]. Alors, f est bornée sur |a,b] et

sup{I[q 5 (), ¥ € Esc([a,b] ,R), o < f} = inf{I}, 5)(¥), ¢ € Esc([a,b] ,R), f <1}

b
Cette valeur commune est l'intégrale de f sur [a,b], notée J f(t)dt.
a

Démonstration. Voir cours de premiére année.

Proposition 2.1.5: Densité des fonctions en escalier

Esc ([a,b],R) est dense dans C° ([a,b],R) pour la norme infinie |[-loo,[a 6]
Ceci se réexprime ainsi.

Soit f une fonction continue de [a,b] dans R. Soit € > 0. Alors on dispose de ¢,
une fonction en escalier (qui appartient donc a Esc ([a,b],R)), telle que :

sup |p(x) — fz)] <e
z€[a,b]

c’est-a-dire que
Vz € la,b],|o(z) — f(z)| < e

Démonstration. Soit € > 0.

f est continue sur [a,b] donc d’aprés le théoréme de Heine, f est uniformément continue
sur [a,b].

On dispose donc de n > 0 tel que : Y(z,y) € [a,b]* |z —y| < = |f(z) — fly)| <e.

) ] b—a

Soit p un entier tel que <.
P

. L b—a

Fixons o la subdivision (0;)o<i<p = | a + 1 .
p 0<i<p
Définissons ¢ € Esc ([a,b],R) ainsi :
< Pour 1 <4 < p, la restriction de ¢ a [0;_1,0;[ est constante égale a f(o;).

<1 La restriction de ¢ & [op_1,0p]| est constante égale & f(op) = f(b)
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Montrons maintenant que ||f — @[] [q 5 < €
Soit = € [a,b]. On dispose de 1 < i < p tel que = € [o;_1, 0]

|f(z) —(x)| = |f(x) — f(o;)| par définition de ¢

Mais |z — ;| < n donc |f(z) — f(0;)] < e et donc :

Ceci étant valable pour tout = dans U'intervalle [a, b], on passe a la borne supérieure et on
obtient :

||/ - 7:|| Xi‘,[u ./)] < €

On retrouve ensuite tous les résultats classiques sur les fonctions intégrables : inégalité
triangulaire, CHASLES... Rappelons également que

Toute fonction monotone est intégrable sur un segment.
Toute fonction continue est intégrable sur un segment.

A.2 Sur un intervalle quelconque (MP)

Il s’agit du programme de deuxiéme année.

Nous ne rappellons pas ici les définitions, mais retenons qu’évaluer une intégrale im-
propre consiste a faire tendre une borne vers une limite finie ou infinie; si tant est que
cette limite existe. On parle le cas échéant d’intégrale convergente. Si Iintégrale de la
valeur absolue (ou le module) de f converge, on dit que f est intégrable sur l'intervalle
considéré.

A.3 Sommes de RIEMANN

Encore un rappel de premiére année, valable pour une intégrale d’une fonction continue
sur un segment (en réalité ce théoréme est vrai pour toute fonction intégrable).

Théoréme 2.1.6: Sommes de RIEMANN "propres"

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors :

b n
Lf(x)dxzngrfwb;axf(a—l—kb;a)

Plus généralement, soit pour tout n € N, 0" = (04 k)ke[0,1,] une subdivision, et
supposons que p(c") — 0 (le pas de la subdivision) et soit pour tout n € N et tout
ke[0,l, — 1], zy % un élément de [0y, , 0p k41| Alors

b ln—1
j f@)de = lim S (@it — ons)f (@)

n—00
k=0

7

Mais qu’en est-il du cas impropre? On peut toujours écrire, pour f intégrable sur

[0, 400,
+0o0 T n
f f= lim f f= lim lim fo(’“’)
0 Tr—400 0 a:—>+00n—>+oonk:0 n
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Mais attention, on ne peut pas toujours inverser les limites. Il faut une convergence
uniforme (ce sera vu lors des suites de fonctions). En attendant, il faut faire attention & ne
pas transposer tous les théorémes valables sur un segment dans le cas impropre.

Voici un exemple oil le théoréme de sommes de RIEMANN reste vrai.

Exemple 2.1.7: Un cas particulier des sommes de RIEMANN "impropres"

Soit f:]0,1] — R continue, décroissante et positive. On pose pour n € N*,
1 ¢ k
0
n&4t\n

Montrer que f est intégrable sur |0,1] si et seulement si la suite (S,) est conver-
gente et que si tel est le cas

ft)ydt = lim S,

<1 Supposons f intégrable sur 0, 1].
Par la décroissance de f, on remarque

n

L" F(t)dt < %f (5) <" roya

En sommant, on obtient

0

[roa<s-Lo<[ 7

1
Par théoréme d’encadrement, on obtient : S, PR J f(t)dt.
n——+0ao0 0

< Réciproquement, supposons (S,,) convergente. La méme démonstration dans
I’autre sens suffit pour montrer que
! 1
cg 1 .
fl FO)dt < Sp = 2 f(1) T lim Sh

La suite des intégrales précédente est majorée, et puisque f est positive, cela
suffit pour conclure que l'intégrale de f converge.
On voit que les hypothéses supplémentaires de monotonie et de positivité sont
essentielles pour la démonstration, ce n’est pas anodin, c’est un cas particulier
d’un theoréme de DINT (Théorémes|7.5.1| et [7.5.2))
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B) Convergence d’intégrales classiques x*xx

Théoréme 2.1.8: Intégrales du type "RIEMANN"

+00
L’intégrale J — converge si et seulement si a > 1
1 X

. U dx . .
L’intégrale | — converge si et seulement si o <1
o X

Démonstration. On sait calculer ces intégrales.

a#1:Soit x > 1.
Tdt 1 — gl | sia > 1
J1 ¢  l-a oo 400 sia<l1

vodt
a=1: J (7 = In(z) — +o0.
1

On procéde de méme pour l'intégrale de 0 a 1.

Théoréme 2.1.9: Exponentielles

+a0
f e ¥ dz converge si et seulement si a > 0.
0

Démonstration. o # 0 : Soit = > 0.

Théoréme 2.1.10: Intégrales de BERTRAND

e dt
L’intégrale J converge si et seulement si (> 1) ou (a« = 1let 8 >

2 t[In(t)]?
1

dt
1). L’intégrale JQ

, E@)P converge si et seulement si (« < 1) ou (e« =1et 5>
1).

Attention, c’est bien (o = 1let > 1) dans les deux cas. Autre point litigieux :
attention aux valeurs absolues autour du In!

Démonstration. On applique la méme méthode que pour les séries de BERTRAND.



34 CHAPITRE 2. INTEGRALES GENERALISEES

Proposition 2.1.11: In

t — In(t) est intégrable sur |0;1].

Démonstration. On connait une primitive de ¢ — In(¢).
De plus, sur cet intervalle, |In(t)| = — In(¢).

Proposition 2.1.12: L’intégrale de GAuUsSs

J e_t2 dt < +w0
R

—¢2

Démonstration. Existence : t +— e~ * est continue donc continue par morceaux (Cgm) sur
R.
2 — — . P N
Convergence sur R, : e™" = o(e™) et t > e est intégrable sur R, d’ou la convergence.
0 i x oo
Sur R : Par parité J et dt = J e dt —— e~ dt. D’otr la convergence sur
—z 0 T o
R.

On connait par ailleurs la valeur de cette intégrale. Plusieurs démonstrations, notam-
ment lors des Intégrales a paramétres, permettront de trouver cette valeur.

C) Différence de logique essentielle avec les séries xxx

Soit a € R, et f une fonction Cgm(R, R).

Remarque 2.1.13: Le point clé

a0
Si l'intégrale f converge, cela n’implique pas nécessairement f(r) ——
Tr—>0
a
0!
On peut méme avoir f non-bornée.
\ J

Voici le contre-exemple : il faut prendre une fonction avec des pics.
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4

e —
"Vn’ An"[m-l)i

Pour tout x > 2,

J fHyde < )] % = 2((2) < 4o
2 n=2

2n

1
La réciproque est par ailleurs évidemment fausse (prendre t — ;)

Remarque 2.1.14

Soit b € R. On peut avoir f(z) — +® et f qui converge.
v [as0]

1
d
Voici I'exemple : f —
0 1—=x

En effet x —

est Cgm([O;l[), mais f i = [-2v1 —a:](o; qui admet une
0 — T

11—z
limite finie quand o — 1.

D) Fonctions non-intégrables dont ’intégrale converge *x

Proposition 2.1.15

in(t¢
La fonction ¢ — sin(?)

dt

+00

sin(t

n’est pas intégrable sur [1;+oo[, mais f t()
converge. 1

(n+ D7 I gin ¢

dt lorsque n — +o0.

dt = i Ik
k=1

Démonstration. Non-intégrabilité : On étudie J

™
J(nJr 1)
™

n (k+1)m
a=3 |
k=1 kT
On montre que 2 I;, diverge.

J(l"ﬂ)ﬁ | sin ¢| ; 1 o e 2
R iy e i o ML b s

sint

sint
t

I, =
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(n+1)m sint

t —— +0oC ce qui montre que
n—0o0

d’ott comme la série harmonique diverge, f
s

o sin(t)

n’est pas intégrable sur [7; 4-00[ et a fortiori sur [1; +o0].
Convergence de l'intégrale : On procéde par IPP pour augmenter le degré en ¢t au
dénominateur (trés classique).

Jw nt) [_cos(t)]w . Jz cos(t) .

Lt N P
cos(x T cos(t
Lyt [Tl
X 1 t
cos(x
Or, (z) —0
€T Tr—00
| cos(t) B 1 ) 1. bl ' héore d
De plus 2= Ot im0 2 avec t — 2 intégrable sur [1; +oo[. Donc par théoréme de
. cos(t) y
comparaison, t +— 2 est intégrable sur [1; 4o0].
+00 ) T
cos(t sin(?
Alinsi, J f2( ) converge et donc J f( ) dt converge.
1 2 1t

E) Techniques essentielles et exemples clés

E.1 Intégration par parties *xx*xx%

Remarque 2.1.16: Attention aux crochets

Lorsqu’on rédige une IPP, il faut toujours vérifier la convergence du crochet
avant d’écrire 'IPP.

Introduisons pour les besoins de I'exemple qui va suivre la fonction
+00
'z J et de
0

Montrons que T est bien définie sur R%. ¢ > e~ "t ! est Cgm(]O; +0[).
Sur [1;4+o0[,

b 1 .
e =0 (t_2 par croissances comparées

1
Par intégrabilité de t — 2 sur [1; +00[, par comparaison t — e~ '#*1 est intégrable sur
[1; +ool.
1
Sur ]0;1], e~ tt*7 ! ~ i qui est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si 1 —x <1, x > 0.

Finalement I' est définie sur RY.

Exemple 2.1.17: Une relation sur I'

Exprimons I'(z + 1) en fonction de I'(x) pour x > 0.
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+oo
Nz +1) = f e~ dt
0

.. A _
on vérifie que [—e 't%] = —e A" = 0car x>0
—+00

oo +00
= [—e*ttx]o + J ettt dt
0

= z['(z)

Question subsidiaire : Donner explicitement I'(n) pour n entier naturel.

E.2 Changement de variables *x*x*x

Rappel 2.1.18: Théoréme de changement de variables (CDV)

Soit f € C°(Ja; b[, K). Soit ¢ :Ja; B[—]a; b[, C', bijective et strictement mono-
tone. Alors,

f fow(t)y' (t)dt et f f(u) du ont méme nature

8 b
Si ¢ est strictement croissante, f foop)Y (t)dt = f fu)du

Si @ est strictement décroissante, J fow(t)p f flu

Les hypothéses de régularité sont indispensables méme sur un segment.

Remarque 2.1.19: Emploi des changements de variable

1. Calculer une intégrale (comme vu en premiére année) ;

2. Montrer que deux intégrales ont méme nature (sans devoir passer par le
calcul) ;

3. Utiliser des symétries pour faciliter le calcul.

Nous allons illustrer les points 2 et 3 dans ’exemple qui va suivre

Exemple 2.1.20

s s

2 2
Montrons que les intégrales J In(sint) dt et J In(cost) dt ont méme nature,
0 0
qu’elles convergent, et calculons leur valeur.

T
Méme nature : Comme t — 5~ t est une bijection strictement décroissante de
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\

s

™ bl z
]0;5[ sur lui-meéme, f In(sint) dt converge si et seulement si f In(cost) dt
0 0
converge et ont mémes valeurs dans ce cas.

Convergence (intégrabilité) : ¢ — Int est Cgm (]0; g]) Il faut étudier la borne en
((
Vtin(sint) = Vt1In(t + o(t)) — 0 par croissance comparée donc

t—0+

sint) = o os (5 )

intégrable sur ]0; 1] par RIEMANN.
Ainsi t — In(sint) est intégrable.
dy

Vit

’ In(sint) dt = f2 In(cost) dt et les propriétés
0

Valeur : On pourrait faire le CDV y = sint, t = Arcsiny et dt = etc.

Mais on va utiliser le fait que I = J

0
du In.

21 = fz In(sint) + In(cost) dt
0

™

= J2 In(sint cost) dt
0

_ Lg In (Smé%)> dt

™

2 ™
In (sin(2t)) dt — 5 In2

I
S

L In (sin(u)) du — 3 In2 (u = 2t)

I —

= -1
'),

21:1—%1112

N~ N~

B

In (sin(u)) du — 5 In2 (u=m—1x)

[VE]

—_

In (sin(v)) dv — gln2

D’ou le résultat final I = —g In 2.

F) Application technique du théoréme d’intégration des relations de

Pour quelles valeurs de A\ f est-elle intégrable 7 Donner un équivalent des inté-

comparaison *x

Soit feC! ([a; +oo[,R%), telle que :

;((:)) . G oM NS0}

grales partielles ou des restes selon les cas.
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Au brouillon, on peut dire que In f ~ Xnt "donc” f ~ t* qui est intégrable si et seulement
st A< —1.
Cette idée va nous guider dans une démonstration rigoureuse.

F.1 Intégrabilité

Proposition 2.1.21: Cas A > —1

Si A > —1, f n’est pas intégrable.

Démonstration. Prenons v €] —1, A[. On dispose d'un A > 0 tel que pour tout t € [A, +o0],

tf'(t) tf'(t)

——~ > ycar lim —* =)\ >~
t—+

f(®)
€T f/(f> . . €T ; (
J\ f@) "= J\ t §

Inf(z) Zylnz+C

+00
Pa,l' Cl'()issall(?e (1(—\‘ (,‘X])~ /(l) 2 (‘( ,)‘1" avec "’ > —l et '1'! (]J' (J_Ui diverge'
1

Donc pour x = A,

d’ou

—+ 00
Par comparaison pour les fonctions positives, J f diverge.

a

Proposition 2.1.22: Cas \ < —1

Si A < —1, f est intégrable.

Démonstration. C’est la méme démonstration, avec les inégalités inversées.
Prenons v €]\, —1[. On dispose d’'un A > 0 tel que pour tout ¢ € [A, +00],

tf'(t) _tf(t)
——F- <ycar lim —F= =X <1
f(t) t—+oo f(t)
Donc pour xz = A,
x ! t €T .
w dt < J —dt
a f(t) at

d’ou

Inf(z) <ylnzx+C

00
Par croissance de exp, f(z) < e“z7, avec v < —1 et J 7 dx qui converge.
1
oo

Par comparaison pour les fonctions positives, J f converge.
a
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F.2 Equivalent
tf'(t)

L’idée est que f(t) Folet On procéde ensuite par IPP puis par théoréme d’inté-
©
gration des relations de comparaison.

Proposition 2.1.23: Cas —1 < A <0

f Tfdt ~ L af@)

~ Xz
z—+0 1+ A

Démonstration. Par IPP,

J F(t)dt = [tF()]) - J £ (t) dt

1

X
—Af(t)dt diverge. Par théoréme d’intégration des

Or, —tf'(t) e =Af(t) > 0 et f

a
relations de comparaison,

Lr —tf'(t) dt LT - j f(t)dt
Ainsi ) )
(I+X) J f)dt = zf(x) + 0xsio <J f(t) (lf>

1
x—40 1 + )\

Finalement f f(t)de xf(x).

Proposition 2.1.24: Cas A\ < —1

400 -1

f(t)dt f(z)

~ —=x
z—+0 1 + A\

Démonstration. On procéde de méme par IPP (attention, ne pas 1’écrire de suite, on n’a

pas montré que tout était intégrable et que le crochet convergeait) On détermine donc un
—+00

équivalent de f tf'(t) -
X

D’une part, 0 < =Af(?) o —tf'(t) donc par comparaison, t — tf’(t) est intégrable et
— 40 o

par théoréme d’intégration des relations de comparaison,

s~ - [T

t—+0

Or f ftydt = xf(x) —af(a) — f tf'(t)dt. xf(x) a une limite finie £ lorsque z — +o0

1
vu que f et t — tf’(t) sont intégrables. Mais on ne peut avoir £ # 0 car sinon on aurait
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l
f(x) ~ — qui est non-intégrable. Donc ¢ = 0.
T

On peut donc réaliser 'IPP sur les restes :

Cma= o - [ o

xT

+00 -1
Finalement, f(t)de

II) Le lemme de RIEMANN-LEBESGUE *xx

A) Sur un segment

A.1 Cas (!

Lemme 2.2.1: RIEMANN-LEBESGUE, segment

Soit f € C'([a; ], K). Alors

fb f)erMdt —— 0

a A—> =+

Démonstration. On peut procéder par intégration par parties comme f est CL.

f f Z)\L dt ‘= ppP |:_; Z/\L:| J f Z/\L dt

Donc pour ) € R,

1 _ , 1 .
) (F@I+ 1O + 5= D)l o

- 5 0
A=+

e dt| <

En passant aux parties réelles et imaginaires, le résultat est aussi valable ainsi :

ff t)sin(At) dt —— 0

A—to0

A—+o0

f f(t) cos )\t)dt—>0

A.2 Cas continu par morceaux
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Lemme 2.2.2: RIEMANN-LEBESGUE, segment
Soit f € Cgm([a; b],K). Alors

b
J f(t)eMdt —— 0

a A—>+0

J

Démonstration. Impossible ici de procéder par intégration par parties. On fait la méthode
classique lorsqu’il s’agit d’intégrales de fonctions continues sur un segment : on utilise la
densité des fonctions en escalier dans I’espace des fonctions C° pour la norme
infinie.

< Pour p = l[ppona<a<f<b.

h m A=+

N
< Pour ¢ € Esc([a, b],K). On a ¢ = Z Vjl[a, 5, (somme de fonctions indicatrices).
j=1

o A—>+oo

b N b
J o(t)eM dt = Z VjJ ]l[ajﬂj]ew‘t dt —— 0
=1 Ja

<1 Quitte & faire la méme démonstration sur plusieurs intervalles sur lesquels f € Cgm
est continue, on suppose sans perte de généralité f continue sur [a,b].
Soit maintenant f € C°([a,b],K). Soit £ > 0. On dispose de ¢ € Esc([a, b], K),

S

I1f = el < m

Alors,
Jb (f(t) — o) + p(t)) e dt‘
Jb o(t)eM dt‘

a

b
J o(t)eM dt‘

a

b
J f(t)e dt‘ =

b
SNCEECES

- f e
=), 2(b—a)

b .
J gp(t)emdt‘

+

°
2

b
Mais par le point précédent f o(t)eM dt‘ — 0 donc on dispose de A > 0 tel

a [A| =+

Jj p(t)e™

que pour tout [A| = A,

<

~

c
2
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Ainsi pour || = A,

b ‘ -
f ft)eMdt < sty =¢

a

N ™

B) Sur un intervalle quelconque

Lemme 2.2.3: RIEMANN-LEBESGUE

Soit f € Cgm(I, K), avec f intégrable sur I.
Alors

it

Démonstration. 11 faut tout d’abord justifier que t > f(t)e est aussi intégrable sur I
(c’est évident, pourquoi?).
On traite ici le cas I =]a, b|, les autres cas se traitant de méme.

Soit € > 0. Comme

8 b
| rora——— [yl

leY b
On dispose de [a, 5] € I tel quef £(£)] dt +f 1f(#)] dt < % (
a B

d’une intégrale convergente aussi petits qu’on veut). « et 5 sont bien indépendants de A,

on peut rendre les restes

Uinverse rendrait la démonstration fausse.

b B
Ainsi (par CHASLES), J |f(t)|dt —J |f(t)]dt <
Pour tout Ae R : ’ :

c
5

b o 5 ,
J f(t)eikt dt‘ IgT f f(t)ei/\t dt‘ + J f(t)ei/\t dt‘ + U f(t)ei)\t dt‘
a a o ﬁ

T (o B ) b
< ] dt + t Mtdt‘-i— £)| dt
Llf()l f f(te Jﬁlf()l

B .
J f(t)eM dt‘

<€+
)

B ,
Comme J f(t)eM dt‘ SN 0, on dispose d'un A > 0 tel que pour tout |A| = A,
a — T 00

B ,
f f(t)e dt‘ <

€
2
Ainsi pour tout |A| = A,

8 _
J f(t)e dt‘ <e
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IIT) Intégrales particuliéres

A) Intégrales de WALLIS ***x

Cet exercice est un grand classique de MPSI, les démonstrations seront rapides. N’hé-
sitez pas & le refaire en exercice!

A.1 Deéfinition, relation de récurrence et calcul

Définition 2.3.1: Intégrales de WALLIS

Pour tout n € N, on pose :

T
Par changement de variable x = 5~ t, on peut aussi définir de fagon équivalente

/2
Wy, = J cos"(x)dz .
0

Proposition 2.3.2: Relation de récurrence

n+1

VneN W,i9=——
" 2T 9

WTL

Démonstration. On intégre par parties pour tout n > 2 :
/2
Woyo = J sin" ™ (z) sin(z) da
0

~T /2

= [~ sin" ! (z) ('()s(.zf)]lﬁ)/2 F(n 4 L)J ’ sin”(z) cos? () dz
0

= (” + l)(UVH - ”71/72>

d’oul -[Iv”Jr‘_) =

Proposition 2.3.3: Calcul des intégrales

2p—1)(2p—3)... 17
Vpe N, ngz(pzp(z;(_p%”)' 5 et Wapy =

2p(2p —2)...2
2p+)Ep-1)...1°

Démonstration. Démonstration par récurrence de la formule pour Wy, (démonstration
I \
similaire pour Wap41) :

<1 Clest vraien p =0
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2p+1_ (2p + 1)(
2 +2 (2p + 2

<1 Si c’est vrai jusqu’au rang p alors Wop, 9 =

2p—1)... 1«
' 2p — )

(2p)...2 2

A.2 Equivalent

W-
lim 2p

=1
p—>+0 W2p+1

Démonstration. On montre tout d’abord que Vp € N, Wa, 1 < Wy, < Wa,_1. Pour cela on
remarque que :

Vpe N,Vz e [0,7/2],0 < sin?T!(z) < sin?(x) < sin?~!(x)

Donc par intégration
vf) €N, I'VQ[Hr] < ”b[; < ”"72/)7]

1,"[,"_2,) _ ‘,",,721)_1 B 21) +1

Wopr1 ~ Wapr1  2p
Et finalement

Donc 1 <

p—>+0 H"2p+ 1

Démonstration. On déduit de la question précédente :

T -1)(2p—-3)...1
lim ‘[(2]) )2p = 3)

2
2p+1) =1
p—+0 2 2p(2p —2)...2 } (2p+1)

Proposition 2.3.6: Equivalent de W,
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Démonstration. On fait la démonstration pour n impair . Soit n =2p + 1 :

2p(2p —2)...2

Wopi1 =
2+l 2p+1)...1
WP 1 (2p(2p+2)...2)\?
_2])+IN‘//) 2p—1)...1
1

~ B .

P+ £/2(2p + 1)

On conclut enfin comme Wy, ~ Wy,;1 d’apres le Lemme [2.3.4

A.3 Applications importantes

Grace aux intégrales de WALLIS, on a trouvé une expression de 7, comme produit infini.
On peut aussi trouver la constante qui apparait dans la formule de Stirling, ou calculer
Pintégrale de GAUSS.

B) Intégrale de DIRICHLET **x

oo
) sint ) .
L’intégrale de DIRICHLET est : J T dt. Tl existe beaucoup de maniéres de calculer,
0
notamment avec des Intégrales a paramétres.

Proposition 2.3.7

ot 2
J:J+O°sin22tdt:7r
o 1 2

Démonstration. Introduisons la suite définie pour n € N :
2 sin((2n + 1)t)
I, = —— = dt
0 sint

sin((2n + 1)t)

sin ¢

Elle est bien définie car on peut prolonger ¢ — en 0.

Calcul de I, : (I,,) est constante. Soit n € N,

2 sin((2n + 3)t) — sin((2n + 1)t)
]//Jrl - [// = N dt
0 sin t

B [sin((?n + ‘2)/)]I
)

n + 1 0

= (
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/
Donc I,, = Iy = —. Posons u,, = dt. Montrons que u,, — I,, — 0.

JE sin{(2n + 1)t)
0 t

N

2 sint —t :
Up — I, = J sin((2n + 1)?) <W> dt = J sin((2n + 1)) f(t)d
0 tsint 0

avec f prolongeable par continuité en 0.
On peut donc utiliser le lemme de RIEMANN-LEBESGUE (2.2.3)) et affirmer que u,—1I,, — 0.
Calcul de I :

+00 3
sint
I = J dt
n+1)m sun‘
= lim
n—0o0

sin((2n + 1)u) .
= lim ) du par CDV u = -
n—00 2n + 1
T
= lim u, = lim I,, = —
n— o0 n— o0 2

Calcul de J :

sin2¢]7% TP 9 costsint
- |- L[ zeostemty,
t 1o 0 t

FO sin(2t
_()+J sin(21) 4,
0

f

+o0 i/
sin(u
— (u) du=1=
0 u

!

DO |

C) Intégrales de FRULLANI **

Définition 2.3.8: Intégrales de FRULLANI

Les intégrales de CAUCHY-FRULLANI sont des intégrales impropres de la forme

[ty = tm)

0 T

ol a,b > 0 et f est une fonction continue de R; dans R.

7

Proposition 2.3.9

+"Of()

1

Supposons que dx converge. Alors

J”’de=f(0)ln<b>

0 T a
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En réalité, ce résultat est vrai dans un cadre plus large.

" flaz) — f(bx)

T

Démonstration. Borne supérieure +oo : L'intégrale J dx existe pour € >

£

0, il suffit de décomposer en deux intégrales :

L*"Of( ) — Jfax )d +£+°Of(a:r)—f(bx)dm

x

Le premier terme est une intégrale sur un segment, le deuxiéme existe par hypothése.
Simplification par CDV :

x - x - x
+00
J (u) J M du par CDV u = ta
ae u be u
= J (u) par CHASLES
ag U

be
Existence et calcul de f( ) du : Soit g : t — f(t) — f(0).

ag

be
1 b
Alors, J 9(w) du < ||gl]eo In ()
ac U a

Or, g est continue en 0 et g(0) = 0. Donc ||g||sw S~ 0.
e

Jbgg(u)du—>0

ae U e—0

" fw) b
L€ L du o f£(0)In (a)

Ainsi,

et donc



Chapitre 3

Algébre générale : groupes, anneaux,
corps, polynomes

I) Généralités sur les groupes

A) Ordres d’un élement et théoréme de LAGRANGE *xxx

A.1 Deéfinition et rappels

Définition 3.1.1

Un élement x de G est d’ordre fini il existe k = 1 tel que 2* = 1¢, et l'ordre de

x est défini par :
ord(z) = min{k > 1,2" = 15}

Dans le cas contraire, x est dit d’ordre infini.

Remarque 3.1.2: Ordre d’un produit

Pour a,b € G, ord(ab) = ord(ba) mais ceci devient faux pour trois éléments ou
plus.
Cela reste vrai pour une permutation circulaire.

A.2 Cardinal d’un sous-groupe, divisibilité

Théoréme 3.1.3: LAGRANGE

Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G (noté H < G). Alors

Card(H) | Card(G)

Démonstration. Soit H < G. On définit la relation suivante :
Ya,be G,a ~g b < Jh e H,a = bh
<1 On vérifie que c’est une relation d’équivalence (réflexive, symétrique, transitive).

49
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<1 Par définition, pour a € G, afl = {ah,he€ H} = aH.

i H H
Or ¢ : { %7 st une bijection. Donc |p(H)| = |H| et |aH| = |H]|.

h > ah

<1 Les classes de ~p forment une partition de G. Si on note N le nombre de classes,
|G| = N|H|.

Théoréme 3.1.4: L’ordre divise le cardinal

Soit G un groupe fini. Pour tout a € G, a!%l = 1¢ donc

ord(a) | |G|
Démonstration. <1 Cas GG abélien (au programme) : On considére x = g € G bien
O &

geGG
défini car G est abélien.
G — G N N, 1 G — G
Y : est une bijection d’inverse ¢ : 1
g = ag g = a g

Donc x = H g = H ag = alC! H g=a Clz et ainsi al€l = 1g.

geG geG geG

< Cas général : On applique le théoréme de LAGRANGE, alors ord(a) = [{a)| | |G].

Tout élement d’un groupe fini a un ordre fini, mais la réciproque est fausse.

Proposition 3.1.5: p-groupe quasi-cyclique de PRUFER

G = U Upn ot p € P fixé est un groupe infini dont tous les éléments sont d’ordre

neN#
fini (et méme plus, tout sous-groupe strict de G est cyclique!)

Démonstration. <1 D’une part, G est un sous-groupe de U. Clairement, G € U et 1y €
7. 51 a,b 7, on dispose de m,n els que a ym et b e Up. Sion suppose
G.SiabeG 1 1 € N tel € Upm et b e Upn. S
sans perte de généralite que m < n, p™ | p" donc Upn € Upm, ce qui montre que

a,b € Upn sous-groupe de U, d’ott 'on déduit que ab~te Up» donc ab~ted.

<1 Soit H un sous-groupe strict de G (noté H < G). Soit y € G\H et soit n = min{k,y €
U,i}. Soit x € H et ¢ = min{k,r € U}
2ikm
Pl
entiers k et p sont premiers entre eux, donc k et p? aussi. Par suite x engendre le
groupe Uy, donc (x) = Upe € H. On en déduit que H S Uyn-1; en particulier H
est fini. Nous notons m le plus petit entier tel que H < U,m et nous choisissons
un élément z de H appartenant a Upm\U,m-1. Par un raisonnement analogue au
précédent, on prouve que {(z) = Upm ; il en résulte que H < Upm S H. Finalement

Alors il existe un entier relatif & tel que = = exp ( ) Comme x ¢ U,e-1, les

H = Upm et ce dernier est un groupe cyclique.
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B) Produit de groupes

B.1 Produit direct **x*x

Définition 3.1.6: Groupe produit

Considérons (G1,*1) et (Ga, *2) deux groupes.
Posons H = Gy x G2 = {(91,92), 91 € G1, 92 € Ga}. Alors la loi définie par

V(g91,92), (93,94) € H,(g1,92) * (93,94) = (91 *1 g3, 92 *2 g4)

munit H d’une structure de groupe.

|

Démonstration. Ce sont des vérifications élémentaires laissées a la sagacité du lecteur.

Théoréme 3.1.7: CNS pour qu’un produit direct soit cyclique

Considérons G et Go deux groupes cycliques. Alors G x Go est cyclique si et
seulement si |G1| A |G2| =1

- (1'1 ‘
Go

. . . n -
Démonstration. Notons { Soit m =n v p.

p=

< SinAp#1:Alorsnvp<np. Or pour tout (z,y) € G1 x Go,

Y
. m m m - - . ‘(”‘ | m
(x, )™ = (2™, y™) = (1¢gy, lg,) car N
|Ga| | m
D’ou Vordre de (x,y) divise m < np. Donc G x G n’a pas d’élément d’ordre np, il
ne peut donc étre cyclique.
o -Gy = {(a) o ord(a) =n
<1 Sin Ap=1:0n note N 5. d'on ( ; .
—_— Ga = (b) ord(b) =p
Pour k € Z,

(a,b)F = 1¢ <= ((I/‘..])/‘.ﬂ) = (1g,, 1g,)
a® =1g, n =ord(a) | k
= ,
' p =ord(b) | k

= np | k
nAp=1
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B.2 Produit semi-direct interne *%

Remarque 3.1.8: Cas général

Soient H et F' deux sous-groupes de G.

<HUF> = {hlfl...hrfr,r = l,hi EH,fiEF}.

Notons HF' le sous-ensemble de G formé des éléments qui peuvent s’écrire comme
un produit hf avec h € H et f e F. On a l'inclusion évidente :

HF c(H U F)

Attention, cette inclusion n’est pas stricte en général, et HF n’a aucune
raison d’étre un sous-groupe de G, car il n’est a prior: stable ni par
I’inversion, ni par le produit.

Il manque une propriété & H pour qu’on ait HF = {(H u F), c’est-a-dire
{hlfl...h,«fr,r = 1,hi EH,fi EF} = {hf,hEH,fEF}

Introduisons une nouvelle notion :

Définition 3.1.9: Sous-groupe distingué

Soit H < (. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Vge G,Vhe H,ghg ' € H
2. Vge G,gH = Hyg

On dit dans ce cas que H est distingué dans G, et on note H < G.

Démonstration. < (1) = (2) : Soient g€ G et he H.
ghg™ '€ (gH)g " = (Hg)g 1 =H(gg ') =H.
< (2)= (1) : Soit ge G. On a gHg ' < H.
De plus, g"'Hg < H, en remplacant g par ¢ 1. Donc h € gHg™'.
D'ou h=gHg ' et Hg = gH.

Lemme 3.1.10

Soient H et F' deux sous-groupes de G, avec H <1 G. Alors :

(HUF)=HF

Démonstration. 11 suffit de montrer que (H u F'y € HF. Soit r un entier non-nul et soient
hi,...,hy (resp. fi,..., fr) des éléments de H (resp. F'). Par récurrence sur r, on montre
que hifi...h.fr € HF, ce qui établira le lemme.

Pour r = 1 c’est évident. On suppose donc r > 1 et ’assertion établie pour r — 1.

En vertu de ’hypothése de récurrence, hyif1...h.—_1fr—1 € HF'; il existe donc hg € H et
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f() € I tels que hlfl C }l,,x_lf,x_l = ]l,()f(). Dés lors

hifi. . hefr = hofohrfr = hofohr fy  fofr = hf

ol 'on a posé h = /1,(),]"()/1,,,,}"(;1 et f = fofr. Comme H est distingué dans G, f})/),.fo_l e H,
d’ou il découle que he H, et f € F. Ainsi hy fy ... h.f- = hf appartient donc & HF'.

Définition 3.1.11: Produit semi-direct interne

Un groupe G est produit semi-direct interne d’un sous-groupe distingué H et d’'un
sous-groupe K si et seulement si

< G =HK ={(H u K), c'est-a-dire que tout élément g de G s’écrit g = hk ou
he H et ged.

< H n K = {1g}, c’est-a-dire que Iécriture g = hk est unique.

B.3 Produit semi-direct externe *

Définition 3.1.12: Produit semi-direct externe

Soient N et H des groupes et soit ¢ : H —> Aut(/N) un morphisme de groupes.

Notons N x H I’ensemble N x H muni de la loi de composition définie par
©

(n1, h1) Zj (n2, he) = (n1p(h1)(n2), hihz)

Alors N x H est un groupe, appelé produit semi-direct de H par N relativement a

o)
@.

Démonstration. Vérifications élémentaires mais techniques :

<1 Montrer que la loi x est associative;

@

<1 Ensuite montrer que (1y, 1) est neutre pour la loi x ;
©

<1 Finalement, on montre que tout élément admet un inverse.

Exemple 3.1.13: Produit direct ou semi-direct ?

Montrer que le produit semi-direct N x H est direct si et seulement si ¢ est le
©

morphisme trivial si et seulement si {1x} x H est distingué dans N x H.
%)

< Le produit semi-direct N x H est direct si et seulement si pour tous n,n’ € N

¢
et h,h € H, on a
(n,h) x (n',1') = (n', hK)
©

si et seulement si pour tous n,n’ € N et h € H, np(h)(n') = nn' si et
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seulement si pour tous n' € N, h e H, p(h)(n') = n' si et seulement si ¢ est
le morphisme trivial.

< Pour tout ne N et h,h' € H, on a

(n,h) x (1n,h') % (n,h)~" = (np(hk'h=")(n™"), hB'h 1)
¢ @
On en déduit que ¢ est trivial si et seulement si {1x} x H est distingué dans

N x H.
©

. J

Il existe notamment des groupes que 'on peut décomposer en produits semi-directs
d’autres groupes. Par exemple,

<1 G, est produit semi-direct du groupe alterné et du groupe engendré par une trans-
position.

<1 Le groupe des isométries affines est le produit semi-direct du groupe des translations
par le groupe des isométries laissant invariant un point donné.

<1 Le groupe diédral peut aussi s’écrire comme un produit semi-direct naturel.

C) Sous-groupes et générateurs d’un groupe cyclique *x*

Théoréme 3.1.14: Sous-groupes d’un groupe cyclique

Soit G un groupe cyclique, d’ordre n.
<1 Tout sous-groupe de G est cyclique.

< En outre, pour tout d | n, G admet un unique sous-groupe d’ordre d.

Démonstration. <1 On le montre pour G = U, (possible aussi avec Z/nZ). Soit H < U,
— Soit d = |H|.
Pour x € H, 2% =z = 1 donc H < Ug. Par égalité des cardinaux, H = Uy.
— Soit d | n. On a Uy € U,, d’ou l'existence. D’aprés ci-dessus, si H est un sous-
groupe d’ordre d de U, alors H = Uy.
< Soit G cyclique d’ordre n. Soit 6 : G — U,,.
Pour tout H sous-groupe de G, 8(H) est un sous-groupe de U,, de méme cardinal.
Pour tout Hy sous-groupe de Uy, 8 (Hy) est un sous-groupe de H de méme cardinal.

Lemme 3.1.15: Ordre de a*

Soit a € G tel que ord(a) = n. Pour k € Z,

ord(a¥) = "
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k= (1]{,’0

avec kg A ng = 1.
n = dkgy v v

Démonstration. Soit d = n A k. Alors {
VieN* (a")! =15 < d'l=1¢g
< n |kl car ord(a) =n
— Ny | ]\"()Z

> ng |l par lemme de Gauss

: n
Do ord(a®) = ng = 7
G

Théoréme 3.1.16: Générateurs d’un groupe cyclique

Soit G un groupe cyclique d’ordre n, et a € G tel que G = {a).
Alors les générateurs de GG sont exactement les

{a* ke0,n—1],kAan=1}

Donc G a exactement (n) générateurs.

n

Démonstration. (a*) = G <= ord(a*) =n < =n < nak=1

n Ak

D) Exposant d’un groupe abélien xx

Lemme 3.1.17: Ordre d’un produit

Soit (G, .) un groupe abélien. Soient x,y € G tels que ord(x) A ord(y) = 1. Alors
ord(zy) = ord(z)ord(y).

Attention, cela devient faux quand le PGCD est différent de 1 (le voir avec y = !

par exemple).

n = ord(z)
. suppose n A p = 1.
p = ord(y) On suppose n A p

ord(z) | n
ord(z) | p

Démonstration. On note {

et donc ord(z) |

Montrons que () n {y) = {1g}. En effet si z € (z) n {y), {

n Ap=1. Donc z = 1g.
SikeZ, (zy) =afyf = 15 = 2F =y % e &) n ) Ainsi,

k
Nk 1 " =1qg n|k )
(xy)" =1g <= { k4, = { plk ”<Ap::)1 np | k
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Proposition 3.1.18: Exposant d’un groupe abélien

Soit (G, .) un groupe abélien fini. Alors il existe z € G tel que ord(z \/ ord(g
geG

Démonstration. On montre que si (z,y) € G* il existe un élément z € G d’ordre ord(z) v
ord(y). Aprés, par récurrence bornée, on applique & tous les éléments de G.

d d
B ‘
< Notons n = Hq?’ et p= H q; avec (q1,...,qq) € P? et oy, B € N.

i=1 i=1

d
B o max(a;,0;)

Ainsin v p= H q; .

i=1

Vie [1,0], max(cy, Bi) =
Vie[6+1,d],max(c;, 5;) = Bi

19 d 1) d
| | % | | 2 | | 3/ | | 31’
=1 i=0+1 1=1 i=0+1

Ainsi n v p = ngpg avec ng A pg = 1.

Quitte & renuméroter, on suppose { . Alors,

<1 Comme n = nony et ord(x) = n, ord(z™) = ng.
De méme, ord(zP') = pg. Ainsi

ord(zP'a"™) = nopo =n v p

Corollaire 3.1.19

Si G est un groupe abélien fini, \/ ord(g) = maxord(g).

eG
geG g
Démonstration. < On a clairement max ord(g) | \/Old g).
eG
g geG
<1 D’aprés ci-dessus, il existe z € G, ord(z \/ ord(g). D’ou la deuxiéme inégaliteé.

geG
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E) Groupes particuliers

E.1 Groupe de cardinal premier *x*x*xx

Proposition 3.1.20

Soit, G un groupe de cardinal p € P. Alors :

G ~Z/pZ

Démonstration. Soit g € G\{1¢}. ord(g) | |G| = p. Comme ord(g) # 1, ord(g) = p.
Ainsi G est cyclique d’ordre p (donc abélien) et on a l'isomorphisme de groupes : G ~

7 T
L Pla.

E.2 Groupe dont tous les éléments sont d’ordre < 2 **x*x

Proposition 3.1.21

Soit G un groupe tel que pour tout g € G, ord(g) € {1,2}. Alors :

<1 (G est abélien;

<1 Si de plus G est fini,
IneN, G~ (Z/2Z)"

. . 2
Démonstration. On a pour tout g € G, ¢° = 1¢.
g v g (

< @ abélien : Par hypothése pour tout g € G, ¢ ! = g¢.

Alors si (a,b) € G ba = b~ ta™ = (ab)™! = ab.

<1 Isomorphisme : Supposons maintenant G fini. Attention, principe de démons-
tration un peu spécial, & bien retenir.
Rappelons que pour tout g € G, ¢> = 1g. On peut munir G d’une structure de
Fo-espace vectoriel :

p (Fy,G) — G

LG9 — 7
Comme G est de cardinal fini, sa dimension en tant que Fo-espace vectoriel est finie.
Donc G est isomorphe en tant que Fa-espace vectoriel, en tant que groupe a Fg ol

d = dimp, (G)
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E.3 Groupe diédral x

Définition 3.1.22: Groupe diédral

Soit E le plan vectoriel euclidien. Notons P, le polygone régulier & n cotes inclus
2ikm
dans le cercle unité, ses sommets ont pour affixe (e n

)k:e[[o n—1]

Alors D, = {u € O(E),u(P,) = P,} est un sous-groupe de O(F) appelé groupe
diédral d’ordre n.

D), est 'ensemble des isométries du plan affine qui conservent globalement les sommets
d’un n-gone régulier. Il contient 2n éléments :
2k

<1 n rotations d’angle () )
n ke[0,n—1]

<1 n réflexions (ou symeétries) : si n est pair, il y a deux familles de réflexions : celles
dont ’axe joint un sommet au sommet opposé, et celles dont 1’axe joint le milieu d’un
coté au milieu du coté opposé. Si n est impair, il n’y a qu'une famille de réflexions.
Leurs axes joignent un sommet au milieu du c6té opposé.

Proposition 3.1.23: Systéme de générateurs de D,

i
Soit r est la rotation d’angle — et s la symétrie par rapport & [’axe des abscisses.
n

Alors :
D, = {r,s) = {id,r,..., 7" s sr,..., 57

2k
Notons alors que r* est la rotation d’angle il pour k € [0,n — 1]. Rappelons égale-
n
ment que s® = id.

Démonstration. Soit 7 € D,,.

< Si 7 est une rotation, il existe k € [0,n — 1] tel que 7 = *.

<1 Si 7 est une symétrie, alors s o 7 est une rotation (la composée de deux réflexions
d’axes concourants en O, (Ox) et (Oy), et une rotation d’angle 2((Ozx), (Oy)))
Donc s o7 = r* pour un certain k et 7 = s o rF.

F) Actions de groupe *x
F.1 Définition

Soit G un groupe et X un ensemble non-vide.

Définition 3.1.24

Une action de groupe de G sur X est donnée par un morphisme
. { G — 6(G)

g = pg
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Pour (g9,9') € G, pgg = pg © py'-

Exemple 3.1.25

<1 @ agit sur lui-méme par translation a gauche (qui est injective).

<1 (G agit sur lui-méme par conjugaison.

F.2 Stabilisateur, orbite

Définition 3.1.26

Soit z € X. On définit :
<1 L’orbite de x comme Orb(z) = {pys(x),g€ G} < X.
< Le stabilisateur de x comme Stab(x) = {g € G, py(x) = z} < G.

Proposition 3.1.27: Formule aux classes

Si G et X sont des ensembles finis, pour x € X,

|Stab(zx)| - |Orb(z)| = |G|

Démonstration. Soit y € Orb(x). Alors on dispose de h € G tel que y = pp(x).
< Montrons que {g € G, py(z) = y} = hStab(z).
pg(x) =y < py(x) = pa(x)
= pp1y(z) =2

« h lg e Stab(x)

<= g € hStab(x)

< G= |_| {g € G, py(x) =y} d’ou

yeOrb(z)
‘(;‘ = Z ‘{,(] € G, /)‘(1<;17> = '!/}‘
yeOrb(z)
= 2 |Stab(z)]
yeOrb(x)
G| = |Stab(z)|.|Orb(z)|
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F.3 Centre

Définition 3.1.28

On définit le centre d’'un groupe par Z(G) = {g € G,Vh € G, gh = hg}.

Si G est abélien Z(G) = G.

Proposition 3.1.29: Centre d’un p“®

Soit G un groupe fini de cardinal p®. Alors |Z(G)| = p.

Démonstration. On considére I'action par conjugaison.
Soit a € G, alors Orb(a) = {gag™',g € G} et |Orb(a)| =1 < ae Z(G).
Les orbites forment une partition de GG, soient donc (a1, .. ., an) des représentatns de chaque

orbite, avec par exemple aq,..., aq € Z(G) et |Orb(a;)| = 2 pour j > d + 1.

plp*=|G|= 2‘01‘1)("(/‘/‘)‘
j=1

_12(0)| + Z |Orb(a;)|
v/':4]+]
7 " /)(\
= |Z(G)| + [Stab(ay)]|
@) Z [Stab(ay)]
j=d+1 —
_ /'4;\/ car [Stab(a;)|||G
=Z(G)| + (n —d) p*~"
\/—/

#1

| —

divisible par p

Donc p | |Z(G)| = 1 d’ou le résultat.

Proposition 3.1.30

Soit G un groupe fini de cardinal p2. Alors G est abélien.

€ {p,p*}. Par l'absurde si | Z(G)| = p <

Démonstration. Par la Proposition [3.1.29} |Z(G)
p°.
Soit a € G\Z(G), alors comme a € Stab(a) mais Z(G) < Stab(a), on a

Stab(a)| = p + 1.

—————’
divise p2

Donc [Stab(a)| = p* et a € Z(G) : impossible.
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G) Groupes quotient *

G.1 Deéfinition, structure

Théoréme 3.1.31: Structure de groupe du quotient

Soit G un groupe, et H un sous-groupe distingué de G (voir Définition|3.1.9).
On définit la relation = ...[H] sur G par :

r=y[H] = 27'ye H <<= oy 'eH
car H distingué

Alors :

<1 La relation = ...[H] est une relation d’équivalence, appelée relation de
congruence pour la loi de G.

<1 La loi sur le quotient se traduit par le produit élément par élément
(ab)H = (aH)(bH) = {x.y,z € aH,y € bH}

<1 La loi induite sur le quotient munit celui-ci d’une structure de groupe.

Démonstration. <1 Relation de congruence : La réflexivité est évidente car 1y € H. La
symétrie provient de la stabilité par inversion de H. La transitivité provient de la
stabilité par produit. De plus cette relation d’équivalence est une congruence :

Siz =2'[H] et y =y [H], montrons que 'y’ = zy[H]
On dispose de (hi, ho) € H? tels que 2’ = zhy et y' = yhy. Alors,
2’y = x(h1y)hy donc il existe b € H, x'y' = x(yh)hy = zy (k| h2) d’ou le résultat.
——
eH

L 212 27 2 . 2
<1 Correspondance avec le produit élément par élément : Soient (a,b) € G°. On montre
que :

(ab)H = (aH) x (bH)

— Size(ab)H, z = abh = (aly)(bh) € (aH)(bH).

— Si z € (aH)(bH), z = (ah1)(bh2) = a(hib)hy d’ou comme précédemment,
a(bh))ha = (ab) (k| h2) € (ab)H
—
eH

<1 Structure de groupe : On définit la loi x sur G/H = gH, g € G par :

va,be G,axb = ab

On vérifie aisément que cette loi est associative, admet un neutre 1¢ = H et que
chaque élément admet un inverse.
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Définition 3.1.32: Groupe quotient par un sous-groupe distingué

Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. On note (G/H) le groupe
défini sur ’ensemble quotient par la loi induite, telle que décrite dans le théoréme
précédent.

Si G est un groupe abélien, tout sous-groupe de G est distingué et on peut quotienter par
ce sous-groupe. Par ailleurs le groupe quotient résultant sera abélien (vérification facile).
De méme le quotient d'un groupe cyclique sera cyclique.

G.2 Passage d’un morphisme au quotient
On note
{ G — (G/H)
e _H
g +— g =gH=Hg

le morphisme de projection.

Lemme 3.1.33: Passage au quotient d’un morphisme de groupe

Soit f : G — K un morphisme de groupes et H un sous-groupe distingué de G.
Alors f passe au quotient et définit

f:G/H—K

telle que f = f o si et seulement si H C Ker(f).

Démonstration. 11 s’agit de verifier que H < Ker(f) est une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f soit invariant sur les classes d’équivalence de = ...[H]. Soit a € G.
< Si H € Ker(f) : Soient x,y € aH, écrivons z = ahy et y = ahs.
f(z) = f(a)f(h1) = f(a) car h; € Ker(f) et de méme f(y) = f(a) = f(x).
< Si H < Ker(f) : Soit h € H\Ker(f). On a f(h) # 1x = f(lg). f prend donc des
valeurs distinctes sur deux éléments d’'une méme classe. f ne passe pas au quotient.

Théoréme 3.1.34: Premier théoréme d’isomorphisme

Soit f : G —> K un morphisme de groupes. Alors Ker(f) est un sous-groupe
distingué de G et f passe au quotient, définissant un morphisme de groupes injectif

f: G/Ker(f) — K

Ainsi,
fHm s G/Ker(f) — K est un isomorphisme de groupes

Démonstration. < Ker(f) est un sous-groupe distingué de G : I'écrire.

< f passe au quotient : d’aprés le Lemme f passe au quotient.
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< f est un morphisme de groupes : si a,b e G,

f(@xb) = f(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = f((a) <[ (b)

<1 Injectivité de f :
Ker(f) = {a, f(a) = 1x} = {@, f(a) = 1} = {1} d’ou 'injectivité.

Exemple 3.1.35: Quelques exemples de groupes quotients

<1 Le groupe (Z/nZ,+) est défini comme le quotient du groupe (Z, +) par son
sous-groupe distingué nZ.
G — R%

< Soit G = (C*, x) etf:{

noyau est U. On en déduit que :

. Ce morphisme est surjectif, son

C*/U ~ R%

<t On prend G = GL,(R) et det : G —> R* le déterminant. On sait que det
est un morphisme surjectif, de noyau SLa(R). Ainsi,

<1 G/G est un groupe trivial.

<1 G/{e} est isomorphe & G.

Exemple 3.1.36: Lien avec le produit semi-direct vu plus t6t

Soient N et H des groupes et soit ¢ : H —> Aut(N) un morphisme de groupes.
Identifier le quotient de N x H par N x {1g}.
%)

<1 On dispose d’une application naturelle 7 : N x H — H donné par la
©
seconde projection (mw(n,h) = h). Il est clair que 7w est un morphisme de
groupes surjectif.

<1 Calculons son noyau : Soient n € N et h € H. On a w(n,h) = 1y si et
seulement si h = 1y, donc Ker(m) = N x {1g}.

<1 Finalement, 7 passe au quotient par son noyau et induit, d’aprés le premier
théroéme d’isomorphisme, un isomorphisme de groupes :

T <N2H>/(N>< {1y}) =5 H.
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II) Groupe symétrique
A) Décomposition cyclique d’une permutation *xxx
Soit o € &,, une permutation. On définit une relation sur [1,n] par :
a~gb < IkeZ o a)="b
C’est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence de a est notée Orb,(a), c’est

Porbite de a par o.
Ainsi Orb,(a) = {o*(a),i € N}.

Définition 3.2.1: Cycle

Un cycle est une permutation telle qu’il existe k € N*, et iy,...,4; des éléments
2-3-2 distincts de [1,n] tels que :

< Vie|l,k—1],0(i) =i41 et o(ix) =01
< Vie[l,n]\{i1,... ik}, 0() =1
Toutes les orbites sauf une sont réduites & un point.

Ainsi 3la € [1,n],0rb(a) = {'(a),i € [0, |Orb(a)| — 1]}.

Définition 3.2.2: Support d’une permutation

Le support d’une permutation o, noté Supp(c) est ’ensemble des éléments qui ne
sont pas laissés fixes par o.
Dans le cas d’un cycle, le support est I'orbite non-réduite & un point.

Théoréme 3.2.3: Décomposition en cycles 4 supports disjoints

Soit 0 € 6,,. Alors o s’écrit comme produit de cycles & supports disjoints et cette
écriture est unique & l'ordre prés des facteurs.

B) Conjugaison ***xx

Théoréme 3.2.4

Soient 7 = (ay ...aq) un d-cycle et o € &,,. Alors

coTog = (o(a1)...o(aq))

Siog=m0-- 07145007 = (a,...,a,q,) décomposition en cycles & supports disjoints,

googpoo =T10---0Tg0u T = (0(ai1)...o(aq,))
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Proposition 3.2.5

Les transpositions sont toujours conjuguées.

’ : . ; , ; . N
Démonstration. Si T = (ab) et 7 = (c d), on définit 0 € &,, par

o{a) =c

o(b) =d calorscoToo =7

[1,n]o0{a,b} = [1,n]o{c,d}

Proposition 3.2.6

Deux permutations & supports disjoints commutent.

Démonstration. C’est intuitif.

C) Ordre d’une permutation ***xx

C.1 Ordre d’un cycle

Proposition 3.2.7

Soit 0 € &, un cycle de longueur [. Alors,

ordg, (o) =1

Démonstration. Soit k € N*. Soit j € [1,1].
Alors 0" (aj) = a1 Ainsi o' = id.

v+

Sik<l, (7/"((/1) = a1+ # a1 donc ordg,, (o) = 1.

C.2 Ordre d’une permutation

Proposition 3.2.8

Soit 0 € &,, . Alors, soit ¢ = 7 0 --- o 7y sa décomposition en cycles & supports
disjoints de longueurs Iy, ..., Iy. Ainsi,

N
Orden (U) = \/ lj

J=1
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Démonstration. Comme les 7; sont a supports disjoints et commutent, pour k € N*,

(7/" B Tl/" O« v O Ty

Somme Supp(7F) < Supp(r;), les (7F); sont des permutations (pas forcément des
C i )5 \"T4 )ie[1,n]

cycles) & supports disjoints.

Par unicité de la décomposition,

0" =id < Vje[l,N], 7} =id

/‘A

N
«— Vje[l,N],ord(ry) | k < \//v,v

1
1 J

]

D) Générateurs de S, **x*

Proposition 3.2.9

Les transpositions engendrent &,

Démonstration. <1 Les cycles engendrent &,, d’aprés le Théoreme
-1
<1 Soit 0 = (a1...aq;) uncycle. Ona: o = (a; a;4+1)
i=1

Proposition 3.2.10

Les transpositions ((i ¢ + 1));ep1 ,,_1] engendrent &y,

Démonstration. Soit (i j) avec j > i. On montre que (i j7) € {((ii+ J,))/-C[I J]—lj:"" par
récurrence sur j —i € [1,n —1].

<1 Initialisation : j—i=1et (1 j) = (ii+ 1)

<1 Hérédité : Supposons j =i+ k+1. Par HR., (171 + k)€ H. Or :

Proposition 3.2.11

Les transpositions ((1¢)),e[; ,,_17 engendrent &,

Démonstration. Remarquer que (i j) = (1 j)(14)(1 7)
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Proposition 3.2.12

Ces trois systémes de générateurs sont minimaux : n — 1 est le nombre minimal de
transpositions pour engendrer G,,.

Démonstration. 11 s’agit ici d’'un argument classique de théorie des graphes.

Soit ¥ € &, un ensemble de transpositions, qu'on suppose générateur de &,,.

Soit I' = ([1,n],{i,7,(i j) € E}) un graphe non-orienté, qui est connexe puisque (E) =
Gn.

1l reste donc & montrer qu’un graphe connexe a n sommets posséde au moins (n—1) arétes,
par récurrence sur n :

<1 Initialisation (n=2) : c’est évident.

<1 Hérédité : Supposons |I'| = n + 1.
— Si chaque sommet a au moins 2 voisins, alors I' a au moins |[['| = n + 1 arétes.
— Sinon, il existe un sommimet s qui n’a qu’'un unique voisin.

-~ . , - 3 1\ - Lt o ~ . . ~ A o - L . N

Considérons IV = T'\{s} (on retire le sommet et les arétes adjacentes). I” est
N N . ! .

connexe & n sommets, donc par hypothése de récurrence, I admet au moins

n — 1 arétes, donc I' a au moins n arétes.

Cela conclut la preuve par récurrence.

Proposition 3.2.13

(12 ...n)et (12) engendrent S,

Démonstration. Remarquer qu’on engendre les ((7 i + 1))
a (1 2) successivement.

ie[1 n1] €0 appliquant (12 ... n)

E) Signature xxxx

Définition 3.2.14: Définitions équivalentes de la signature

o(j) —o(i)

<1 Pour 0 € 6, e(0) = H —
j—i

1<i<j<n

< & =(=1) ot N, est le nombre d’inversions, c’est-a-dire
No = |{(G) € [Lonl? i < oo (i) > o) |

<1 € est I'unique morphisme de groupes non-trivial de (&,,,0) vers ({£1}, x
g
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Proposition 3.2.15: Valeurs remarquables

<1 Si 7 est une transposition, (1) = —1

< Si o est un cycle de longueur p, e(o) = (—1)P~*

Démonstration. < On note 7 = (i j), i < j sans perte de généralité. Alors on peut

écrire
12 ... ¢«—1 4% +4+1 ... 7 ... n
T = . o .
1 2 ... +—=1 35 2+1 ... ¢ ... n
Compter le nombre d’inversions de 7 revient a compter, pour chaque terme de la

seconde ligne, le nombre de termes qui le suivent et qui lui sont inférieurs. D une
telle maniére,

Nieo)=0+---+0 +(G-9)+ 1 +...1 +04+---+0=2(j —14) + 1
1 1—1 i 141 7—1 7 n
Donc, e(o) = (=1)20=9-1 = 1.
<1 Tout p-cycle s’écrit comme produit de p — 1 transpositions d’apres la Proposition
B2 chacune de signature —1.

Remarque 3.2.16

¢ est le seul morphisme non-trivial de (&,,,0) vers (C*, x).

Démonstration. Soit ¢; &, —> C* un morphisme de groupes.

Pour toute transposition 7, 7% = id. Par morphisme, ¢(7)? = id.

Ainsi, (1) € {+1, —1}.

Soient T et 7' deux transpositions, qui sont conjuguées d’aprés la Proposition Soit
donc o, tel que

Alors,

p(7') = (o) o (1) 0 p(0) ™! = (1)

Ainsi, soit ¢ = id, soit ¢ vaut —1 pour toute transposition, et auquel cas on a ¢ = ¢

F) Sous-groupe alterné %%

Définition 3.2.17

On pose A, = Ker(e).

n!
De plus, |A,| = 5
Démonstration. ¢ : —> {—1,1} est un morphisme de groupe surjectif.

Dot &, = H1} ue {1} et e H1}| = |e H{=1}| = |Anl.
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IIT) Anneaux et arithmétique

Fixons, pour cette partie, K un corps.

A) Indicatrice d’EULER **%*

A.1 Deéfinition et multiplicativité

Définition 3.3.1: Indicatrice d’EULER

Pour n € N*, on définit

Lemme 3.3.2

Soient A; et Ay deux anneaux.
Sif : Ay —> Ag est un morphisme d’anneaux,

ze A] < 0(z) e A3

et |A| = |A3] en cas de finitude des groupes.
Démonstration.
z€ Al < Fye Aj,yz = zy = 1y,
< Jye A1,0(y)0(z ) 0(:) (1/) =14, par injectivité
> Jre A, 20(2) =0(2)r = 14, par surjectivité
> 0(z) € A}

Théoréme 3.3.3: Multiplicativité de ¢

¥(m,n) € (N*)?, p(mn) = p(m)p(n)

Démonstration. Sim =1 oun =1 c’est évident.
Sinon on applique le lemme chinois, on considére un isomorphisme d’anneaux

0 : (Z/(mn)Z) —> (Z/mZ) x (Z/nZ)



70 CHAPITRE 3. ALGEBRE GENERALE

On a alors :

Z)(mn)Z)*|

Z/mZ x 7/nZ)*|

Z/mZ)* x (Z/nZ)*| par le Lemme B.3.2
Z/mZ)*| x (Z/nZ)*|

o (m)p(n)

p(mn) =

(
(
(
(

A.2 Valeurs particuliéres

Soit a € N* et p € P. Alors

Démonstration.
p(p%) = [{k e [1,p°], k A p* =1}
=p* —|{ke[1,p*], k A p* # 1}
= ])(li o ‘{k, c [[1 ,I)()] ’]) | k}‘

(87

_ p
=p - pr.\c—l ‘
_ p(\z o pr.\c—l

Théoréme 3.3.5: Décomposition en facteurs premiers

n
Soit n = Hp?j, avec (p1,...,pq) € P? 2-a-2 distincts et (aq,...,aq) € (N¥)4.

j=1
Alors,
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Corollaire 3.3.7

St p(n) [ n,

Démonstration. Corollaires immeédiats.

A.3 Egalité trés classique n = Z«p(d)
dln

Proposition 3.3.8

Soit n € N*. Alors

n=> o(d)

dln

Démonstration. On note V,, I’ensemble des racines primitives n-iémes de 'unité. C’est-a-

dire que
2ikm ) .
V, = {exp Jke[0,n—1],kAan=1
n

On a n = |Uy,|. Or, pour z € Uy, ord(z) | n. Mais :

U, = U {z € Up,ord(z) = d}, c’est une partition.
d|n

—
=Hy

<1 Size€ Hy, ord(z) =d et z€ Uy donc z € Vy.
<1 Si z€ Vg, comme Uy € U,, z€U, avec ord(z) = d d’ou z € Hy.

Finalement, n = |U,| = Z\\\/d\ = Z o(d).
dn d|n

A.4 Nilpotence dans Z/nZ

Proposition 3.3.9

n
Soit n > 2 et k € N*. Notons n = H p?j la décomposition en facteurs premiers de
j=1
n.
d

Alors k est nilpotent dans Z/nZ si et seulement si Hpi | k.
j=1
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/]f[ .

. . - - . . - -l .
Démonstration. < = : Supposons k nilpotente. On dispose de [ > 1, k' = 0, soit n
d

Donc pour i € [1,d], p; | k' donc p; | k. Ainsi H/;, | k.

J=1

d d
<1 < : Supposons H/); | k. On note k = (H /),> m. Soit 8 = max .

il il i€[[1,d]

d d
kP = (Hp[.;> m”. Or Hp;' |n d’on k” = 0.
Jj=1

J=1

B) Inversion de MOBIUS **x

B.1 Fonctions arithmétiques

Définition 3.3.10

Soit f : N* — K, ot K = R ou C. On dit qu’alors f est une fonction arithmétique.
Une telle fonction est multiplicative si :

V(m,n) e N> m an=1= f(mn) = f(m)f(n)

Proposition 3.3.11: Loi sur les fonctions arithmétiques

On définit sur I’ensemble des fonctions artihmétiques la loi de composition interne

: N* — K
V(f9) e FNNKP fxg: 4 — Y fld)g (%)
d|n

Cette loi est commutative, associative et dispose d'un neutre qui est donné par
Lgy :n— Op=1-

Démonstration. < Commutativité : Pour tout (f,g) € F(N*,K)?, pour n € N,

(f*g)(n) = Z f(([)(/((/’)
(</.<//)§([;:1:)3

<1 Associativité : Soient f, g, h des fonctions arithmétiques. Pour n € N,

frlgxh)n)= > fd)(g*h)(d)

(d,d")e(N*)2

dd'=n

= DD H(dg(61)h(5)
(d,d")e(N*)2 ((514(5_;)

dd'=n §169=d’

D1 F(d)g(5)h(5)
(d,61,62)e(N*)3

déydo=n

f*(g=h)(n) =(f*g)*h(n)
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<1 Neutre : Le vérifier.

B.2 Fonction de MOBIUS

Définition 3.3.12: Fonction arithmétique de MOBIUS

d
Notons pour n € N*, sa décomposition en facteurs premiers : n = Hp?j. Posons :
j=1
N* — K
1 — 1
d
d
j=1
d
nznp?j |3j,0; 22 +—0
j=1

\

Proposition 3.3.13: Multiplicativité

1 est multiplicative.

Démonstration. Soient (m,n) € (N*)?, premiers entre eux.

< S'il existe p € P tel que p? | n ou p* | m alors p* | mn et u(mn) =0 = p(m)u(n).

<1 Sinon

g ou {pj,j€[1,d]} n{g;,j€ Ll.(/lj} = .

n = H ([/‘

Jj=1
d d’

Alnsi mn = | | Dj | | p; tous premiers entre eux deux-a-deux.
j=1 j=1

Alors pu(mn) = (—l)‘/f(/’ = (—l‘)(](—l)’/ = u(m)u(n).

Proposition 3.3.14: Inverse de p

Pour tout n e N|

D lud) = Ty(n)

dln
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d
Démonstration. On a {d € N*,d | n} = {H /)/_"Y/HV_/‘. B; € [0, a;]}
J=1
Mais par définition de p :

d
{deN*,d|netpug#0}= {H/)_/-)/.V,j e[1,d],B; € {0, l}}

Jj=1

donc pour n > 1,

d
Z//((]) = Z T <H /)j’)
( {0,1}4

d|n (B1,---,B4)€ Jj=1

=(=1)k ou k=|{j]3;=1}]
d
=Y (-1)F > 1
k=0 (B1,....84)e{0,1}4
‘:/\ 3 =1 ‘:/,

B.3 Inversion de MOBIUS

Théoréme 3.3.15: Formule d’inversion

N* — K
Soit f € F(N*,K), on pose ¢ : n o — Zf(d) . Alors :
dln
fm) = Y udg (5)
dln

Démonstration. Ona g=fx1.0r f = fxTqy = fx(1xp)=gx*p.

Proposition 3.3.16: Convolution et multiplicativité

Si f, g € F(N*,K) sont multiplicatives, alors f * g est multiplicative.

. : o N
Démonstration. Soient (m,n) € (N*)*m An = 1.

q
m = | | )
Jj=1
q+d
n = || )
o Dj

j=d+1

On écrit : avec les (p;) premiers entre eux deux-a-deux.
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On a: (f*xg)(mn) Z f(d) (/( ) par définition. Considérons :

d|lmn
{d | mn} — {0 |m} x {&' | n}
. q+q ; (. q+q :
i d= H pfjj, on0<fB;<a; pr/j, H plj
j=1 =1 j=q+1

qui est bijective d'inverse (§,6") — 64¢’. Donc :

(f*xg)(mn) = Z £(58")g (%)

d|m
8 |n
77l n
= (2
é\m
= (fxg)(m)(f*g) (n

C) Anneaux Z[a] *xx*
C.1 Définition

Lemme 3.3.17: important ! xxxx*

Si PeZ[X], Eaka SlP()zO,alorsq|anetp|a0
q
k=0

Démonstration. En effet

n—1
p ,
P <q) =0 2 ap " =0 = ap" = —qE apptgt Rt

De plus p" A g =1d’ou q | ay.
n

De méme agq"” = —p Z arp" " Fetpagt=1doup | ao.
k=1

Définition 3.3.18: Anneau Z|q]

Soit P = X?+aX +b e Z[X] sans racine rationnelle. Soient a et 3 les deux racines
complexes de P. On note :

Z[a] = {Q(a), Q € Z[X]}
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C’est un sous-anneau de C.

Z[X] — C
Q  — Q)
Or, Z|a] = 0,(Z| X]) et Z| X] est un anneau donc Z|«a] est un sous-anneau de C.

Démonstration. Posons 6, : qui est un morphisme d’anneaux.

Proposition 3.3.19

Zlo] = {z + ya, (2,y) € Z%}

Démonstration. < < : évidente avec Qg y = T + Yo
< = :0na P(a) =0doi o = —aa — b. De 1a, deux démonstrations possibles :
— Par récurrence, on montre que " = x,a + Y, ot (xy,), (yn) € Z".
— Par division euclidienne, Q = QP + R si Q € Z[X], P étant unitaire; on a
(Q,R) € Z[X]?, deg(R) < 1 d’ou
Qo) =0+2z+ ay
——

=R(a)

Remarque 3.3.20

Par relations coefficients-racines, Z[a]| = Z[f5]

Par exemple,
<1 Z[i] 'anneau des entiers de Gauss, trés important en arithmétique.
< Z[v/2] est dense dans R.

C.2 Conjugaison

Proposition 3.3.21

On définit :
_ {Zla]  — Za]
"l x+ay — x4+ Py

T est bien défini, et il s’agit d’un morphisme d’anneaux.

Démonstration. <1 Bonne définition : I'écriture x + ay est unique par irrationnalité de
Q.
En effet, si 2 + ay = 2’ + ay/, alors (z —2') = aly —y). Siy # ¢/, alors a € Q, c’est

impossible. Alors, {

. !
xr =2

y=1y
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< Morphisme : on montre que Vz, 2’ € Z[a], 7(22") = 7(2)7(2).

. Z =T+ oy ’ , , , 5 ,
Si zz =zxzx +o(yr +yx)+ oy
7 =1 +ay ' (y yr)+ vy
=—aa—>b

D'ou 7(2)7(7") = 7(22).

Exemple 3.3.22: Conjugaison dans Z][i]

Dans Z[i], la conjugaison ressemble & celle dans C :

R L

iy — zT—iy

puisque P = X? +1 = (X —i)(X +1).

C.3 Norme et inversibilité

Zlal — Z

Posons N { . En effet si z = x + ya,
T(2)z

z >
N(z) = (z + By) (= + ay)
= 22 + zy(a + B) + aBy?

=2 —azy + by’ e Z

Proposition 3.3.23: Inversibles de Z[«]|

Vz € Zla],z € (Z]a])* < N(z)€ {£1}

Démonstration. < = :Siz2' =1, N(2)N(2') = N(1) = 1 d’ott N(z) € {+1}.

< < :Si N(2) = ¢, alors 27(2) = ¢ d’ott (e7(2))z = 1 et ainsi 27! = e7(2).

Dans certains cas, on parvient a déterminer totalement (Z[a])*.

D) Idéaux et anneaux principaux **xx

Quelques rappels / remarques sur les idéaux :

<1 Si I est un idéal contenant un élément inversible, alors 'idéal est égal a 'anneau
entier. La notion d’idéal de corps n’est donc pas pertinente.

<1 Un idéal n’est pas un sous-anneau. Sinon, il contiendrait le neutre et serait égal a
I’anneau entier.

<1 Une intersection (méme infinie) d’idéaux est un idéal

<1 Une somme finie d’idéaux est un idéal.
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Définition 3.3.24: Idéal principal

Un ideéal de la forme (xg) = x9A pour xo € A est un idéal principal.

Définition 3.3.25: Anneau principal

Un anneau principal est un anneau dont tous les idéaux sont principaux.

Théoréme 3.3.26: Z et K[X] sont principaux

Z et K[X] sont anneaux principaux.

Démonstration. <1 Z : tout idéal de Z est a fortiori un sous-groupe donc de la forme
aZ.
< K[XT] : Soit I un idéal de K[X]. On le suppose non-trivial.
On considére D = {deg(A), A € I\ {0}} ensemble non-vide de N. Soit dy = minD et
Ap € I\ {0} tel que deg(Ag) = dp.

— On a (A 1()) = 41()]{[4\7] c .
— Soit P € I. On réalise la division euclidienne de P par Ay,
P=A,Q+ R

avec deg(R) < dy. Or R = P — ApQ € I. Comme deg(R) ¢ D, nécessairement

Proposition 3.3.27

Soit (A, +,.) un anneau principal. Alors toute suite croissante d’idéaux de A est

stationnaire.
Démonstration. Soit (I,)nen = (anA)nen une suite croissante d’idéaux.
Pour tout n € N, I, € I,,41 id est apt1 | an. Soit J = U I,.

neN

< J est un idéal : Soient (z,y) € J?. 1l existe (n,p) € N? tels que x € I, et y € I,,.
Posons k = max(n, p). Par croissance, (x,y) € f,‘) Ainsiz —yel, < J.
SizeJetae A, ineN,ze I, dott ar e I,, < J.

< On atteint J : On dispose de b € A tel que J = (b). Nécessairement b € J donc on
dispose de N tel que be Iy.
Ainsi, (b) € (an) = Iy € J = (b) dou J = I,.
Pourtoutn> N, In=J <, cJetl,=J.
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Lemme 3.3.28

Soitt A un anneau commutatif, intégre et principal. Tout élément a € A non-
inversible admet un diviseur irréductible.

Démonstration. Si a n’est pas irréductible, il admet un diviseur strict aq non-inversilbe,
non associé a A. :
(@) S (a1) & A
Si a; est irréductible, on a terminé, sinon il admet un diviseur strict as, non-inversible tel
que
(a) & (a1) € (a2) & A

Comme il n’existe pas de suite infinie strictement croissante d’idéaux par la Proposition
en un nombre fini d’étapes on obtient a; irréductible.

Théoréme 3.3.29: Décomposition en irréductibles

Soit (A, +,.) un anneau commutatif, intégre et principal.
Alors tout élement non-inversible se décompose en produits d’irréductibles.

Plus précisément, soit (P;);er est une famille de représentats de chaque classe d’ir-
réductibles associés. Alors, pour a € A\A*, il existe :

(i1,...,iq) € I 2-a-2 distincts d
(1. .., aq) € (N¥)* tels que a = uH Pij‘f
ue A* j=1

et cette écriture est unique & l'ordre prés des facteurs.

d d’
; T TP I o _ Br
Démonstration. Unicité : On suppose u H P =V H ;,
j=1 k=1
d .
< Soit [ € [1,d], pi, | v H pj:. Comme p;, est irréductible, il est 'un des facteurs.
k=1
Comme v est inversible, on dispose de k € [1,d], p;, | pj,. Par irréductibilité de
Djr» Di, €t pj, sont associés donc égaux (il y a un seul représentant par classe). Ainsi

{i,j € [1,d]} = {jr.k € [1,d']}. L’autre inclusion se montre séparément donc
d=d.
<1 Quitte & renuméroter, on suppose i = ji pour tout k.
Montrons que pour j € [1,d], a; = B;. Soit k € [1,d]. Supposons par exemple
o < Br. Alnsi :
1 « - Br—ay By
j#k j#k

Or pour tout j # k, p;; A p;,, = 1. Donc uv™! Hp;;’ A pi, = 1. Nécessairement,
Jj#k
Br — ay, = 0.
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d d
. - (\/ (&%} .
<1 Ainsi, u p;’ =v p;’ et donc u = v.
J J

J=1 Jj=1
Existence : Soit a € A.
Si a est irréductible, on a terminé. Sinon, ¢ admet un diviseur irréductible a; par le Lemme
Ainsi, on a i1 € I, p;, | a. Ainsi a = a1p;,.
<1 Si ay est inversible, on a une décomposition en irréductibles.
<1 Sinon, il admet un diviseur irréductible p;,. On obtient ainsi une suite croissante
d’idéaux, en un nombre fini d’étapes on obtient a; inversible et ainsi une décompo-

sition.

E) Anneaux euclidiens xx

Définition 3.3.30: Anneau euclidien, stathme

Soit A un anneau commutatif intégre. On dit que A est euclidien s’il existe une
application ¥ : A — N vérifiant la propriété suivante : pour tout a,b e A\ {04},
il existe ¢,r € A tels que

a=>bg+ret (r=0ou(r) <))

L’application i est appelée stathme euclidien.

Proposition 3.3.31: Exemples

<1 Z est euclidien : le stathme est la valeur absolue.
< K[XT] est euclidien, le stathme est le degreé.

<1 Z[i] est euclidien, quel est le stathme ?

Démonstration. Voir premiére année.

Théoréme 3.3.32: Principalité d’un anneau euclidien

Soit (A, +,.) un anneau euclidien. Alors A est principal.

Démonstration. C’est la méme démonstration que K[ X | euclidien, en remplagant le stathme
par .

Cette propriété est riche de conséquences : tout anneau principal vérifie I'identité de
Bézout, le lemme d’Euclide, on peut définir un PGCD, PPCM...
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F) Idéaux maximaux *x

Définition 3.3.33: Idéal maximal

Soit A un anneau commutatif. On dit qu'un idéal I est mazimal si I & A et si
pour tout J idéal tel que I < J, J = A.

C’est dire que (A/I) est un corps (en tant qu’anneau quotientn, notion largement hors-
programme mais indéniablement intéressante).

Proposition 3.3.34: Caractérisation des idéaux maximaux

I est un idéal maximal si el seulement si pour tout a € A\I, il existe be A, x € I,
ab=1+=x.

Démonstration. < Soit a € A\I. On considére J = I +(a). Par maximalité de I, comme
1< J,J=A. Afortiori 1 € J d’ou 'existence de x € I et b€ A tels que 1 = x + ba.

<1 Soit I € J € A ou J est un idéal. On dispose de a € J\I, et de be A, z € I tels que
l=ab—xzeJ douJ=A.

Corollaire 3.3.35

<1 Les idéaux maximaux de Z sont les pZ avec p premier.
<1 Les idéaux maximaux de K[X] sont les (P) = PK[X] avec P irréductible.

Démonstration. < Z:pL S nZ <7 < n|pdonc pZ maximal si et seulement si
ses seuls divisuers sont 1 et p.

< K[X] : méme démonstration.

G) Idéaux premiers *x

Définition 3.3.36: Idéal premier

I est un idéal premier si pour tout (a,b) € A% siabeT alorsacloubel

C’est dire que (A/I) est integre.

Proposition 3.3.37

Si I est maximal, alors I est premier.
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Démonstration. Avec les anneauzr quotients c’est évident : un corps est toujours intégre.
Mais faisons la démonstration avec les outils de MP :

On suppose I maximal. Soit (a,b) € A% tel que ab € I. Supposons a ¢ I. Par maximalité
de I, on trouve ce Aet x€l, ac =1+ x.

D’ott abc —xb =be I.

IV) Corps
A) Caractéristique d’un corps **x*

Soit (K, +,.) un corps.

A.1 Deéfinition

Théoréme 3.4.1: Caractéristique d’un corps

Considérons

0 - (Zv+’><) - (K7+")
ok — k.1k

qui est un morphisme d’anneaux.
Ker(f) est un idéal de Z de la forme pZ avec p € N. p est appelé la caractéristique
du corps, notée car(K).

<1 Si 0 est injectif, car(K) = 0 et Q s’injecte dans K.

<1 Sinon, car(K) = p € P et F,, s’injecte dans K.s

Démonstration. On a Ker(f) = (p) = pZ, p e N.

<1 Supposons @ injectif, alors p = 0. 6 est un morphisme d’anneaux injectif de Z dans
K.
Soit Zy = O(Z) ~ Z en tant qu’anneaux. Comme K est un corps, on peut poser Qg
le sous-corps engendré par Zj, une copie de Q dans K.

- @)@ — Qo
L N O

qui ne dépend pas des représentats choisis. C’est un isomorphisme de corps.

<1 Supposons que 6 n’est pas injectif. Supposons p = ab, alors :
Ox = 0(p) = 0(a)d(b)

Par intégrité, 6(a) = 0 ou 6(b) = 0, id est p | a ou p | b : impossible, donc p € P.
On pose
J. { %/[)Z — K

L E — k)

qui est injectif. Son image est une copie de IF,, dans K.
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A.2 Cardinal d’un corps fini

Lemme 3.4.2: Un surcorps est un espace vectoriel sur le sous-corps

Si k est un sous-corps de K, alors K est un k-espace vectoriel.

Démonstration. On définit la loi de composition externe :

.{k‘xK — K

(,a) — axga

et on vérifie toutes les propriétés.

Théoréme 3.4.3

Tout corps fini a un cardinal de la forme p? ou p = car(K).

Démonstration. Soit KK un corps fini. Nécessairement, sa caractéristique est strictement
positive et premiére, notée p. De plus, F, s’'injecte dans K. Ainsi on a [F, € K une copie
de F,,. Alors, par le Lemme 3.4.2|7 K est un [F)-espace vectoriel de dimension finie d.

. . N . ~d
Ainsi K est isomorphe a F,", d’ou |K| = |[F,"| = p?.

A.3 Morphisme de FROBENIUS

Proposition 3.4.4

Soit K un corps de caractéristique p.

Alorso':{K —
T

p st un morphisme de corps.
| — €T

En particulier, ¥(z,y) € K2, (x + y)? = 2P + ¢P.

C’est finalement le réve de tout éléve de troisiéme qui ne connait pas ses identités
remarquables :

(a+b)? = a® + b

P
)
Démonstration. En effet, si ke [1,p— 1], k! <‘;) = H j est divisible par p.
) j=p—k+1
OrVje[l,p—1],panj=1doupAnk! =1 et par le lemme de GAUSS, p | <§)>

Par binéme de Newton, on conclut.

On remarque également que K = F,, o = id.
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B) Carrés de F, ***x

Lemme 3.4.5: Lemme du berger pour un morphisme de groupes

Soit 1 : G1 —> G9 un morphisme de groupes, avec G fini. Alors :

|G| = [Kery[[Tm)|

\.

Démonstration. On écrit G = |_| 7 H{w)).

yelm(v)
Pour y = 9(x0) € Im(¢)) donné, ¥~ ({y}) = zeKer(¢)). Donc [v " ({y})| = |Kery)
le résultat.

Théoréme 3.4.6

p—1

et on a

Pour tout x € IE'Z, x est un carré si et seulement si x 2 =1et
% * .2 _p_l
< |{erFp,EIyEIFp,a:—y H = 5
+1
< |{x€Fp7E|y€]Fp=«T:y2}|:pT

Démonstration. Considérons le morphisme de groupes :

F;—>Ff
P

y Uy

< Etude du noyau de ¢ : y e Kerp <= 3> =1 < (y—1)(y +1) = 0 et ainsi par
intégrité cela équivaut a y = £1. Ainsi, Kerp = {—1, 1}.

<1 Cardinal de Im¢ : On a par le Lemme

|5 p—1
Im | = =
Ker ¢ 2
Or, pour tout = € Imyp, x s'écrit = y° avec y € IF: Donc, par le théoréme de
FERMAT :
p—1 pfl —
T2 =y =1
Ainsi  Ime < Rac (X 2 — 1) et on a donc égalité.
W N y /,
cardinal 25

p—1

1
2 cardinal d’au plus 5
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Corollaire 3.4.7

Soit pe P, p = 3.
(—1) est un carré dans F, si et seulement si p = 1[4].

— ) — 1
Démonstration. (—1)121 =1 ! 5=

0]2] < p=1[4].

C) Tout sous-groupe fini de K* est cyclique **x

Théoréme 3.4.8

Soit G un sous-groupe fini de cardinal N de K*. Alors G est cyclique.

Démonstration. Deux démonstrations possibles ici, plus ou moins élémentaires

<1 Nécessite la Proposition [3.1.18 : Comme G est abélien,

d = maxord(g) = \/ord(g) <N

geG
g geG

Ainsi pour tout g € G, g% = 1¢ = 1g. Ainsi X?—1 a au moins N racines d’oit d = N.
Alors d = N est G est cyclique.

<1 Sinon : Pour tout z € G, ord(x) € {d,d | N}.

G=| |{zeG, od(x) = d}
d|N s

=Gy
On montre que G # &. Soit d | N.
— Casl:Gyg=.
— Cas 2 : On prend a € Gg4. Alors {a) € Rac(X? — 1) qui a au plus d éléments.
Ainsi :

{a) = Rac(X%—1)

Donc tout élément de Gy est dans {(a). D’ou |G4| = [{z € {a),ord(z) = d}| =
¢(d).

Ainsi |Gq| € {0,¢(d)}. Mais > ¢(d) = N = »'|Gq4| d’aprés la Proposition [3.3.8

d|N d/N
Nécessairement, pour tout d | N, |G4| = ¢(d). En particulier, |Gn| = ¢(N) > 1.

D) Extension algébrique de corps *
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Lemme 3.4.9

Soient K € L deux corps tel que L est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit E' un L-espace vectoriel de dimension finie.
A fortiori, FE est un K-espace vectoriel et

dimg (F) = dimg (L)dimp,(E)

Démonstration. On prend (eq, ..., eq) base de E comme IL-espace vectoriel.

On prend (w1, ...,wq) base de L comme K-espace vectoriel.

On montre aisément (liberté + caractére générateur) que (w,,'«j)w. est une base de Ef comme
K-espace vectoriel.

D.1 Elément algébrique sur un corps

Soit K un corps.

Proposition 3.4.10: Morphisme de spécialisation

Soit (A, +, x,.) une K-algebre. Soit a € K.
K[X] — A

9 n
S St e Y
k=0 k=0

est un morphisme d’algeébres de K[X] vers A.

Démonstration. <0 (X")pen est une base de K[ X] et 6, est 'unique application linéaire
qui envoie (X") sur (o).
< On a bien 0,(1) = 0,(XY) = 14.
<1 Par linéarité, pour montrer 0,(PQ) = 0,(P)0,(Q), il suffit de le montrer sur les

monomes.

Or 0,(XPX?) = 0,(XPT1) = Pt = aPal = 0,(P)0,(Q).

On note K[a] = {P(«a), P € K[X]} = Im(0,). Vif avertissement sur la nature des
objets : a« € A, P(«) n’est pas une évaluation.

Proposition 3.4.11

<1 Si 0, est injectif, dans ce cas K[a] = K[X] et donc K[a] est de dimension
infinie.

<1 Si 0, n’est pas injectif, on dit que « est algébrique sur K (il existe P # 0 tel
que P(a) = 04).
Ker(6,) = {P € K[X], P(a) = 0} 'ensemble des polynoémes annulateurs de
a est un idéal de K[X].
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Ainsi Ker(6,) = P,K[X] ou P, est I'unique polynéme unitaire qui engendre
Ker(6,). Il est appelé polynéme minimal de a.

Démonstration. Ce sont des vérifications immeédiates.

Supposons maintenant, pour la suite, o € A algébrique sur K.

Théoréme 3.4.12

Avec les hypothéses et les notations ci-dessus, K[a] est un K-espace vectoriel de
dimension d = deg(P,) et de base (1,a,...,a% ).

Démonstration. Par division euclidienne,
K[X] = Ker(0,) ® Kyg—1[X] = P.K[X] ® Kyg—1[X]

Comme Ky 1[X] est un supplémentaire du noyau I\’E‘,I’(H“)79“”((/_'[_\'] réalise un isomor-
phisme de Ky_1[X]| dans son image K[a|. En particulier, il envoie la base canonique
(1, X,...,. XY vers (1,a, ... ., a?™1) base de K[a].

Proposition 3.4.13

Supposons 6, non-injectif. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. K[a] est integre.
2. K[e] est un corps.
3. P, est irréductible.

Démonstration. < (1) = (3) : On a 0 = Py(a) = Q(a)R(a), si P, = QR donc par
intégrité Q(a) =0 ou R(a) = 0 soit P, | Q ou P,
Ainsi, P, est irréductible.

< (3) = (2) : Supposons que P, est irréductible. Soit Q(«) € K[a]\ {0}, avec @ € K[X],

donc P, ne divise pas @ (sinon Q(«) = 0).
Donc Py, A Q = 1. D’aprés le théoreme de Bézout, on dispose de U,V € K[X]?,
UP,+VQ =1dou V(a)Q(a) = 1. Ainsi Q(«) est inversible.
De plus K[a] est un sous-anneau de A, donc ¢’est un corps.

R. Donc ils sont associés.

< (2) = (1) : évident.

D.2 Cas ou ’algébre est un surcorps de K.

Soient K € IL deux corps. A fortiori, I est une K-algébre. Le point précédent s’applique
donc.
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Rappel 3.4.14: Caractérisation par la dimension

a € L est algébrique sur K si et seulement si K[a] est un K-espace vectoriel de
dimension finie.

Démonstration. < Si a n’est pas algébrique sur K, 6, est injectif donc K[a] ~ K[X].
Alors K|a] est de dimension infinie.

<1 Si « est algébrique sur K, K[a] est de dimension finie égale a deg(FP,).

On montre alors aisément que tout élément x € K[a] est algébrique sur K si « Dest.
En effet K € K|z] € K[a]| donc de dimension finie.

Théoréme 3.4.15: Structure de corps

P,, est irréductible sur K.
K|a] est un corps.

Attention, cela ne marche que lorsque A = LL est un surcorps de K.

Démonstration. K[a] est un sous-anneau de L qui est un corps donc intégre. Ainsi, K[«]
est intégre. D’apres les équivalences de la Proposition [B.4.13] on obtient le résultat.

Exemple 3.4.16

< K=Reta=i:iest algébrique sur R de polynéme minimal X2 + 1 et
R[i] = C, de dimension 2 sur R.

< K=Qeta=j:jest algébrique sur Q, car X> + X +1 € Q[X] annule j.
De plus il est de degré 2 sans racine dans Q donc irréductible : c’est bien le
polynome minimal. Ainsi dimg(Q[j]) = 2 de base (1,j).

< K:Qetazﬁ:PﬁzXQ—Q

Lemme 3.4.17: Tour d’extensions

Si a et B sont algébriques sur K, K[a][S] est de dimension finie sur K. On a :

dimg (K[][8]) = dimg (K[a])dimg,;(K[a][5])

Démonstration. Posons k = K[a] qui est un corps.
Ps € K[X] annule 8 mais Pz € k[X]. Donc 3 est algébrique sur k. Ainsi, dimy (k[5]) < +o0.
Or, K € k = K[a] < K[a][8]. Ainsi, on a le résultat souhaité, en utilisant le Lemme [3.4.9]

sur la multiplicativité des dimensions.
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Définition 3.4.18: Cléture algébrique

On définit la cléture algébrique d’'un corps K comme le plus petit surcorps L de K
tel que tout polynéme de K[X] soit scindé sur L.

Un corps est algébriqguement clos lorsque tout polynéme a coefficients dans ce corps
est scindé. Autrement dit, tout a € K est algébrique sur K.

C est donc un corps algébriquement clos d’aprés le théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS.

Corollaire 3.4.19

k = {z € C, z est algébrique sur Q} est un corps algébriquement clos.

Démonstration. Soient «, 3 € k.
<1 Stabilité par addition et multiplication : Par le Lemme|[3.4.17} Q[«][3] est de dimen-

sion finie sur k.

o a+BeQlallf] , | Qla+ 5] < Qo] 15 Ol + 31 ot OlaB] son
Or { a8 € Q[a][4] donc { Q] < Q[a][8] Ainsi Q[ + ] et Q[aS] sont

de dimenion finie sur k. Donc a+ f et a8 sont algébriques sur QQ, donc appartiennent
a k.

<1 Stabilité par inverse : Soit o € k\ {0}. Soit P, sont polynéme minimal, et notons d

. . 1 , 1 1

son degré. On considére xXip, (X) € Q[X] : il annule — donc — € k.
o) o
Ainsi, k est un corps.
<1 k est algébriquement clos : Soit P € k[X]. Notons
n )
P = Z a; X7 € Qla, . .., ][ X]
J=0

ou a; € k. Soit § € Cracine de P. j est algébrique sur Q[ao, ..., o] = Qlag]. .. [an],
qui par le Lemme [3.4.9] (et une récurrence immédiate), est de dimension finie sur Q.
Or Q € Qlao, - ..,an] € Qlap,. .., ay][5] tous de dimension finie. A fortiori, Q[/]

est de dimension finie sur Q. Donc 3 € k.

D.3 Automorphismes du corps Q[«]

Proposition 3.4.20

Soit «a algébrique sur Q et ¢ un automorphisme du corps Q[a]. Alors

VreQ p(z) =1

Démonstration. <1 Par récurrence sur N, comme ¢(0) = 0 et p(n+1) = o(n)+1 = n+1.

<1 On transfére la propriété a Z.



90 CHAPITRE 3. ALGEBRE GENERALE

. p .
<1 Puis & Q en remarquant que pour Pe Q,q e N*,
q

Proposition 3.4.21

Si P est le polynome minimal de «, p(«a) est racine de P.

Démonstration. Appliquer ¢ et utiliser la propriété de morphisme d’anneaux.

Corollaire 3.4.22: Dénombrement des automorphismes de Q[¢]

[Aut(Q[a])] < deg(P)

Démonstration. Immeédiate.

Cela permet parfois de trouver tous les automorphismes d’un Q[a]. Par exemple, consi-
dérons Aut(Q[j]). On sait qu'il y a au plus 2 automorphismes de Q[j].
Or, l'identité et la conjugaison conviennent : on les a tous.

V) Polynomes

Soit P € K|X], P # 0. On notera deg(P) € N le degré de P et [P] € K le coefficient
dominant de P

A) Polynomes de Tcheybychev xxxx

Théoréme 3.5.1

< Pour tout n € N, il existe un unique 7,, € R[X] tel que pour tout ¢ € R,
T, (cost) = cos(nt).
Ty =1
<1 On a la formule par récurrence suivante : < 77 = X .
Tn+1 = 2)(Tn - Tnfl
deg(Tn) =n
[To] =1 et Vne N* [T,] =21~

<t Le polynéme T,, admet n racines distinctes dans [—1,1].

Démonstration. A savoir faire trés rapidement.
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<1 Existence : Pour tout ¢t € R,

cos(nt) = Re(e™) = Re((cost—i-lbmt) ")

n
< i¥ sin® () cos™ ™ k(t))
k=0

_
NS
[y

-2 (;;) (sin® £)* (cos )2
S @{) — (cos )2 (cos t)" 2

=~
Il
o

[3]
Ainsi en posant T, = Y (;) (—1)*(1 — X2)F X" 2% on a cos(nt) = Tp(cost).
<1 Unicité : Si P, et T}, conviennent, pour tout t € R, (P, —T},)(cost) = 0. Cela fournit
une infinité de racines du polynome P, — T, qui ne peut donc qu’étre nul. Alors
P, =T,.

<1 Formule de récurrence : Soit n > 1.

cos((n + 1)t) + cos((n — 1)t) = 2cos(nt) cos(t)
Donc pour t € R,
Thy1(cost) = 2T, (cost) cost — Ty,—1(cost)

Ainsi T}, 11 —2XT,, +T,,—1 s’annule sur [—1,1] et est donc nul. Ainsi T}, = 2X7T,, —
Tn—l-

<1 Degré, coefficient dominant : par récurrence rapide.

<1 Racines : Soit x € [-1,1], et £ € R tel que x = cost.

Th(x) =0 < T,(cost) =0
<= cos(nt) =0

— HkEZ,ntzg—H{m

T km
— Jke|0,n—-1],t = — 4+ —
[[ ! ] 2n+n

L T km )
Ainsi pour k€ [0,n — 1], zx = o + — est racine de T),.
n
Par décroissance stricte de cos sur [0, 7],
<z, 1<---<z9<1

T,, a donc n racines distincts dans [—1, 1], on les a toutes car deg(7},) = n.

B) Irréductibilité, racines et surjectivité
B.1 Racines et irréductibilité *xx*

Attention, il ne faut pas se fier a I'intution habituelle que I'on a sur R ou C. On peut
avoir K = I, par exemple.
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Remarque 3.5.2

Soit P € K[X] irréductible, avec deg(P) > 2. Alors P n’a pas de racine dans K.
Ceci est bien connu : un polynoéme irréductible n’a pas de racine (sil est de degré
> 2) dans le corps considéré.

Mais attention! La réciproque n’est vraie que pour les polynémes de
degré 2 ou 3. Voici le contre-exemple : P = (X2 4+ X +1)? n’a pas de racine dans
R mais n’est pas irréductible.

Démonstration. Si P est de degré 2 ou 3, P = Q1Q2 avec deg Q1 + deg Q2 € {2,3}. Donc
I'un des polynomes est de degré 1 et P a un racine.

Alors il est facile de trouver P € Fo[X| de degré 2 ou 3 qui est irréductible, il suffit
qu’il n’ait pas de racine : P = X?+ X +1ou P = X% + X% + 1.

B.2 PGCD et corps **x

Proposition 3.5.3: Indépendance du PGCD / corps

Soient deux corps K € L. Soient P, Q € K[X] € L|X]. Alors :

P rgx) Q@ =P ALix) @

Démonstration. On obtient le PGCD par ’algorithme d’Euclide, en réalisant des divisions
euclidiennes successives qui ne dépendent pas du corps.

Corollaire 3.5.4

Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit P € K[X] irréductible. Supposons P
scindé sur un surcorps L. Alors toutes ses racines sont simples.

Démonstration. Comme K est de caractéristique nulle, 0 < deg(P’) < deg(P) — 1. Donc
par irréductibilité de P, P A P’ = 1 dans K[X] donc dans L[X]. Ainsi P et P’ n’ont pas
de racine commune et toutes les racines sont simples.

B.3 Surjectivité d’un polyndéme **

Proposition 3.5.5

1. {P e C[X],P(C) = C} = C[X]
2. {P e C[X],P(R) = R} = {P € R[X],deg P impair}
3. {PeC[X],P(Q) = Q} = W[X]
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Démonstration. 1. C’est une conséquence directe du théoréme de I’ ALEMBERT-GAUSS.

2. Les polynomes de degré impair sont surjectifs d’apreés le théoréme des valeurs inter-
meédiaires. Ceux de degré pair admettent un extréma global.

3. Soit P € C[X] tel que P réalise une surjection de Q sur Q. Il est évident qu'un
polynéme de Q;[X] réalise une telle surjection, nous nous contenterons donc de
montrer 'inclusion directe.

<1 Montrons tout d’abord que P € Q[X].

On utilise les polynémes de LAGRANGE : en notant n = deg P, on prend
(ag, .. .,an) € Q" 2-a-2 distincts.
n
~ X —ay .
Posons P = Z P((I]) H ﬁ € @77,[‘X]~
j=0 ke[0,n\{j} 7 K

Alors, P — [’ est un polynome de degré < n qui a n + 1 racines (les ag, ... ay).
Ainsi P = P e Q[X].

n
<1 Montrons que P = Z b X" est de degré 1. Quitte & multiplier par le PGCD
k=0
des coefficients de P, on considére que P € Z[X].

I . 1
On étudie I'image réciproque par P des < .
m :
meP

p ) 1
Soit m € P; par surjectivité, soit Pe Q tels que P (Z) = —.
q q m

n
Ainsi m 2 b F = ¢" don m | ¢, et ainsi ¢ = mqp avec g Ap = 1 et

k=0
mAp=1.
Cela se réécrit
n—1
mb,,p”’ +q Z b;{pk(}”_l_k _ ”)n([(ﬁl,
k=0
—

=A
et finalement :
bup" + mqoA = 711”'_1(16’
ar ur in>=2,m)|byp r le lemme ss, m | by.
Par I'absurde, si n > 2, b,p" et par le lemme de GAUSS, bn,
Il suffit donc de choisir m € P qui ne soit pas un diviseur de b,, dans ce cas —
m

n’a pas d’antécédent. Donc n = 1 et on conclut.

C) Irréductibilité dans Q[X] *x
C.1 Contenu

Définition 3.5.6: Contenu d’un polyndéme et primitivité

n
Soit P € Z| X ]\ {0}. Notons P = Z arX*, a, # 0. On définit le contenu de P par
k=0

n
cont(P) = /\aj
j=0
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On dit que P est primitif si cont(P) = 1.

Lemme 3.5.7

Si P et @ sont primitifs, alors PQ est primitif.

Démonstration. Proposons deux démonstrations.

<1 Par passage modulo p (a la frontiére du programme) : Posons

7| X| — F,[X]
e 2 mpX* — Z mr X"
k=0 k=0

On vérifie que ¢’est un morphisme d’anneaux. Ainsi :
m(PQ) = =(P) 7(Q)
—— ——

#0 #0

car cont(P) = cont(Q) = 1.
Comme F), est un corps, Fp[X] est intégre, donc n(PQ) # 0 et p ne divise pas

cont(PQ).
n+m
<1 De facon élémentaire : PQ = Z (:A,Xk ou ¢ = Z a;b;.
k=0 (i,5)

itj=k
On peut donc définir, comme cont(P) = 1 et cont(Q) = 1,
io = min{i, p t a;} et jo = min{j,p 1 b;}
Alors
io—1 Jo—1
Cio+jo = ai()bj() + ]Z Ok b’l:o+./0*/‘~7 + ]Z() bk , b’:0+-7‘0*]‘7
" divisible par p

. c=0 4: . -
premier avec p divisible par p

D’ou Cig+jo = ai()bjo [p]

Théoréme 3.5.8

Pour tout (P, Q) € (Z|X]\ {0})27

cont(PQ) = cont(P)cont(Q)

tQOZ

Démonstration. Posons Py = qui sont primitifs. Or on a :
c

P . Q
ont(P) cont(Q)
cont(aP) = |a|cont(P)
Donc cont(PyQo) = 1. Or PQ = cont(P)cont(Q) PyQo donc cont(PQ) = cont(P)cont(Q).
—_————

A
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C.2 Critére d’EISENSTEIN

Théoréme 3.5.9

n
Soit P = ' a;X"* € Z[X] avec a, # 0.
k=0

Vielo,n—1],p| a;

On suppose qu'il existe p € P tel que : { pta,
2

P~ fao
Alors les seuls diviseurs de P dans Z[X] sont de degré 0 ou n.
P est donc irréductible dans Q[ X].

Démonstration. On suppose P = QR avec (Q, R) € (Z[X])?. Soit p € P vérifiant I’hypo-
theése. Alors, en ayant

V '—:[}\Y] — ?/)[4\7]
n n
e Z mpXF —s Z mr X"
k=0 k=0

on a

ap, X" =7m(P) =7m(Q)r(R)

v

Par unicité de la décomposition en irréductibles dans F,[X] (Théoreme [3.3.29)),

m(R) sont de la forme E\] et g X! avec k+1 = n.

5 . P R . 9 4
Par 'absurde, si k,l > 1, alors b, = ¢g = 0 id est p | by et p | co. Alors p° | agp : ¢’est
impossible.

D) Polynomes cyclotomiques **

On rappelle que V; est 'ensemble des racines d-iémes primitives de 'unité.

Définition 3.5.10

Pour d € N* on pose le d-ieme polynéme cyclotomique :

o= [ (X —w)

wEVd

Cela ameéne deg &4 = p(d).

Proposition 3.5.11

X"—1=]]%

dln
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Démonstration. Comme U,, = UV(/, on a:

dln
Xt—1=[[xX-w=]] (H(X—@) =[] ®a
wely, dln \weVy dn

Proposition 3.5.12

Pour tout d € N*, &, € Z[X].

Démonstration. On procéde par récurrence forte sur d.
<t Pourd=1,&; =X —1.

<1 Soit n = 2. Supposons pour tout d < n, &4 € Z| X].

X' —1=0,[[®s= B
—A dn

d<n

Comme A et B sont dans Z[X] et que B est unitaire, par division euclidienne de A
par B dans Q[X], on a &, € Z| X].

Proposition 3.5.13

p—1
Pour pe P, ®, = Z XF.
k=0

Démonstration. Pour z € Uy, ord(z) € {1,p} d’ou V, = U,\{1}.
p—1

XP—1=(X-1), dou &, = > X"
k=0

Exemple 3.5.14: Quelques ¢,

<P =X-1

< Py = (X —i)(X+1)=X*+1

< Py =X’+X+1

< = (X+DPX+)=X*-X+1
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<1 Déterminons ®g.

&g =

X
N TN

s
| |
@ D
4

S8

TN TN
“|g =13

N~
N——’
v\_./

TN
<7
|

o)

@ "
)

S
| |
w ©|3

00‘5\/

v\_/
——

Proposition 3.5.15: Irréductibilité

Pour p € P, ®, est irréductible.

Démonstration. On montre que ®,(X + 1) est irréductible. En effet si &, = AB, ®,(X +
1) = A(X +1)B(X +1). C’est un corollaire du critére d’EISENSTEIN, Théoréme .5.9]

o XP—1 .
< Rédaction 1 : On a @, = Y71 = ]Z;] X" Soit P = ®,(X +1).
p—1 k k 1)—17;)—1 L
Par binome, P = Z Z (‘,>X"' = Z Z (‘> X7,
k=05=0 J J=0k=j J
—_——

=cj

L ) 5
— ¢g = p est divisible par p mais pas par p~.
— ¢p—1 = 1 n’est pas divisible par p.

p—1
k
— Pour je[l,p—2], ¢ = 2 ( > = (i l) divisible par p.
' J

k=j J

< Rédaction 2 : XP —1=(X —-1)®, dou (X +1)P =1 = XP,(X +1).
Alors XP +1—1 = Xa(0,(X +1)) et 7(Pp(X + 1)) = XP~1.
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VI) Fractions rationnelles

!

A)  — kkkk
P
Proposition 3.6.1
d
Supposons P = A H(X — ;)™ avec les (@) jeq1 qp deux-a-deux distincts. Alors :
j=1

/

[

C .
L
jle—aj

A.1 Premiers rappels de convexité

Ces rappels seront complétés lors du chapitre de Topologie.

Définition 3.6.2: Convexité

A C E est convexe si pour (a,b) € A2,

[a,b] = {(1—t)a+tbte[0,1]} < A

Théoréme 3.6.3

A est convexe si et seulement si il est stable par barycentre a coefficients positifs.

Démonstration. Par récurrence sur n, la longueur de la combinaison linéaire barycentrique.
n =2 : c’est la définition.

n — n + 1 : Supposons la propriété vraie pour n points.
n-+1

Soit (aq, ..., ans1) € AV et (M, ..., Anit1) € RT” tels que Z Ai # 0.
i=1
n+1
Bar {(a1, \1),. .., (an, An)} = Bar { (b. Z )\,¢> f(a”H./\”H)} par associativite,
i=1

ou b = Bar {(a;,b;),1 < i < n} e A par hypothese de récurrence.
A étant convexe, c € A.

Lemme 3.6.4

Si les (A;)ier sont convexes, ﬂAi est convexe.
el
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Théoréme 3.6.5

Pour B € E, il existe une plus petite partie convexe contenant B. C’est l'intersec-
tion de toutes les parties convexes contenant B. On 'appelle enveloppe conveze,
notée Conv(B).

Théoréme 3.6.6

Conv(B) est 'ensemble des barycentres a coefficients positifs des points de B.

A.2 Théoréme de localisation de GAUSS-LUCAS

Théoréme 3.6.7

Soit P € C[X]. Les racines de P’ sont dans I’enveloppe convexe de P.

d
Démonstration. On écrit P = \H(l\' — (\v/>‘§/. Soit z € C
j=1
<1 Soit z € {aj,j € [1,d]} = Z(P). A fortiori, z € Conv(Z(P)).
<1 Soit z ¢ Z(P), on écrit
P'(z) ! m; ’T/ m;(Z — a;)

Hzma :41 |z — aj]?

d \
Donc Z M = 0. Ainsi z = Bar <<(\v/. |L”(/)|_)> ,je 1 J/J) c’est-a-dire :
,/:1 ~ J - J

B) Pole simple xxxx

Proposition 3.6.8

Soit F' € K(X), avec deg F' < 0 (quitte a faire la division euclidienne).

P
F = 0 avec P A Q = 1. Soit a un pole simple de F, et QQ = (X —a)R, R(a) #0
Dans la décomposition en éléments simples de F', la partie polaire associée & a est

avec A = Pla) = Pla)
X—a Q'(a)  R(a)
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P
Démonstration. F' = — = e + Fy. Fy € K(X) n’a plus a comme pole.
—a
On multiplie par (X —a) :
P
= = A+ (X —a)Fy e K(X)
P
On évalue en a : (a) =
R(a)

Or @ = (X — )R + R d'oi Q'(a) = R(a).



Chapitre 4

Rappels d’algébre linéaire

I) Matrices et changement de base

A) Matrice de passage *xxx

Voici des formules trés souvent erronées dans les copies, alors qu’elles sont essentielles
lors d’un exercice d’algébre linéaire.

Définition 4.1.1

Soit E' un K-espace vectoriel. Soit e une base de E et f = (f1,..., f,) une autre
base de E. On définit la matrice de passage de e & f :

P/ = Mat.(f1,. .., fn) = Maty(id)

Une telle matrice est inversible : (P/)~! = Py.

Théoréme 4.1.2

| .

Soit P = Pef matrice de passage de e & f.
Pour tout z € F, si on note X, = Mat.(x) et X; = Maty(x), on a :

X. = PX; =P/ X;

Xy =P 'X;=PfX.

B) Formule de changement de base et exemples essentiels *xxx

Théoréme 4.1.3: Formule de changement de base

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, et e, ey deux bases de
E; f1, fo deux bases de F. Alors, si ue L(E,F) :

Matel,ﬁ (u) = P]{f Matemb (u)(Peelz)il

101
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Corollaire 4.1.4

Si u est un endomorphisme,

Mate, (u) = P¢? Mate, (u)(P2) ™!

Traitons de facon compléte un cas simple pour ne pas faire d’erreur.
Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension 3, et soit f I’endomorphisme de E ayant
pour matrice dans la base B = (e, e, e3) de E.

1 0 0
A=10 -2 -1
0 0 1
/ / ! ]‘ . ! / / /
On pose €] =e1, €5 = e et e = —3¢ + e3. Soit B’ = (e}, €5, €3).
1
Cacluler A" = Matg/(f), puis si [z]s = | 1 |, calculer [z]q.
3
< OnaA'=P'APou P = Py
1 0 0
P == _1
3
1

On obtient P~! en explicitant e, eg et e3 en fonction de ¢}, €} et ef.

6’1 =e1 el 26/1
6,2 =€21 — €9 =61,2
eé =—§€2+63 es =§e'2+eg
Ainsi :
100
p! 01 1
3
00 1
d’ou
10?1001001100
A=pPlAaPp=[0 1 - ||0 —2 -1 1 ——|= 2 0
0 o‘i’ 0 0 1 2 0 0 1
<1
[2]w = Pa[z]s = P [z]»
soit

Wl =Oo
W = =
Il
W N =

1 0
[z]er =0 1
0 0

C) Lemme de factorisation **x
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Rappel 4.1.5: Comportement du noyau et de 1’image lors d’une compo-

sition

Pour tous u, v deux endomorphismes quelconques,
Ker(u) € Ker(v o u)

Im(v owu) € Im(v)

Proposition 4.1.6: Premiére factorisation

Soient ue L(E,F) et we L(E,G). Alors :

Ker(u) € Ker(w) <= Jve L(F,G),w =vou

Démonstration. <1 L’implication réciproque est connue.

<1 Idée : Si u était un isomorphisme, on poserait v = wou~!. On va donc restreindre u.
Soit H un supplémentaire de Ker(u) dans E. On sait que :
_ H — Im(u)
U
x — u(r)
est un isomorphisme.
On eécrit F' = Im(u) @ Hy. On considére v € L(F, G) tel que :

. — oyl
{ UTm(u) = WO U
\H, = 0c(my,0)
Pour tout x € Ker(u), vou(zr) = v(0g) = w(x) car Keru < Ker w.
Pour tout z € H, u(z) = i(z) € Im(u) et vou(x) =woa 'ou(x) = w(x).
Finalement v o u et w coincident sur H et sur Keru donc sur E.

Proposition 4.1.7: Deuxiéme factorisation

Soient v € L(F,G) et we L(E,G). Alors :

Im(w) € Im(v) < Jue L(E,F),w=vou

Démonstration. On écrit F' = H @ Ker(v).
5 H — Im(v)
Tl — u(x)
est un isomorphisme.
Pour tout 2 € E, w(z) € Im(w) < Im(v). Donc 9! (w(x)) est bien défini.
On pose donc :
-y E — F
1l — o w(x))

et on vérifie qu’il convient.
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II) Rang d’une matrice

A) Définition et calcul *xxxx

Rappel 4.2.1: Rang d’une AL

Le rang d’une application linéaire f de E dans F' est la dimension de son image.

Théoréme 4.2.2: Théoréme du rang

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K, et f € L(E, F). Alors :

<t Notons H un supplémentaire de Ker f dans E. Alors fjg : H — F est un
isomorphisme.

<1 Si de plus dim F < +00,

dimKer f +rg f = dim E

Rappel 4.2.3: Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice est :
<1 le rang de ’application linéaire qu’elle représente ;
<1 le rang de la famille de ses vecteurs colonnes;
<1 le rang de la famille de ses vecteurs lignes;
<1 le plus grand ordre des matrices carrés inversibles extraites de A ;
<

le nombre maximal de vecteurs lignes ou colonnes linéairement indépendants.

Méthode 4.2.4: Calcul du rang

7
| \

<1 Expliciter les vecteurs linéairement indépendants.

<1 Calculer la forme échelonnée de la matrice (voir la section sur le pivot de
GAUSS)

<1 Changer de base.

B) Matrices J, xxxx

Théoréme 4.2.5

Toute matrice A € M,, ,(K) est de rang r si et seulement si elle est équivalente &

I, O
J, = (0 0) e M, ,(K)

Attention, en général A n’est pas semblable a J,.
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C) Propriétés xxx

Rappel 4.2.6: Propriétés de base

Pour toutes matrices A et B,
< rg(AB) < min(rg A,rg B)
< rg(A+B)<rgA+rgB
< 1g(A") = rg(4)

Proposition 4.2.7: Rang d’une composée

Pour tous endomorphismes u et v,

rg(uowv) = rgv — dim(Keru n Imv)

Démonstration. Appliquer le théoréme du rang a u|yy, -

Proposition 4.2.8: Inégalité de FROBENIUS

Pour A, B, C € M,(K),

rg(AB) +rg(BC) < rg(ABC) +rg(B)

Démonstration. Notons a, b, ¢ les AL canoniquement associées. Appliquer le théoréme du
rang a | Tm(boc) et a Q| Tm(b)-

Proposition 4.2.9: Rang dans une extension de corps

Si L est un surcorps de K, pour A € M,(K) € M, (L), on a :

rgg (A) = rg(A)

Démonstration. Le rang est la taille de la plus grande matrice extraite inversible.
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IIT) Pivot de GAUSS

A) Rappel de l’algorithme **xx

Meéthode 4.3.1: Elimination de GAUSS-JORDAN

On n’agit que sur les lignes pour inverser une matrice ou résoudre un
systéme linéaire.
1. On cherche la premiére colonne non-nulle de la matrice A.
2. Sur cette colonne, on effectue un choix de pivot : on a intérét a choisir un
pivot donnant le moins de calculs possible, si on effectue les calculs & la main.
1l y a trois critéres pour cela :
<1 Le pivot lui-méme doit étre facile & inverser. L’idéal est un pivot égal a
1.
<1 Les autres coefficients de la ligne du pivot doivent étre "simples", de
préférence des entiers.
<1 Plus il y a de zéros sur la ligne contenant le pivot, moins il y aura de
calculs!
3. On fait un échange de lignes pour ramener le pivot sur la premiere ligne.
4. On annule tous les coefficients situés sous le pivot & I'aide d’opérations élé-
mentaires L; «— al; + 8Ly, a # 0.
5. On recommence récursivement en considérant la sous-matrice située stricte-
ment en-dessous & droite du pivot.

Voici une description algorithmique en pseudo-code :

Entrée : A une matrice
Sortie : A’ matrice échelonnée équivalente par lignes a A

Initialiser 'indice j de colonne a 1;
Initialiser l'indice 7 de ligne a 1;
tant que les indices i et j ne font pas sortir de la matrice A faire

si le bas de la colonne j (en-dessous de la ligne i au sens large) est nul alors
| Passer a la colonne suivante (j < j + 1)

sinon
Placer un élément non nul en position (7, j) par une opération L; <> Ly;
pour k < i+ 1 & derniére ligne faire

Ly« L+ AL;,ou A= __Lk[ﬂ
Li[J]

fin pour
Passer a la ligne suivante (i + i + 1);

Passer a la colonne suivante (j «+ j + 1)
fin si

fin tant que
renvoyer A
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En appliquant cet algorithme & une matrice carrée, on obtient une matrice triangulaire
équivalente (par lignes) a la premiére.

B) Opérations élémentaires

B.1 Définition et propriétés ***xx

Proposition 4.3.2: Matrices élémentaires

Posons Ej; la matrice élémentaire : Ej; = (6;1051)1<k,i<n € Mn(K). Alors :
< EnkE;j = 6uEy;
Ly

< SiA=[...])e M,(K),alors :
Ly,
0
EyLA= Ll (k-éme ligne)
< SiA= (Cl Cn) € M, (K), alors :

AEu=(0 ... Cp ... 0)(l-eme colonne)

Définition 4.3.3: Opérations élémentaires et matrices

<1 Transposition : L; «<— L; et C; «— Cj. Ces opérations multiplient le
déterminant par -1.
<1 Dilatation : Posons A € K ei i€ [1,n],

1 0 ... ... ... ... 0
0
1
D;(N) = A
1
: . 0
O ... ... ... ... 0 1

D;(\)A correspond & L; «— AL;
ADj(\) correspond & Cj «— AC}
<1 Transvection : Posons pour A € K et pour ¢ # 7,

sz()\) =1, + )\El'j

Tij(A)A correspond a L; «— L; + AL;
AT () correspond & Cj «— Cj + AC;
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<1 Les opérations élémentaires sur les lignes conservent le noyau.
<1 Les opérations élémentaires sur les colonnes conservent I'image.

<1 Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes conservent le rang.

Corollaire 4.3.4: Caractéristiques de la matrice obtenue par pivot

Soit A’ la matrice obtenue par élimination de GAUSS-JORDAN & A.
<a A est inversible si et seulement si les coeflicients diagonaux de A sont tous
non-nuls.
< rg(A") = rg(A).
< det(A’) = det(A) seulement si on a effectué I’algorithme sans dilata-

tion.

\.

B.2 Générateurs de GL,(K) et SL,(K) **

Théoréme 4.3.5

Les transvections engendrent SLy,(K).

Démonstration. On réalise un pivot de GAUSS avec uniquement des transvections.

1 — Q-
<1 On se raméne & ay; = 1 par une transvection Ly < L1 + (IMLk, avec k tel que
Q1
a1 # 0.
<1 Ensuite en effectuant Ly « Ly — a1 Ly pour k € [2,n], on obtient :
1
0
le e TlA = *
0
< Ly « Cp —a1,Cy, pour k€ [2,n] :
10 0
0
le...TlATL...T;” = Ay
0
ot Aj € GL,,—1(K) : on réitére les opérations sur Aj.
On obtient finalement :
1
Tn...TVAT, ... Ty =
1
k

ou k = det(A) = 1. D’ou le résultat.
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On obtient également de cette maniére un systéme de générateurs de GL,(K) : les
1

transvections et les matrices ) pour o € K.

IV) Formes linéaires, hyperplans, dualité

A) En dimension quelconque **x

Définition 4.4.1: Forme linéaire

Une forme linéaire sur un K-espace vectoriel est une application linéaire ¢ €
L(E,K) = E*.

Définition 4.4.2: Hyperplan

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E qui admet une droite Kz
comme supplémentaire.

Théoréme 4.4.3: Caractérisation forme linéaire-hyperplan

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :
<1 H est un hyperplan.
< Jp e L(E,K)\{0},J = Ker(y).

Démonstration. <1 = : On pose ¢ l'unique AL de E dans K définie par :

o = 0EK)
- { Kzo — K

arg —— «

On vérifie ensuite que Ker p = H.

<1 < : On prend zp # 0 tel que p(zg) # 0. On peut supposer ¢(xg) = 1. On montre
que H®Kzg = F.

— Soit y € H n Kzgp. Alors y = axg et 0 = p(y) = ap(zp) d’ott v = 0 et y = 0.

— Pourx e E, z =z — p(x)xg + @p(x)xo-
— N——
=y eKzg

Or o(y) = p(x) —p(r) =0donye H.
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Lemme 4.4.4: Colinéarité de formes linéaires

Soient ¢ et 1 dans E*.
< Keryp € Kertp < 1 € Vect(yp)
< Kerp =Keryp < INeK* ¢ =Np

Démonstration. <1 < : évident
<1 = : En passant par les noyaux, si ¢ = 0, alors ¢ = 0.
Sinon, soit zg € E\ Ker ¢. Comme précédemment ¢(zg) = 1.
D’une part Ker ¢ @ Kzg = E. Soit g = ¥(xg)ep.
Comme Kery < KGFT/JW\KCW = OE(Korap,K) - wO\Kerap et ¢0(x0) - w(x()) donc
Yo = ¥ et Y € Vectp.

Lemme 4.4.5: Important pour la suite

Soit (p1,...,¢n) € (E*)™. On pose :
E — K"
e1(x)
0 P2 ()
A — .
on(z)
Alors (p1,...,pn) est libre si et seulement si 0 est surjective.
n
Démonstration. <1 < :On suppose 6 surjective. Soit (a1, ..., a,) € K" telle que Z ip =

i=1
Oz(p,xn)- Soit j € [1,n]. Soit z € E tel que
p1(x)
D =0(2) = (iji<iyzn
en(z)
Alors en appliquant la somme & z, on obtient o; = 0 pour tout j. Dot la liberté.

<1 = : Supposons que 0 n’est pas surjective. Alors rgf < n — 1. On dispose donc de H
hyperplan de K", tel que Im# < H.
On se donne (ay,...,a,) € K"\{Ogn} tels que :
T n
H = D leK | D g =0
T i=1

Pour tout x € E, (x) € H donc 2 a;ipi(x) = 0.
i=1

n
Ainsi Z a;p; = 0 et la famille est liée.

i=1
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B) CNS pour que ﬂKer(goi) < Ker(¢) »*

i=1

Lemme 4.4.6

Soit (@1, .., ¢n,¥) € (E*)" L. Alors,

(\Ker(e) € Ker(w) > v Veet(p,.j < [1,1])
=1

n
Démonstration. < < : Supposons 1) = Z ajp;. Si pour tout j € [1,n],p(x) =0
j=1
alors ¢(z) = 0. D’ou l'inclusion annoncée.

< = : On note r = rg(p1,. .., pn). Quitte & renuméroter,

Vect(p1, ..., pr) = Vect(p1, ..., ¢n)

Pourj e [r+1,n], ¢; € Vect(g1,...,¢,) donc Z Ker(p;) € Ker(p;). D’ou ﬂ Ker(y;) =

i=1 j=1
[ Ker(e)).
j=1
,
Supposons ﬂ Ker(p;) < Ker.
J=1
E — KnJrl
p1(z)
0 : :
€T > N
or(z)
()
0
De plus | * | € Im6. Donc 6 n'est pas surjective.
1

Donc (¢1, ..., ¢, 1) n'est pas libre. Comme (1, ..., p,) était libre,

W € Vect(p1, ..., 0n)

C) Autour des bases duales **

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On note n = dim E = dim(E™).
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Théoréme 4.4.7: Base duale

Pour tout e = (eq,...,e,) base de E, il existe une unique base E* (¢1,...,¢n)
telle que :

V(i,5) € [1,n]?, gile;) = 8

Cette base est appelée base duale de F.

Démonstration. Comme (eq, ...

,€n,) est une base, pour ¢ € [1,n] il existe bien un unique
@i € E* tel que Vj e [1,n],¢i(e;) =
n

d;j. Montrons que c’est une base de E*.

n
Soit (a)1<i<n tels que Z a;p; = 0px. D'oll aj = 2 a;pi(e;) = Og. D’ou la liberté.
i=1 i=1
C’est donc une base comme n = dim F*.

Corollaire 4.4.8

Soit e = (e1,...,e,) base de F et (p1,...,p,) la base duale associée.

n
Vee E,x = Z j(x)e;
j=1

Ve B* i = ) v(e;)p;

7j=1
. 7
On a:
FE — K
SOJ ) inei [ — :Ej
i=1
n n

Démonstration. < Soit x € E. x = Z zie; avec Vj € [1,n], ¢j(z) = Z zipj(ei) = x;

1=1 i=1

~—

<1 Soit ¢ € E*. On note 1y = 2 (ej)pj. Pourie [1,n], v = (ej) piles) = V(e
i—1 =1 S~

donc 1 = 1.

Théoréme 4.4.9: Base antéduale

Pour tout (¢1,...,¢y,) base de E*. Tl existe une unique base de E e = (e, ..., ¢ey)
telle que (@1, ..., @,) soit la base duale associée.
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EF — K"

. . p1() . .
Démonstration. Soit 6 : A . qui est surjective par le Lemime

H_
!.l;
@)

Sl car

on(x)
(p1y.- -, ©n) est libre. Par égalité des dimensions, ¢’est un isomorphisme.
En particulier pour tout j € [1,n], (6;j)1<i<n admet un antécédent e; par 0 id est il existe
bien un unique e; tel que pour tout i, @;(e;) = d;5; et (e1, ..., en) est image de la base
T TR ey A1 e -1 o Nhicme loa
canonique de K" par 6. Donc comme 6~ est un isomorphisme, c’est une base de F.

Proposition 4.4.10

E—>E**
Tz 53;:{

E* — K
o > ()

est un isomorphisme.

Démonstration. a € Ker§ <= Vo€ E* p(a) =0 <= a = 0. Puis on a 'isomorphisme
par égalité des dimensions.

D) Dualité et dimensions **

Théoréme 4.4.11

Soient Hy,..., H, des hyperplans de E. Alors :

dim (ﬂ Hj) > dimE —r
j=1

Démonstration. Par récurrence sur r.
<r=1:dimH; =dimF — 1.

<1 Supposons la propriété vraie pour (r — 1) hyperplans.
r—1

Soit H, = Ker(¢;), or € E*\ {0}. Posons F = ﬂ H;. On sait déja que
Jj=1

r—1

dim F = dim (ﬂ U,/’) >n—(r—1)
J=1

On considére ¢ = ¢, p € L(F,K).

— Cas1:¢=0. Alors :

ﬂ Hj=FnH,=FnKer(p,) =Kerg = F
J=1

r—1
D’ou dim (ﬂ Hﬁ,-) =dmF>=n—-r+1=2n-—r.

Jj=1
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— Cas2: ¢ # 0. Alors ﬂ H; = Ker ¢ est un hyperplan de F.. D’ott dim <ﬂ HJ)

J=1 J=1

dmF —-1>n—r.

On peut donner un théoréme plus précis, mais moins rapide a démontrer :

Théoréme 4.4.12

Pour (¢1,...,¢,) € (E*)",

dim (ﬂ Ker gpj> =dim E —rg(p1,...,0r)
j=1

Démonstration. Deux démonstrations sont possibles.

<1 On peut reprendre la démonstration précédente.
Supposons la propriété vraie pour (r — 1) hyperplans.
r—1

Soit H, = Ker(¢,), ¢, € E*\ {0}. Posons F' = ﬂ Hj. On sait déja que
Jj=1

r—1
dim F' = dim (ﬂ Ker Qj> =n—1g(e1,-- -, 0r1)

J=1

On consideére ¢ = ¢, p € L(F,K).

— Cas 1 :si ¢, € Vect(e1,. .., ©r—1),9 =0cet rg(pr,..., or) =11, ..., Or_1).
— Cas 2: (1, .-, ¢r) est libre. Par le Lemme [1.4.6]

F < Ker @,

ainsi @ # 0 et

r—1
dim (ﬂ Ker '75‘/') = dim(p) = dim F — 1

Jj=1
=n—rg(¢1,...,pr1)— 1
=n—r1g(1,...,%r)
< On peut aussi utiliser le Lemme
Soit m = rg(p1,. .., ©r). Quitte a renumeéroter, Vect(p1, ..., or) = Vect(pq,. .., ©m)-
rE — K"
- p1(x o
Ainsi, 0 : () est surjective.

fn (z)

m T
Or Kerf = ﬂ Kerp; = ﬂ Ker ¢; et ainsi par théoreme du rang,
Jj=1 J=1

dimKerf = dimE —rgf = dim E —m =n —rg(p1,..., ©r)
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E) Hyperplans de matrices **

Lemme 4.4.13: Caractérisation des formes linéaires

115

matricielles

Soit ¢ € L(M,(K),K). Alors, il existe une unique A € M,,(K), telle que

v Mv+— Tr(AM)

Démonstration. Deux démonstrations possibles.

<1 Par analyse-synthése. Posons w4 : M — Tr(AM).

— Analyse : Si ¢ = pa, p(Ejj) = Tr(AE;j) = aj; d'ott A = (p(Eij))1<ij<n-
— Synthese : Si aj; = ¢(E;j) pour tous (i, 7), p(Eij) = ¢a(Eij). On a coincidence
sur une base donc ¢ = 4.
< On définit AL :
Mup(K) — LM, (K),K)
g A — QYA M?I,(K) — K
AC M —>  Tr(AM)

f est injective car si A(A) = 0, pour tous (i,7) € [1,n], pa(Ei;) = 0 soit aj; = 0 et

A = 0. Ainsi par dimensions 6 est un isomorphisme.

Théoréme 4.4.14: Tout hyperplan matriciel rencontre une matrice in-

versible

Soit H un hyperplan de M, (K). Alors,

Hn GL,(K) # &

Démonstration. Deux rédactions possibles.
< — Si¢(l,) =0 alors I, € H et on a terminé.

— Si on dispose de i # j, p(FE;j) # 0. Soit

- I )
toe(Ey)
et T' convient.
0
1
— Si pour tous i # j, Q(E”) =0, M =

convient.
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<1 = pa. A est équivalente & K, (A = PK, Q) avec

,
0

I

Sir<mn

sinon

1
I 0

o(M) = Tr(K,QMP) et o(Q™'P™1) = Tr(K,I,) = 0.

V) Déterminant

A) Formes n-linéaires antisymétriques, alternées ***xx

Définition 4.5.1: Généralités

Soit ¢ une forme n-linéaire sur F, un K-espace vectoriel.

<1 On dit que g est alternée si

V(z1,...,xp) € E" 3 # j,x; = x5 = o(x1,...,2,) =0
<1 On dit que @ est antisymétrique si
V(x1,...,2,) € E" V(1) e [1,n]* k#1,
O(T1, oo s Ty ooy Ty ey ) = — (L1 oo yeeey T ey T .., Ty)
S~ S~
k l

Cela équivaut a

Vo € Gn,Y(71,...,7n) € E",0(To1)s-- - Tom)) = (@)p(x1,...,2n)

Théoréme 4.5.2

< Si car(K) # 2, toute forme n-linéaire antisymétrique est alternée.

<1 Toute forme n-linéaire alternée est antisymétrique.
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Démonstration. <1 = : Supposons zp =z, k < [.
O(T1y ooy Thoy ooy Thy e e oy ) = — (T, ooy Ty e ooy They -+ -, Tyy) d'OT
20(z1,...,xy) = 0 et comme car(K) # 2, o(z1,...,2,) =0

k l
0=w(@1,....,¢ +x[,...,: 7 P Tp)
=p(r1,...,: g ) tn)
=0
+ o(z1 ) Tk I Tn)
+ o(z1 , T, L) Tn)
+ (21 N P Tl ..., )
=0

D’ou le résultat attendu.

Théoréme 4.5.3: Définition du déterminant

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n.
L’espace A, (FE) des formes n-linéaires alternées sur E est de dimension 1.
Pour tout e base de E, on note

En e K
n n
dete © 3 (@, @), @i = Doaigeg v Y e(0) [ Jasgy,
j=1 o€, Jj=1

Démonstration. < Soit ¢ € A,(E). Soit (z1,...,x,) € E™.
n

1
Pour tout e |1,n|,z; = a; i¢;. Par n-linéarité,
J i 1,7 €1 7

1=1

n n
T,y Tp) = 2 iy 1€iys - -y Z a; n€i,
]

=1 in=1

= Z (lf,/-,/ \,:((",;] ..... (",‘H)

; ] na=1 R . .
(i1,..sin )E[1 0] J —0 si Jjh,i; =iy

n

= Z e(o) H Ao ()i P(€a(1)s - - 1 €a(n)) ou (o : j—ij) €S,

ceGy, 7=1
si les (i1,..., in) sont deux-a-deux distincts

n

Z e(o) H Ao (j),iPeL, -, en) par antisymétrie

0eG, 7=1

= ,T;‘((,’l, cey 6)’N>(']‘et(’,('1‘1 PRI 7'1'”)

id est p = p(e)dete d’ott dim A, (FE) < 1.
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<t On montre ensuite que det, € A, (E)\ {0}.

suffit de remarquer que si ¥, ..., v, sont n-linéaires,
Il suffit de remarquer que si n sont n-linéair
E" — K
n . L.
0 (2 est n-linéaire
(1,00, tp) +—— ()
Jj=1
E" — K
¢ n linéai 1 ,
£ A A - e est n-linéaire alternée
(1,...,: Ln) +—— Z v(()’)H Vi(ZTo(s))
oeGy, Jj=
En effet,
n
C 9 g V) — - ). > .
'\('1 T(1)s - v e 1 T(II)) - Z ‘¥(0>H [ ,/(.f' TO(T(_/))
ceG, j=1
n
—1 A /
= Z e(tm o0 H i (Tor(5)) avec o =To0
a'eGy J=1

= ;‘(T>§(,I'1 ------ )‘11)

Ainsi det, € An(E) et dete(e) = 1 (car as(j) j = dq(5).5)-

B) CNS de liberté *#*%x

Théoréme 4.5.4

Soient e et ey deux bases de E. Alors, det,,(e)dete(eg) = 1.

Démonstration. det. = det.(eg)dete, puis on évalue en e.

Théoréme 4.5.5

Soit e une base de E. Pour tout (z1,...,2,) € E",

det(z1,...,zy) #0 < (x1,...,x,) libre <= (x1,...,x,) base

Démonstration. Si la famille est libré, par n-linéarité, dete(xy,...,: r,) = 0. Si la famille
est libre, c’est une base et det.(f)dets(e) =1 et dete(f) # 0



V). DETERMINANT 119

C) Déterminant d’un endomorphisme *x*x*

Définition 4.5.6

Soit u € L(E) et e base de E. On définit
dete(u) = dete(uler),. .., ule,))

Cela ne dépend pas de la base choisie, et on le note det u.

Démonstration. Voir le cours de premiére année.

Proposition 4.5.7

Pour u,v € L(E), det(u o v) = det(u) det(v).

Démonstration. Voir le cours de premiére année.

D) Déterminant d’une matrice, développement ***x

Définition 4.5.8

Soit A € M,,(K). Notons A = (aij)1<i,j<n- On définit :

det(A) = 2 €(U)Hao(i),i
=1

oeS,

Proposition 4.5.9: Propriétés du déterminant matriciel

<1 Le déterminant de A est le déterminant de la famille de ses vecteurs colonnes.
<1 Le déterminant de A est le déterminant de ’endomorphisme canoniquement
associé a A.
< det(AB) = det(A) det(B)
1
T det A

< det(A) #0 < Ae GL,(K) et alors det(A™})

Démonstration. Voir le cours de premiére année.

Définition 4.5.10: Comatrice

Soit A € M, (K). On note A;; la mtrice extraite obtenue en retirant la ligne i et
la colonne j. Soit A;; = det(A;;).
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On appelle cofacteur (—1)i+inj et comatrice de A la matrice des cofacteurs :

Com(A) = ((—1)" Aij)1<ij<n

Théoréme 4.5.11: Développement selon une ligne ou une colonne

Avec les notations précédentes,
< Pour tout k € [1,n],

<1 Pour tout k € [1,n],

j=1
< Com(A)"A = det AI,
< ACom(A)" = det A,
1
: 1 _ T
< Si Ae GL,(K),A " = detAcom(A)

Démonstration. Voir le cours de premiére année.

E) Déterminants classiques **xx

Théoréme 4.5.12: Déterminant de VANDERMONDE

1 a ... arf_l
1 ap ay~!

On pose V{ay,...,ay) = ) ~|. Alors :
1 ay art

1<i<j<n

Démonstration. 1l existe de nombreuses démonstrations de ce déterminant. En
voici une qui me semble étre celle occasionnant le moins d’erreurs techniques.
On procede par récurrence sur n. C'est évident pour n = 1,n = 2.
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1 ay av~t af
an
Pour ’hérédité, posons P(X) = V(ay,...,an, X) =|: - | C’est un po-
1 a, ... a¥!' a"
1 x ... ... X"
lynéme en X en développant selon la (n+1)-éme ligne, de coefficient dominant V(ay, ..., ay).
On distingue deux cas :
< S'il existe @ # j, a; = a;j. Alors V(ay,..., an) =0et V(ay,...,ans1) =0.

<1 Sinon, on a n = deg P. Pour i € [1,n], P(a;) = 0 (car det est alternée). Donc P an
racines distinctes et est de degré n :

n n

P=[PI]](X —a) =V(as,..., an) [ [(X = ay)

i=1 j=1

En particulier V(ay,...,an,an+1) = V(a,..., an) | |(an+1 — aj). On conclut par

hypothése de récurrence.

Théoréme 4.5.13: Déterminant de CAUCHY

Soient (ai,...,a,)C" et (by,...,by) € C" tels que pour tout i et j, a; + b; # 0.
1 1 1
ai+bi ar+by T ar+b
1o ar g 17 0n
Posons D,, = |2+ b1 a2 + b2 " az+bn|. Alors :
1 1 1
an +b1 ap+by T a,+b,
[] (@—a) ] (b;—0)
D, = 1<i<j<n 1<i<g<n
l_[ (ai + bj)
1<i,j<n

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur la taille du déterminant n.

Premiérement, faisons apparaitre une ligne de 1 en multipliant toutes les colonnes par
an + bj.

Par n-linéarité du déterminant,

an + by ap + bo ap + by
a1 + by a1 + by ai + by,
1 : : :
[) — . . .
! & an + by apn + bo an + by
1_[1((1” + i) Un—1+b1 ap_1+bz " ap—1+0by
- 1 1 C 1
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Ensuite, pour faire apparaitre des 0 a la fin des (n — 1) premicres colonnes, soustrayons la
derniére colonne a toutes les autres. Remarquons a cet effet que :
2 Op + bJ an + bn o (an - ai)(bn - bj)

V(i,J 1 —1 — =
(Z"])e[[ A ﬂ ’ai—i-bj a; + by, (Clz‘—i-bj)(aqj-i-bn)

On en déduit :

(an — bl)(bn — bl) (an — al)(bn — bn—l) an + by,
(a1 +b1)(ar + by) o (a1 + bp—1)(ar + by) ai + by
D’n, = !
H(a n b) (an - bn—l)(bn - bl) (an - an—l)(bn - bn—l) ayn + bn
e} " ! (an—l + bl)(an,—l + bn) o (an—l + bn—l)(an—l + bn) ap—1 + by,
B 0 0 S 0

On factorise les termes communs aux lignes et aux colonnes.

n—1 n—1 1 1 . #
H(an — ;) (b — b;) a1 + by a1 + by ai + b,
i1 i1 : : f
Dy = n n—1 1 1 1
. — %
] ((ln + bL) ] (ai a b”) p—1+0b1 ap_1+0b2 ap—1+ bp_1
il i1 0 0 S 0 1

Finalement, en développant par rapport a la derniére ligne,

n—1 n—1
(an — a;) (bn — bi)
Dn - 121 nzjll Dn—l
[ [(an +b:) ] J(ai — bn)
i=1 i=1
1 .
Comme Dy = PR on obtient le résultat :
ay 1
[] (@—a) J] 0;—b)
D. — I<i<j<n Ii<j<sn
n =
[T (ai+0b))
1<i,j<n

VI) Noyaux itérés et applications

Dans toute cette partie u € L(E).

A) Monotonie de Ker(u*) et Im(u") x%x

Rappel 4.6.1

Pour tout k € N, Im(u**1) < Im(u*) et Ker(u¥) € Ker(u**1).




VI). NOYAUX ITERES ET APPLICATIONS 123

Lemme 4.6.2

S'il existe n € N, Ker(u") = Ker(u"™). Alors pour k > n,

Ker u* = Ker u*+!

Démonstration. Soit un tel n € N. Soit k > n. Soit x € Ker(uF*1).
" (WP () = vF () = 0 done Imw* " € Keru" ! = Keru™. Dou :

uP(z) = u™(u* "(z)) = 0g. On a donc bien Ker uf 1 = Keru”.

Lemme 4.6.3

S'il existe n € N, Im(u") = Im(u™"™). Alors pour k > n,

Imu* = Im !

Démonstration. Soit k = n. Soit y € Im u®. On dispose de z € E, y :fu,k’(;l;) = (W ().
Or v"(z) € Im(u") = Im(u”’“). Donc on dispose de z, u"(z) = u”“(z)_
Ainsi y = uF (0" (2) = o (2) € ().

Exemple 4.6.4

Considérons

o N =
| P — P

Alors les Ker v = Kj—1[X] sont croissants pour l'inclusion.
On a Imu® = K[X] il y a égalite dés k = 0.

B) Particularités de la dimension finie **x*

On note n = dim F < +o0.

Théoréme 4.6.5

Ker(u?) = Ker(ud*!)

Tm(u) = Tm(ut+t) - O

On dispose d'un rang d € [0,n] tel que {

{0} = Keru’ ¢ Keru' ¢ --- ¢ ... Keru? = Kerud™!

mu™ =Imu?c---CcImugcImu’ = E

Démonstration. (dimKoruk’)keN est une suite croissante d’entiers, majorée par n donc
stationnaire. On peut donc considérér :

d = min{k € N | Ker u® = Ker u**1}
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Alors par le Lemme [.6.2]
{0} = Ker W < Keru!' ¢+ ... Keru? = Keru?*!

Pour tout k € [0,d — 1], dim Ker w1 > dim Kerv® + 1 d’ou n > dim Ker v > d.
Par théoréme du rang,

+1 k+1

ok k ok
Imu” = Imwu = rgu’ =18U

< dimKer u* = dim Ker v**!

= Keru® = Ker u**!

C) E=N®I x*

On pose avec les notations précédentes, N = U Keru™ = Keru? et I = ﬂ Imu” =

neN neN

Im u?.

Théoréme 4.6.6

<1 N et I sont stables par u. L’application vy induite par u sur N est nilpotente.
uy est inversibles. On a E = N @ 1.

<1 Réciproquement, si & = Ng @ Iy avec Ng et Iy stables par u, avec up,
nilpotent et wuy, inversible; alors N = Ny et I = Ij.

Démonstration. < — Soit z € Keru®, ke N*. Alors u(z) € Ker(u* 1) € N.

— Soit z € Imu?, z = u%(y) alors u(z) = v (u(y)) = u*(y) e Imu? = I.

— Soit x € N. uf/\v(.zt) = u,([(.r) =0 car z € Keru®. D’oi u‘f\v = 0z (ny-

— Soit z € N n I = Keru® nImu?. Soit y € E,z = ul(y). Or 0 = u’(z) = u**(y).
Ainsi y € Ker(u??) = Ker(u?). D’ott 2 = 0.
Ainsi N@® I € F et par théoréme du rang appliqué a u?,

— Soit x € Keruy = Keru n I < Ker wWnlI=NnI= {0}. Donc uy injective et
ainsi uy € GL(I).

< — Montrons que Ny € N : uy, est nilpotente. Pour un certain p € N*, u]‘)\v” =0 L(N)

id est pour tout x € Ny, uP(z) = 0. Donc Ny € Keru” € N.

— Montrons que Iy € I : ug, € GL(Jp) donc Vk € N, uﬁ'] € GL(lp). D'ou Iy =
1//,"“(1()) < Im(u*) donc Iy ﬂ Im(uf) = I.

keN
— OrE=Ny@®Ip=Na®Idou

on a égalité.

dimFE =dim Ny +dim [ <dim N +dim [ = dim F

d’on A\‘V(J = N et 1() =1.

VII) Un lemme sur les unions de sous-espaces vectoriels x
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Lemme 4.7.1

d
Soit K un corps infini. Si Fy, ..., Fy sont des sous-espaces vectoriels et U F; est
j=1
d
un sous-espace vectoriel, alors il existe k € [1,d], U F; = Fy.
j=1

Démonstration. On procéde par récurrence sur d.

<1 d = 2: Fy uF, sous-espace vectoriel. Supposons par exemple Fy; & Fb. Montrons que
Fy € Fy.
Soit x € F1\Fy. Pour y € 5, x +y € F} U Fs.
— sizx+yeF,y=(r+y)—xeF :impossible
—siz+yeFy, x=(x+y)—ye Fy: impossible
Donc y € Fy et Fr < Fi.

<1 Une erreur courante est d’appliquer le cas d = 2 dans I’hérédité mais c’est impossible :

d+1 d
ce n’est pas parce que U F}; est un sous-espace vectoriel que U F}; est un sous-espace
j=1 j=1
vectoriel !
<1 Supposons le résultat vrai pour une union de d sous-espaces vectoriels. Soient F, ..., Fy1
d+1
des sous-espaces tels que G = U F}; soit un sous-espace. On distingue 3 cas :
j=1

d d
— Cas1:G = U F; (id est Fqey © U F;). On conclut par hypothese de récur-
j=1 j=1

rence.
— Cas2:G = Fyyq.

d
Find¢ | JF veFu\ | F
— Cas 3: J 7=l Soit J g=1 Alors, 2,y € G.
UP}¢EH1 yELJﬂV%H
j=1 j=1

Donc pour a € K, x + ay € G donc on dispose de j, € [1,d+ 1] tel que
oax +yeF;, .

Par 'absurde si j, = d+1,y = (ax+y) —ax € F;41 (impossible). Donc j, < d.
Comme K est infini, et que {j,,a € K} est fini, on dispose de § # « tels que
ar +y€F,

d’ou
pBx+yeF,

Ja=Jjg=pe[l,d] id est

€Tr =

o —

1ﬁ<<ax+y>—<5:c+y>>er
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Chapitre 5

Réduction

Dans ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie, ot K est un
corps.

I) Rappels de cours et premiers compléments *x*x*

A) Valeurs propres et vecteurs propres

A.1 Cas d’un endomorphisme

Définition 5.1.1: Valeur propre

Soit u € L(E). Un vecteur zg € E\ {0} est appelé vecteur propre de u s'il existe
A e K, tel que u(xg) = Axo.
C’est équivalent & dire que Kzq est stable par w.

Définition 5.1.2: Vecteur propre

A € K est valeur propre de u € L(F) s'il existe xg € E\ {0} tel que u(zg) = Axo.
Alors xg est appelé vecteur propre associé.

Lemme 5.1.3

Soit u € L(E). Pour tout A € K, les propositions suivantes sont équivalentes :

1. X est valeur propre de u
2. Ker(u — \id) # {0g}

3. u — Aid n’est pas injectif
4. u—\id ¢ GL(FE)

7

Définition 5.1.4: Spectre

On définit le spectre u, Sp(u) = {\ € K, X valeur propre de u}.

127
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Définition 5.1.5: Sous-espace propre

Soit u € L(E). Soit A € Sp(u). On appelle sous-espace propre associé a A,
E)\(u) = Ker(u — A\id) # {0g}

C’est un sous-espace vectoriel de E de dimension au moins 1.
L’endomorphisme induit par v sur F)(u) est une homothétie.

Théoréme 5.1.6

Soit u € L(E). Soient A1, ..., \q € Sp(u), deux-a-deux distincts. Alors :

En conséquence, |Sp(u)| < dim E.

Voici un premier complément & la frontiére du programme :

Proposition 5.1.7

Soient u,v € L(E), uov =vou.
Alors les sous-espaces propres de 'un sont stables par l'autre.

Démonstration. Soit A € Sp(u). Par hypothese,
(u—Aid)ov=uov—Av =vo (u— \id)
Donc v laisse stable Ker(u — Aid) = Ej(u).

Remarque 5.1.8

Soit u € L(E). Alors 0 € Sp(u) < u ¢ GL(E).
Dans ce cas, Fp(u) = Ker(u).

A.2 Cas d’une matrice

Définition 5.1.9: Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice

Soit A € M, (R). Un vecteur X € K" non-nul est appelé vecteur propre de A ’il
existe A € K, AX = AX. X est alors appelée valeur propre associée.
Les valeurs propres et vecteurs propres de A sont ceux de I’endomorphisme cano-
niquement associé & A :

K" — K"
@ { X +— AX
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Le spectre de A dans K est alors :
Spr(A) ={ e K |3IX e K"\ {0},AX = \X}

En général on a Spr(A4) < Spc(A4).

Pour un endomorphisme, cela n’a pas de sens de distinguer Spg(u) et Spe(u), car un
R-espace vectoriel n’est pas un C-espace vectoriel.

On retrouve la caractérisation précédente :

Lemme 5.1.10

Soit A € M,,(K). Pour tout A € K| les propositions suivantes sont équivalentes :
1. e SpA

. 3X e KM\ {0}, AX = \X

. Ker(A — \I,) # {0g}

. A=, ¢ GL,(K)

=~ w N

On appelle équation aux valeurs propres ’équation suivante :

AX = AX, X #0p

Exemple 5.1.11: Exemple de recherche d’éléments propres

Soit B = M, (K). Soit A € E\ {0}. Soit

VE — FE
PEUX — X-TrX)A
Déterminer les éléments propres de ¢.

<1 On a bien pour X € E, ¢(X) € E. Par linéarité de la trace, ¢ € L(FE).
Pour tout A € K, pour X € M, (K),p(X) = AX < (1-N)X =Tr(X)A.

< SiA=1,9(X)=X < TrX =0.D’ou 1€ Sp(p) et
Ei(p) ={X e Mp(K), Tr X =0} = Ker Tr

de dimension n? — 1.

Tr X
< SiA#L o(X) =2X = X = ﬁA € Vect(A). On vérifie ensuite que

Vect(A) est une droite stable : -
p(A) = (1 -TrA)A. Si TrA =0, A € Ei(p). Sinon, 1 — Tr A € Sp(A4) et
Ei_1y A(p) = Vect(A).

Ainsi Sp(p) = {1,1 — Tr A}.
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B) Polynémes : possibilités et particularités

B.1 Polyndémes d’endomorphismes, polynéme minimal

Théoréme 5.1.12: Morphismes d’algébres et polyndéme annulateur

Soit u € L(E). On pose :

Alors :
<1 #,, est un morphisme d’algébres.
< Im 6, est une sous-algebre de L(E) et est notée Klu] = {P(u), P € K[ X]}.
< Ker#6, est un idéal de K[X] noté I, = {P € K[X],P(u) = OL(E} appelé
idéal des polyndémes annulateurs.

<1 Si de plus E est de dimension finie, I,, = Ker#6, # {0}. Il existe donc un
unique polynoéme unitaire m, tel que I, = (m,) = m,K[X]. 7, est appelé
polynome minimal de u.

Démonstration. <1 Morphisme d’algébres :

— (X™)pen est une base de K[XT] et 6, est 'unique application linéaire qui envoie
(X™) sur (u").

— On a bien ,(1) = 0,(X%) = 14.

— Par linéarité, pour montrer 0, (PQ) = 6,(P)0,(Q), il suffit de le montrer sur les
monomes.
Or 0,(XPX9) = 0,(XPT) = T4 = Pyl = 0,(P)0,(Q).

<1 Image : ¢’est évident par le point précédent.

<1 Noyau : on a déja montré que le noyau d’un morphisme d’anneaux (et donc d’algébres)
était un idéal de I’ensemble de départ. Ici K[X] est un anneau principal donc 'idéal
1, est principal.

<1 Existence du polynéme minimal : en dimension finie, 6, n’est pas injectif. En effet,
si 0, était injectif, comme 6, est surjectif, on aurait 6, bijectif. Alors K[u] ~ K[X]
de dimension finie. Ainsi Ker#, # {0}. Ainsi I,, n’est pas trivial et on en déduit
I'existence de .

Remarque 5.1.13: Nature des objets

Plu) (Lz_)#  Plu(z))

——
ec(p) EF AUCUN SENS!

La propriété clée est :

(PQ)(u)(x) = (P(u) o Q(u))(z) = P(u)(Q(u)(x))
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et non P(Q(u)(z)) ou P(u)(x) x Q(u)(x)...

Dans la suite, on considére que E est de dimension finie, notée n.

Théoréme 5.1.14: Dimension et base de KJu]

Soit u € L(E). On note m, son polynéme minimal.
K[u] est une K-algébre commutative de dimension deg(m,) = d, et (1,u,...,u
est une base de K[u].

dfl)

Démonstration. Par division euclidienne, on a : K[X] = (7,) ® Ky 1[X].

Or par théoréme du rang, 6, induit un endomorphisme sur Ky_1[X] (c’est un supplé-
mentaire de son noyau). Ainsi Ky 1[X] ~ Im#é, = K[u]. On envoie ensuite une base de
Kg—1[X] sur K[u].

B.2 Irréductibilité du polyndéme minimal (complément) ***

Proposition 5.1.15

Soit u € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
< KJu] est integre;
< K[u] est un corps;

<1 7, est irréductible

Démonstration. < (1) = (3) : On a 0 = 7 (u) = Q(u)R(u), si m, = QR donc par
intégrité Q(u) = 0 ou R(u) = 0 soit 7, | @ ou 7, | R. Donc ils sont associés.
Ainsi, m, est irréductible.

< (3) = (2) : Supposons que 7, est irréductible. Soit Q(u) € K[u]\ {0}, avec @ € K[ X],

donc 7, ne divise pas @ (sinon Q(u) = 0).
Donc m, A Q = 1. D’aprés le théoréme de Bézout, on dispose de U,V e K[X]?
Ury, +VQ =1dou U(u)Q(u) = 1. Ainsi Q(u) est inversible.
De plus K[u| est un sous-anneau de L£(E), donc c’est un corps.

< (2) = (1) : évident.

B.3 Polynéme caractéristique

Définition 5.1.16

Soit u € L(E). On définit le polynoéme caractéristique de w :

Xu = det(Xid — u) € K[ X]
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Soit A € M,,(K). On définit le polynéme caractéristique de A :
xa = det(X1, — A) e K[X]

C’est un polyndme unitaire de degré n. Son coefficient constant est (—1)" det(A).
Son coefficient en X" est — Tr A.

On peut traduire ce qui a été vu précédemment avec ce nouvel outil :

Théoréme 5.1.17: Racines de x4

Soit A € M,,(K). Alors :
Spr(A) = Rack(xa)

Attention & la confusion habituelle entre les deux aspects de la réduction : algébrique
et géomeétrique.

Proposition 5.1.18: Multiplicités algébriques et géométriques

Soit u € L(E) et A € Sp(u).
On appelle multiplicité algébriqgue de A sa multiplicité en tant que racine de xy,
notée m.
On appelle multiplicité géométrique de A Uentier dim F)(u).
On a toujours :
dim Ey (u) < my

Théoréme 5.1.19: CAYLEY-HAMILTON

Soit u € L(E).

Xu €St un polynéme annulateur de u
Xu(u) = Oz(p)

U | Xu

Démonstration. Ce théoréme est admis. On en proposera une démonstration en devoir

mailson.

B.4 xap = xBa? (complément) *x*x

Proposition 5.1.20: Méthode générale

Soient A € M,, ,(K) et B € My, ,(K). Alors XPxap = X" xBa.

Démonstration. Soit r = rg A.
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< Cas A=, :

B, B: . .
On note B = < ! > ol By est de taille r x r et By de taille (p —r) x (n — 7).

3

By By

Ao A (B1 Bs . (B1 0O

Alors AB = < 0 0 ) et BA= (82 0)

Donc : xap = X" "xpB, et xpa = XP "xp, d'ou le résultat.
< Cas général : A = P.J,Q. Alors : AB = PJ.QB = P(J.(QBP))P!

BA = BPJ,Q = P Y((QBP)J,)P

Dot XPxa5 = XPx;.(oBP) = X"X(@BP)J, Dar le cas 1. D’ott finalement : XPxap =

X"xBA-

Proposition 5.1.21: Sin=pet K=Rou C

Si A, B e M,(K), xaB = XBA-

Démonstration. On traite d’abord le cas A inversible.
< Si Ae GL,(K), AB = A(BA)A™! donc AB et BA sont sembables d’ott xap = XBA-

< Or, a B fixé, A— xap et A+ xpa sont continues (car polynomiales en les (a;;)).
Ces deux applications coincident sur GL,(K) qui est dense dans M, (K) (voir la
Proposition [6.6.4) donc elles sont égales.

On en déduit immeédiatement que Sp(AB) = Sp(BA).

Proposition 5.1.22

Soit A € Sp(AB) = Sp(BA). Si A # 0, E\(AB) ~ Ex(BA).

Démonstration. Soit X un vecteur propre de AB associé & A : ABX = \X.
Alors, (BA)(BX) = AM(BX) ainsi BX € E\(BA).

. E\(AB) — FE,\(BA E\(BA — FE\(AB
Smentunz{x( ) b—>B)§ >et114:{X( ) '_)4)§ )
Comme N # 0, si ABX = A\X, alors BX # 0 donc up est injectif. De méme w4 est
injectif. Ainsi dim F)\(AB) = dim E)\(BA) par double inégalité. Alors uy et up sont des
isomorphismes.

B.5 Théoréme des noyaux

Soit u € L(E).
Pour tout P € K[X], Ker P(u) est stable par u.
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Démonstration. w et P(u) commutent.

Théoréme 5.1.24: Théoréme des noyaux

d
Soit u € L(E) et P € K[X]. On suppose que P = HPJ ot les (Pj)i<j<a sont
j=1
premiers entre eux deux-a-deux. Alors,

d
Ker P(u) = @ Ker Pj(u)
j=1

Corollaire 5.1.25

Si P est un polyndéme annulateur de u alors :

d
E = @ Ker P;(u)
j=1

Démonstration. Si P(u) = 0, alors Ker P(u) = E.

Proposition 5.1.26: Complément important

d
Les projecteurs associés a la décomposition Ker P(u) = @ Ker Pj(u) sont des
7j=1

polynémes en wu.
Plus formellement, si p; est le projecteur sur Ker P;(u) parallélement a 6—) Py(u),

k#j
pj € K[u].

.

d
Démonstration. On suppose que P est un polynéme annulateur. Dans ce cas F/ = (—D Ker Pj(u).
Jj=1
Montrons que les projecteurs associés a cette décomposition sont des éléments de K[u].
On pose pour j e [1,d], Q; = H P..
k#j

< Ona@iA-+AQg=1. En effet si 7w irréductible divise ()1 alors il divise un des P;.
Alors m A Qp = 1.

<1 On écrit la relation de Bézout :
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d
Par morphisme d’algebres, Z Vi(u) o Qj(u) = idg.
- )‘,]
On montre que : Vz € E, pj(x) € Ker Pj(u). En effet si x € E,
Pj(u)(pj(x)) = Pj(u) o Vj(u) o Qj(u)(x)
— Viw) e (P,Q;)(w)()
——
=P
= Qg car P annule u

d
Ainsi Ve e B,z = Z pix) .
Jj=1_
eKer P;(u)
Donc p; est le projecteur sur Ker(P;j(u)), parallélement a @) Ker Py (u).
k]

C) Diagonalisation

C.1 Généralités

Théoréme 5.1.27: Tout sur la diagonalisabilité

Soit uw € L(E). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
<1 u est diagonalisable
Il existe une base de E formée de vecteurs propres de u

<1
< Il existe une base e de E dans laquelle Mat.(u) est diagonale
<1

(—D E/\(u) =F

AeSp(u)

A

Xu scindé et pour tout A € Sp(u), dim E)(u) = m)
< dimE = ) dimEj(u)
AeSp(u)
<1 u admet un polynéme annulateur scindé & racines simples

<1 7, scindé & racines simples

Remarque 5.1.28: Erreur classique

N

Attention, y, scindé a racines simples = wu diagonalisable MAIS
LA RECIPROQUE EST FAUSSE. Voici un contre-exemple (qui marche en
dimension quelconque n) :
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<1
X —a
(=b)
XM =
(—b)
X—-a
X—a+b —b
a—b—X . (0) :
= Ci; — C; —Ciq
(0) X—a+b —b
a—b—X X—a
X—a+b —b
(0) —2b
= Li—L;—L;
(0) —(n—1)b
X—a—(n—-1)b
= (X = (a+(n=1))X —(a=b)""
b
: (b)
< Or, rg(M — (a—b)1I,) =rg =1donc dimE, (M) =
(b)
b
n — 1. De plus, dim E, (,_1),(M) = 1.
Donc M est diagonalisable mais x s n’a pas ses racines simples.

C.2 Commutant et bi-commutant (complément) **

Soit u diagonalisable. Pour tout v € L(E), u et v commutent si et seulement si v
laisse stable les sous-espaces propres de wu.

Démonstration. < = : connu, et vrai dans le cas général
< < : Soit A € Sp(u), et x € E\(u).
On avov(z) = u(v(z)) = u(Ar) = Mu(z) = v(u(z)) donc (uov)|g, () = (Vou) g, (-

Comme E= @ E)(u),ucv=vousur E.
AeSp(u)
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Corollaire 5.1.30: Dimension du commutant d’un diagonalisable

Si u est diagonalisable, alors :

dim(Com(u)) = Z (dim E) (u))?

Démonstration. Notons Sp(u) = {Aq,..., Ad}. Soit v € L(E). v € Com(u) < Vj €
[1,d],v(Ex;(uw) S Ex,;(u). Ainsi
d

Com(u) —> H L(Ey;(u))
J=1
v | — U‘EM (u)r -+ ’L“‘E/\’/(“)

est un isomorphisme d’ou le résultat souhaité.

Définition 5.1.31: Bicommutant

Soit u € L(E).

Bicom(u) = {w € L(F),Vv € Com(u),wov =vow}

Par exemple, u € Bicom(u) car u commute avec tous les éléments de son commutant.
On a Bicom(u) € Com(u) car u € Com(u). Plus généralement, K[u] € Bicom(u).

Proposition 5.1.32: Bicommutant d’un diagonalisable

Si u est diagonalisable, K[u] = Bicom(u).

Démonstration. On montre seulement 'inclusion réciproque. Soit w € Bicom(u).
Alors Vj € [1,d],w(E),(u)) € E;(u). ainsi dans la base e de diagonalisation de u,

M (0)
Mate(w) =
(0) My
Donc :

w € Bicom(u) <= Vv e Com(u),vow =wov
=V(Ay,...,Aq) € ﬁ Mg, (K),
i=1
M, (0) j/l 1 (0) Ay (0)\ /My (0)
(0) : Mgy/) \(0) " Aq (0) .' Aq) \(0) .' My

— V/ € [[1 s (]ﬂ .vx/lj € /’\/l,jj (K) A.l“‘s\[,i = j\[jAJ'
= Vje|[l,d],Iu; e K, M; = p;ly,
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Comme A, ..., Ag sont deux-a-deux distincts, par interpolation de LAGRANGE, on dispose
de P € Ky_1[X] tel que pour tout j € [1,d], P(\;) = p;j.
Ainsi P(Mat.(u)) = Mate(w) et w = P(u) € K[u].

D) Trigonalisation

D.1 Généralités

Théoréme 5.1.33: Tout sur la trigonalisabilité

Soit uw € L(E). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

<1 wu est trigonalisable

< Il existe une base e de E telle que Mate(u) est triangulaire supérieure.
<1 X, est scindé
<1

Il existe un drapeau total de E stable par u, c’est-a-dire que si e =
(e1,...,€en), 0n a:

Vie [1,n], Vect(eq,...,e;) est stable par u

Proposition 5.1.34: Expressions utiles
d

Pour un endomorphisme u trigonalisable, si x, = H(X — ;)™ , ona:
j=1

d

d
Tr(u) = Z m;\; et det(u) = H )\;”j
j=1 J=1

Démonstration. La trace et le déterminant sont des invariants de similitude.

D.2 Décomposition en sous-espaces caractéristiques

Théoréme 5.1.35

Si xu ou m, est scindé, si Sp(u) = {A1,..., g} de multiplicités my, ..., mg, on
note :
d d
Xu=[[(X=X)™ et my = [ [(X = \;)%
j=1 J=1
Alors : J
E = @ Ker ((u— Ajid)™)
j=1 ™
=F;
On a de plus U R, = Ajid +n; ot n; est nilpotent d’ordre g;.
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Il existe e une base de E telle que :

A1 (*)
' (0)
A
1
A2 (*)
Mat,(u) = | A2
Ad (*)
(0)
- M

D.3 Décomposition de DUNFORD (complément) **xx*

Théoréme 5.1.36: DUNFORD

Soit u € L(E). 1l existe d’uniques 0, v € L(E) tels que :
<1 ¢ est diagonalisable
<1 v est nilpotent
< fov=vod
<

u=0+v

Démonstration. On définit 6 € L(E), tel que pour j € [1,d], 0, = \jidg, ; et v € L(E) tel

que pour tout j € [1,d], vr, = n;.
< u =0+ v :sur chaque Fj, up, = uj = Ajidp;, +nj = Op; +vp, dotu =0 +v.
<1 J est diagonalisable : Vj € [1,d], E);(0) = F; d’ott Sp(d) = Sp(u).

<1 v est nilpotent : évident, 'ordre de nilpotence est nﬁn‘xﬂ qj-
— jel,d]

< dov =wvod :sur chaque Fj, \jidg, on; = njo \jidp, dondov =vod.
d

<1 Unicité : on considére la décomposition obtenue ci-dessus, § = Z Ajpj ou pi, ..

J=1
sont les projecteurs associés a la décomposition du théoréme des noyaux
d
E = @ Ker(u — \;jid)"™
A/':l ~~
=F;
d d d
(c’est-a-dire que pour x = Z xzjouxj e Fj, 0(x) = Z ATy = (Z Ajpi)(z)).
J=1 Jj=1 Jj=1

Or d’apres d’apres la Proposition pour j € [1,d], p;j € K[u] d’ou § € K[u] et
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v=u—40¢€Kul.

Supposons maintenant v = &' +1/ avec § diagonalisable, v nilpotent, et &’ o/ = /0§,
Donc ¢’ commute avec tous les polynomes en u donc en particulier avec §. De méme
V' ou=wuor. Donc de méme v/ commute avec v. Or § + v = § + /' id est

§—¢6 =1 —-v

diagonalisable  nilpotent

ainsi § — &' = v —v = Oz p).

Exemple 5.1.37

1 5
Trouver la décomposition de DUNFORD de A = | 0 6 ]
0 3
4
0
0

o N O
w o O
+
o O O

4
2
0
1 5
<1 On pourrait dire A = | 0 6 | mais ces deux matrices ne
0 0

commutent pas entre elles.

< x4 = (X=1)(X—2)(X —3) scindé a racines simples donc A est diagonalisable.
La décomposition de DUNFORD est :

A=A+ 04

E) Exemples

E.1 Diagonalisation et trigonalisation pratiques pour une matrice de taille 2

Remarque 5.1.38: Expression explicite du polynéme caractéristique

On a pour A € My(K),

XA = X% —Tr(A)X + det(A)

Méthode 5.1.39: Diagonaliser ou trigonaliser une matrice de taille 2

< Cas1l: x4 =(X—a)(X —p) avec a # 0.
Dans ce cas, A est diagonalisable et on calcule les sous-espaces propres E,(A)

et Eﬁ(A)
< Cas2:xa=(X—a)
— Soit A = OZIQ

— Soit A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable.
On trouve un vecteur propre e; tel que E,(A) = Vect(ey).
On choisit ensuite es ¢ E,(A) de sorte que (e1, e2) soit une base de E.
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On considére P = Matpc(e1, e2). Alors

_ (03 *
P YAP = Mat,, ¢,(ua) = (o a)

J

Exercice 1

Traiter le cas des matrices A = (1 0) et B = (3 _2>

1 2 2 -1

J

E.2 Diagonalisation et trigonalisation pratiques pour une matrice de taille 3

Méthode 5.1.40: Diagonaliser ou trigonaliser une matrice de taille 3

< Casl:xa=(X—-a)(X —-0)(X —7), avec « # 3 # v Dans ce cas, A est

diagonalisable et on trouve (e1, es, e3) base de vecteurs propres de A.
< Cas2:xa=(X—a)X—-p)?

— Sidim Eg(A) = 2, A est diagonalisable.

E.(A) = Vect(ey)
Eg(A) = Vect(e2)
Pour cela on peut adopter différentes stratégies selon le type de matrice
triangulaire souhaitée.

— Si dim Eg(A) = 1, on trouve (eq, e2) tels que {

— On peut prendre e3 sans condition supplémentaire, de sorte a ce que
(e1, €2, e3) soit libre. Dans ce cas, en notant P = Maty(e1, e2, €3),

on a :
a 0 %
PltAP=10 B =
0 0 B

— On peut aussi imposer une condition du type :

a 0 0 a 0 0
P'AP=|0 B x|Jou |0 B 1
0 0 B 00 fp

On choisit alors ez € Ker((A — 813)?)\ Ker(A — BI3) = Ker((A —
BI3)*)\Vect(ez). 1l faut donc calculer (A — BI3)2.

Pour éviter cela, la méthode la plus simple est de résoudre (A —

Bl3)es = es.

< Cas3:xa=X—-a)

— dim E,(A) = 2. Alors E,(A) = Vect(e1, e2). On peut choisir eg de fagon

quelconque, ou ruser un peu.
Une technique commune consiste & d’abord choisir es, puis e3 et enfin

3 avec A # als. Ainsi A n'est pas diagonalisable.

er.
En effet, comme rg(A — al3) = 1, on a (A — al3)? = O3 et donc
Im(A — al3) € Ker(A — als).

On prend donc ey tel que Vect(eg) = Im(A — als).
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Puis on prend e3 tel que (A — als)es = es.
Enfin on compléte eg en (e1, e2) en base de Ker(A —al3). De cette sorte,

0 00
Mat (e, ey,e5) (s —aid) = [ 0 0 1 |. En conclusion :
0 00
a 0 0
P'AP={0 o 1
0 0 «

— dim E,(A) = 1. Alors (A — al3)?® # Os.
On choisit e3 € Ker(A — al3)?. Puis on récupére e; et ey ainsi : ey =
(A—alz)es et e; = (A — al3)eq. Alors :

010 a 1 0
Mate(ug —aid) = {0 0 1] et PPAP=[0 a 1
000 0 0 «

\ J
Exercice 2

3 -1 -1 1 0 0
Traiter lescasde A= | -1 2 0 leteB=1]0 0 -1
3 =2 0 01 2

E.3 Projecteurs et symétries

Proposition 5.1.41

Soit p un projecteur de E. On a
E =Kerp®Imp = Kerp @ Ker(p — id)

et Sp(p) = {0,1}.
p est diagonalisable.

Démonstration. X* — X = X(X — 1) annule p.

Proposition 5.1.42

Soit s une symétrie de E. On a
E = Ker(s —id) @ Ker(s + id)

et Sp(p) = {_17 1}
s est diagonalisable.
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Démonstration. X? —1 = (X —1)(X + 1) annule s.

E.4 Endomorphismes nilpotents (complément) ***xx*

Lemme 5.1.43: Lemme de liberté

Soit u € L(E). Soit d I'indice de nilpotence de u. Soit z € E, u?~(z) # 0. Alors
(z,u(z),...,u? (x)) est libre.

d-1

Démonstration. Soit (ou)o<k<d—1 € K tel que Z c}:ju-j(:zf) = Op. Par I'absurde, supposons
J=0

que les () ne sont pas tous nuls.

d-1
Soit alors k = min{j € [0,d — 1], a;; # 0}. Ainsi Z aju’ (z) = 0g. En appliquant v '~",
=k
il vient :
-1
O = Z W (1) = o T (2)
A H_)
=k £0

d’ott a; = 0 ce qui est absurde.

Lemme 5.1.44

Soit u € L(E) nilpotent. Alors son indice de nilpotence est inférieur & n = dim E.

Démonstration. En utilisant le Lemme [5.1.43] on trouve = € E tel que (z,...,u"(z))
soit libre. Alors d # n.

Théoréme 5.1.45: Tout sur la réduction des nilpotents

Soit uw € L(E). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
<1 u est nilpotent
<7 =X%oude[l,n]

< Il existe une base e de F telle que Mat,(u) est triangulaire strictement supé-
rieure

<1 u est trigonalisable et Sp(u) = {0}
<0 Xy est scindé et Sp(u) = {0}
< Xy = X"
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Proposition 5.1.46: Caractérisation des nilpotents par la trace des ité-

rées

Soit A € M, (K). Si Tr(A*) = 0 pour tout k € N, alors A est nilpotente.

Démonstration. Soient \q,..., g les valeurs propres distinctes non-nulles de A, on note

mi,..., myg leur multiplicité.
Par 'absurde, si A n’est pas nilpotente, d > 1. On a :

d
vk e N*. 0 = Tr(A/‘”) = mo0¥ + 2 mlj/\‘/}f

J=1
d
Pour k€ [1,d], Z /\;l}:m]_ =0 id est
J=1
Mo M),
AL A2
. . =0
XL ag) \m

avec det V' = A1 ... \g x Vandermonde(A1,...,\g) # 0 et V € GL,(C).

mq
Donc : | =0, ce qui est exclu. Donc d = 0 et ainsi A est nilpotente.

mq

E.5 Inversibilité de P(u) pour P € C[X]| (complément) **

Montrer qu'un polynéme en une matrice ou un endomorphisme est inversible peut étre
parfois utile dans plusieurs exercices. Mais ce n’est évidemment pas toujours vrai.

Lemme 5.1.47

Soit u € L(F), admettant un polynéme minimal 7. Soit P € K[X]. Alors P(u) est
inversible si et seulement si P et m, sont premiers entre eux. De plus, P(u) ' €

K]u].

Démonstration. On a la relation de Bézout : on dispose de (U, V) € K[X]?,
UP+Vm, =1

En spécifiant A,
U P+ V(wm(u) = ids

Mais Q(u) = O,, donc :
V(u)P(u) =idg
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Ainsi P(u) € GL,(K) et P(u) ! = U(u) € K[ul.

Si P et m, ne sont pas premiers entre eux, m, = QD avec D = P A m,. On a m, | PQ
donc P(u)Q(u) = 0 alors que Q(u) # 0 puisque deg Q < degm,. Par suite P(u) n’est pas
inversible.

Exemple 5.1.48: Application

Soit A € M, (K), et M = 54 ﬁ € My, (K). Montrer que si M est diagona-
lisable, alors A = 0.

<1 Soit P = 7y le polynéme minimal de M, scindé & racines simples qui annule
, ARl ARy
M. Par récurrence rapide, pour k € N, M* = 0 i Ainsi :
n

P(A) | AP'(A)
On | P(4))

O%zPMH=<

. | P(A) =0,
D“{AP@):@
< Mais P est scindé & racines simples donc P et P’ n’ont pas de racine com-
mune. Ainsi, P'(A) € GL,(K) d’aprés le lemme précédent. Donc AP'(A) =
O, =A=0,,.

Ainsi A est diagonalisable.

IT) Réduction simultanée

A) Codiagonalisation *x**

Théoréme 5.2.1: Codiagonalisation de deux endomorphismes

Soient u,v € L(F), diagonalisables et qui commutent.
Alors u et v sont codiagonalisables, ¢’est-a-dire qu’ils admettent une base commune
de vecteurs propres.

Démonstration. Comme u est diagonalisable, en notant Sp(u) = {A1,..., Ay} deux-a-deux

distincts,

d
E =@ B, (u)

J=1
Comme uov = vou, chaque E), (u) est stable par v. On note v; "endormorphisme induit
par v sur Ey (u). Or v étant diagonalisable, v; est diagonalisable.
On dispose ainsi d'une base b; de E),(u) formée de vecteurs propres de v; donc de v. Ce
sont également des vecteurs propres de .
En concaténant les (b;);, on obtient une base de vecteurs propres pour u et v.

La réciproque est également vraie car deux diagonalisables commutent toujours entre
eux.
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Théoréme 5.2.2: Codiagonalisation de plusieurs endomorphismes

Soit (u;)ier € L(F)! une famille d’endomorphismes (éventuellement infinie) diago-
nalisables qui commutent entre eux deux-a-deux.
Alors les (u;); sont codiagonalisables, ¢’est-a-dire qu’il existe une base e de E telle
que :

Vi e I, Mat,(u;) est diagonale.

Démonstration. On procéde par récurrence forte, sur la dimension de E.
<1 n =1 : toutes les matrices sont diagonales.
<t n—n+1:on suppose la propriété vraie pour les espaces de dimension k < n + 1.
On suppose dim E = n + 1 et (u;)ier € £L(E)! diagonalisables qui commutent.
— Si les u; sont tous des homothéties, toutes les bases conviennent.

— Sinon, on dispose de k € I tel que uy n’est pas une homothétie.
d

d

Comme uy, est diagonalisable, E = @ Ey,; (ug) = 6—) F;.

J=1 J=1
Comme uy, n’est pas une homothétie, pour j € [1,d], dim F; < n.
Soit j € [1,d]. Pour tout i € I, us o u; = u; o ug, donc les Fj sont stables par ;.
On note u; g, 'endomorphisme induit par u; sur Fj. Les endomorphismes de la
famille (u;,F,)ier € L(F;)" sont tous diagonalisables et commutent deux-a-deux.
On peut donc appliquer I'H.R. : on dispose d'une base b; de F} telle que :

Viel, 1\[‘(1“[,;,/. ('I/,'Jr/) € Dgim F; (I<)

Finalement, on concaténe les bases (b;); en on obtient une base b de E. De plus
pour tout 7 € [,

1\[&1‘%l (1/,‘41.")
Maty(u;) = € Dp11(K)
Matgm (’Ily'_[,"l)

B) Cotrigonalisation **x

Théoréme 5.2.3: Cotrigonalisation de deux endomorphismes

Soient u,v € L(E) trigonalisables qui commutent.
Alors u et v sont cotrigonalisables c¢’est-a-dire il existe une base e de E telle que
Mate(u) et Mate(v) sont triangulaires supérieures.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimension de I'espace.
<1 dim F =1 : toutes les matrices sont triangulaires.
<1 n— n+ 1 : supposons la propriété vraie pour tout (u,v) € ,C(E)2 ol F est un K-
espace vectoriel de dimension n, u et v sont trigonalisables et commutent. On suppose
dmFE =n+1, uov =wvou et u, v trigonalisables.
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— Recherche d’un vecteur propre commun :
Xu est scindé, donc on trouve A € Sp(u). Comme uov = vowu, Ex(u) est stable
par v. On considére ¥ 'endomorphisme induit par v sur Fy(u), il est encore
trigonalisable. On dispose alors de z1 un vecteur propre de v, mais aussi de wu.
= 7
D’ou1 'existence d’un vecteur propre commun.
— On se raméne a I’H.R. :

On compléte x1 en une base b = (r1,...,x,+1) de E. Ainsi :
A *
0
Maty(u) = | . =U

. (/“Yl

0
« *
0 5

et Maty(v) = | . . =V, (U, V) e M,(K)

: /1
0

avec « la valeur propre associée a x1 pour v.

Comme uowv =vou, UV = VU et donc par produit par blocs Uy Vy = VU;.

De plus, Uy et Vj sont trigonalisables car xp = (X — A\) Xy, .

On applique 'H.R.. aux endormorphismes de L(R™) canoniquement associés a U;
P lwp =Ty triangulaire supérieure

t V1. On dispose de P, € GL,,(K), tel que ) . .
b V1. L dispose de £ n(K), te que{ P 'V Py = S; triangulaire supérieure

1 *
0
On définit P = | | » . On note e la base de E telle que P = Maty(e),
: 1
0
A *
. 0
Mate(u) = P~ Maty(u)P = | . . triangulaire supérieure
: PlULP,
0

D’ou I’hérédité.

Théoréme 5.2.4: Cotrigonalisation de plusieurs endomorphismes

Soit (u;)icr € L(F)! une famille d’endomorphismes (éventuellement infinie) trigo-
nalisables qui commutent entre eux deux-a-deux.
Alors les (u;); sont cotrigonalisables, ¢’est-a-dire qu’il existe une base e de E telle
que :

Vi e I, Mat,(u;) est triangulaire supérieure.

Démonstration. On remarque tout d’abord que Vect((u;)ier) S L(F) qui est de dimension
finie.
On extrait donc w;,,...,u;, tels que Vect(ui,,...,u;,) = Vect((wi)ier). 1l suffit donc de

co-trigonaliser les (u;, )1<k<d, que 'on va noter vy, ..., v4.
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<1 On montre que les vy, ...,v4 ont un vecteur propre commun : par récurrence sur d.

— Evident pour d = 1.
— Déja fait pour d = 2.
— On suppose le résultat pour d endomorphismes trigonaliasbles qui commutent.
On en prend d+ 1 : uy,...,ugs1 € L(E).
Comme ug,q est trigonalisable, Sp(ug,1) # . Soit donc p € Sp(ugy1). Soit
F = E,(ug41), qui est stable par chaque u;.
Soit 1; I’endormorphisme induit par w; sur F' : commes les (u;j)1<;<q sont tous
trigonalisables, les (1j)1<j<q le sont également, et commutent.
Par H.R., les (u;) ont un vecteur propre commun x € F, qui est un vecteur
propre de ugy1.
<1 On montre la co-trigonalisabilité : par récurrence sur la dimension. C’est exactement
la méme démonstration que précédemment pour le Théoréme [5.2.3

IIT) Reéduction de matrices particuliéres

A) Matrices de rang 1 **x

Soit A € M, (K) de rang 1. Alors A% = Tr(A)A.

Démonstration. Comme A est de rang 1, on peut écrire :
A=CL,L¢e Ml,n,(K)a Ce M,lfl(K)

Ainsi : A%> = (CL)(CL) = C(LC)L.

Mais LC € K avec LC' = Y [L]1x[Clr1 = Y awr = Tr(A).
k=1 k=1
Finalement : A% = C(Tr(A))L = Tr(A)CL = Tr(A)A.

Proposition 5.3.2

Soit A € M,,(K) de rang 1. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A non diagonalisable
2. A2=0
3. Tr(A) =0
4. ImA S KerA

Démonstration. Le lemme précédent montre que (2) <= (3). De plus, (2) <= (4) est
évident.

On montre (1) < (3).

D’aprés le lemme, A? = Tr(A)A.
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<1 51 Tr(A) =0, A est nilpotente non-nulle donc non-diagonalisable.

<1 Sinon, X (X — Tr(A)) scindé a racines simples annule A donc A est diagonalisable.

B) Matrices circulantes **

Définition 5.3.3: Matrice circulante

Soit A € M,,(C). A est circulante si elle s’écrit sous la forme :
agp ai Ap—1
A =
Ap—2
ap—-1 OGp—2 ao
Proposition 5.3.4
ag a An—1
Soit A =
Ap—2
Gp—1 0An—2 agp

Alors A est diagonalisable.
De plus, en notant U, = {1,w,...,w" '}, on a:

n—1
Sp(A) = {Z apwh je [0,n— 1]}

k=0

et pour tout j € [0,n — 1],

1
Y
E. ;i (M) = Vect .
0 1 (0)
Démonstration. On pose M = h - . Ainsi que uj)s son endomorphisme
o) . .
| 0

canoniquement associé : upr(en) = e, et up(e;) = ej—1 pour j < 2.
Alnsi, uyy 1 €j — e

<1 On montre d’abord que M est diagonalisable.
On auly; =idg et M"™ = I, d’ott X" — 1 est un polynome scindé a racines simples
qui annule M.
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Ainsi M est diagonalisable et Sp(M) = U,. ‘
On cherche ensuite un vecteur propre associé a chaque w’, j € [0,n — 1].

T1
SiX=1|...},
T,
) = /\:L‘1
MX =)\X = B ’
TIn = A:1771/—1
T = ATy,
— \k,
P VEe[2,n],xr = Na;
I = )\nl’l
1
A
& X € Vect
)\.n:l
1
W’
D’ou E,; (M) = Vect = Vect(Z;). Soit ainsi
w<71_1)j
1 1
w wn—l
P = - 1\"IatbC(ZO 7Z’n,—1)
1 ot w(n—l)(n—l)
n—1 4
< Ensuite, A = Q(M) avec Q = Z a; X?. Donc :
k=0
Q(1) (0)
Qw
PlAP = “
(0) Q")

Et ainsi A est diagonalisable, et on a les résultats sur le spectre et les vecteurs propres.

C) Matrices compagnons *xx

n—1
Dans toute cette partie, P = X" — Z ar X" e K[X].
k=0
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Définition 5.3.5

On appelle matrice compagnon associée & P :
0 (O) aq
1
Cp =
0
(0) 1 anp—1
Théoréme 5.3.6
xcp =P

Tout polyndme unitaire de degré n est polynéme caractéristique d’une telle matrice.

Démonstration. On a :
X (0) —ay

X :
(0) -1 X —a, 1

On développe par rapport a la derniére colonne :

X (0)
S D , ~1
XCp = Y (=17 (—ay) det(M; ;) + (X = apn1)
j=0
(0) -1 X
avec
X (0)
—1
()1/7/
det(M; ;) = |(0) -1 X
' -1 X (0)
0
0;
J X
(0) 0 -1
X O) -1 x (0)
_ -1 0
X
(0) -1 x| 0) 0 -1
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n—2

Ainsi, xcp = 2(—1)‘/‘7”(/_/;/\’-/.(:—1)”7174" F(X — (l,,_l)X”*I
Jj=0

Cela donne bien : x¢, = P.

Proposition 5.3.7: Application

n—1
Soit P = X" — 2 arp X" € Z[X]. Soient Ay, ..., A, les racines complexes de P.
k=0

n
Alors pour tout k € N, Z )\é? € Z.
j=1

Démonstration. On considére Cp € M,,(Z). On la trigonalise dans C. Comme ¢, = P,

A1 *
Cp=Q Q"
(0) An
Pour tout ke N, on a :
A %
k= Q Q!
(0) A

Donc Z )\// = 'lwl'(('//;') € 7 car ("j‘} e M, (Z).
j=1

IV) Endomorphismes cycliques **

On considére toujours E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.

A) Polynoéme minimal ponctuel
Soit u € L(E), soit xo € E. Considérons :

O sy - { K[X] — E

p s P(u)(x0) linéaire non-injectif

Définition 5.4.1: Existence du polynéme minimal ponctuel

Ker(6,4,) est un idéal de K[X].
Alors il existe m, 5, unitaire tel que m, 5, K[X] = Ker(6y, 4,)-
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Démonstration. Ker 0, 4, est un sous-groupe pour la loi additive, car c¢’est un sous-espace
vectoriel.
Soit P € Ker 0, ,,, et @ € K[X]. Alors,

Donc QP € Ker 0, 4,.

Par ailleurs, m, € Ker 8, 5, donc my z, | mu.

Proposition 5.4.2

Il existe xg € E, Ty zy = Ty.

d
. . m N N .. .
Démonstration. Notons m, = H P/- "ou Pi,..., Py sont deux-a-deux distincts. Par théo-
Jj=1
réme des noyaux,

E = P Ker(P]" (u))
j=1———
=E;

N PR P PP . - i—1
On a d’apres le théoréme des noyaux itérés (Théorémeld.6.5), pour j € [1,d], P\cr(]j;”’ (u)) <

m4 P ., . . . + .
K(‘J"(Pj ?(u)). De plus par minimalité de m,, 'inclusion est stricte. En effet, par I’absurde

. . ciz —1 m .
si pour un k on a égalité, P,** H P, annule u, ce qui est exclu.
J#k
. . . . . m;—1 - m; .
Ainsi, pour j € [1,d], Ker(P;” (u)) & Ker(P;”(u)). On peut donc considérer z; €

Ker(P™ (u))\ Ker(P" " (u)). On pose :

Soit P € R[X]. Alors,

P(u)(zg) < /Zl P(M)F(‘;z,-_j) =0
& vie1,d], Pu)(z;) =0
<~ Vje[l,d] s Tz, | P

Or P;T7f(11)(;zr‘/) = 0 d'ott Tyz; | ]7;””. Comme P}n/*l(zz)(:r‘j) # 0, P;”"fl ne divise pas

m .
Ty.z;- Donc my, .. = P 7. Finalement,
L2 & b

P(u)(z9) = 0p < Vje[1,d],P;” | P < m,|P

|

Donc 7y, 2,
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Lemme 5.4.3: Espaces Iy,

Soit pour zy € E, Fp, = {P(u)(xo),P e K[X]} = Im(f,,) a pour base
(uk(xo))ke[[[) ,d—1] avec d= deg(ﬂ'u,zo)-

Démonstration. On a Kg_1[X] @ 7y, K[X] = K[X]. Donc 60, 5, induit un isomorphisme
entre Im(6,, »,) et Kq_1[X].

B) Définition des cycliques

Définition 5.4.4: Définitions équivalentes

Soit u € L(E). Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. 3Jzpe B, F,, = FE
2. dzg € E, (g, ...,u" " () base de E.
3. On dispose d’une base e de FE, telle que Mate(u) = Cp.

On dit dans ce cas que u est un endomorphisme cyclique.
On note Q(FE) I'ensemble des endomorphismes cycliques de E.

Démonstration. On a toujours Fy, € E qui est de dimension deg(my z,)-

<1 Premiérement,

(1) < 3Jzp€ E,degmyq, =n =dimFE
— 3Jzge B, (zo,...,u" *(x0)) base de Fy,
< dxg€e E, (xop, ... ,"u,”_l(:ro)) base de E

= (2)

< (2) = (3) : On dispose de e = (zq,...,u" (x0)) base de E.
w(u® (o)) = uF 1 (20)

Par définition, pour k < n—2, { u(u”_l(:lfo)) =u"(z0) e B = Vect( (10))

ke[0,n—1]
, d’ou :
n—1
u” l() Z ag lL l()
k=0
On a alors :
0 (0) ao
1 . : ,
Mat,(u) = C|=Cp
o0 :
(0) I apn

n—1
ou P =X"— Z ap X* unitaire.
k=0
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< (3) = (2) : Soit e = (eq,...,ey) base de E| telle que Mat.(u) = Cp. On note zp = €.

Alors pour k € [1,n — 1], u(ex) = exy1 = 'z/A"(;I?()). Ainsi, e = (zo,...,u" " H(x0)) est
une base de F.

C) Polynéme minimal d’un cyclique, théoréme de CAYLEY-HAMILTON

Théoréme 5.4.5: Polyndme minimal d’un cyclique

Soit u € L(E). Alors,
ueUFE) < 7y = Xu

Démonstration. < = : Soit u € Q(E). On considére donc (zo,...,u" '(xg)) une base
de E.
Montrons que deg(m,) = n, et pour cela montrons que (idg,...,u" ') est libre.

Soit (o) kefo,n—1] € K" telle que :

n

Z apuf = Oz(m)

k=0

n

A fortiori, Z o (z0) = 0.
k=0
Par liberté de e, les (ag) sont tous nuls. De plus, comme u"(zg) € E, on a :

n

(111,(:1,7(,)) _ Z ([,;‘,,’{/74’(;1/‘())(*)

k=0

n

dont Mate(u) = Cp ou P = X" — Z aAAXk et xu = Xcp = P d’aprés le Théoréme
k=0
30

Deux possibilités a partir d’ici :

— Par CAYLEY-HAMILTON, 7, | Xy donc deg(m,) < n. Finalement, deg(m,) =
n = deg(xy)- Etant tous deux unitaires, 7, = yu.

— Mais on peut se dispenser de CAYLEY-HAMILTON (en effet une démonstration
de CAYLEY-HAMILTON repose sur le théoréme que nous sommes en train de
démontrer). On montre donc P(u) = Oz ().

Par (x), P(u)(z¢) = 0. De plus, pour k € [0,n—1], P(u)(u"(z0)) = u* o
P(u)(wo) = Op. Ainsi P(u) s’annule sur une base de E. Ainsi P(u) = Og(py.
Donc 7, = xu-

< < : Supposons que deg(x,) = deg(m,). Alors, d’aprés la Proposition[5.4.2} on trouve
xo € B tel que my 4, = .
Ainsi, deg(my z,) = n et dim(Fy,) = n. Ainsi, E = Vect (’uk(;ﬁ())) [[ I
ke[0,n—1
Ainsi, u est cyclique.



156 CHAPITRE 5. REDUCTION

Nous pouvons donc proposer une démonstration du théoréme de CAYLEY-HAMILTON :

Démonstration. Soit xg € E\ {0}. On souhaite montrer que x(u)(z¢) = Og.

On consideére F,, = Vect (u"‘(;r@)} . {P(u)(x0), P € K[X]} sous-espace vectoriel de E
ceN

stable par u. On induit, en considérant :

~ { 1“‘.1‘(. — 1:,1:”

Yl — u(x)

On remarque que 4 est cyclique; en effet F,, = Vect (u/"(;zfu)) = Vect (&,/"(.I'U)) D’ou

Ta = Xa-

< D’une part, xg | xu donc x, = Qxa-
< D’autre part, xg(u)(xo) = mg(u)(xo) = ma(t)(x0) = 0.

Finalement, vue cette égalité,

Xu(u)(z0) = Q(u) o xa(u)(zo) = Op

D) Endomorphismes cycliques particuliers

Proposition 5.4.6: Espaces propres

Soit u € Q(FE). Alors pour tout A € Sp(u),

dim E)(u) =1

Démonstration. Dans une base e de vecteurs propres de u,

0 ((]) agp
1
Mate(u) =
0
((J) 1 an—1
Alors,
- (0) agp
. 1
Mate(u — Aid) =
o= :
(U) 1 an—1 — A
- (0)
1 ..
Cette matrice est de rang > n — 1. En effet, la matrice extraite est

inversible. Ainsi, dim Ker(u — Aid) < 1 donc dim E)(u) = 1.
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D.1 Diagonalisables

Proposition 5.4.7: Deux caractérisations des diagonalisables

<1 Soit u € Q(F). Alors, u est diagonalisable si et seulement si x, est scindé a
racines simples.

<1 Soit w diagonalisable. Alors u est cyclique si et seulement si X, est scindé a
racines simples.

Démonstration. <1 Pour le premier point, ¢’est un corollaire immédiat de la proposition
précédente.
d
<1 Pour le second, notons m, = H(X — ;) ou les (a;) sont les valeurs propres sans
J=1

multiplicité de w.

— = : Si u est cyclique, m, = ¥, scindé & racines simples.

— < : Supposons que Y, est scindé a racines simples. Alors, u a n valeurs propres

distinctes. Soit (e1,..., en) una base de vecteurs propres de E. Alors,
A1 (0)
Mate(u) = )
(0) An

n

avec les (\;) deux-a-deux distincts. Posons zg = Z e;. Alors,

Jj=1
D VISR Vi
Mate (zo, - . ., o)) = |1 =V, An)
D VD V.
qui est inversible. Ainsi, (xo,..., 1/”7](,1'0)) est une base de E, et donc u est

cyclique.

D.2 Nilpotents

Proposition 5.4.8: Caractérisation des nilpotents

Soit w un endomorphisme nilpotent. Alors, u € Q(FE) si et seulement si son indice
de nilpotence est égal & n.

Démonstration. <1 = : Siwest cyclique, m, = x, donc m, = X" et 'ordre de nilpotence
est bien n.
< < : Soit zg € E tel que u" ! (xg) # 0. Alors, comme vu précédemment, (zo, . . . , u" 1 (z0))
est libre de cardinal n, c’est donc une base de E. Ainsi u est cyclique.



158 CHAPITRE 5. REDUCTION

E) Induit d’un cyclique

Théoréme 5.4.9: L’induit d’un cyclique est cyclique

Soit u € L(E) cyclique. Soit F' sous-espace vectoriel stable par u.
On considere @ = up. Alors @ est cyclique.

Démonstration. Soit xg € E, et F,, = Vect (u"'(.rl))> . Posouns :
keN

Ir = {P e K[X], P(u)(xo) € F} # {0}
C’est un ideéal de K[X] :

<1 C’est un sous-espace vectoriel donc un sous-groupe pour la loi additive.

< SiPelp, QeK[X], QP(u)(zo) = Qu) | P(u)(xo) | € F.
eF

=

On dispose donc, comme K| X] est un anneau principal, on trouve Qr € K[X| unitaire,
Ir = (Qr) = QrK[X]
On pose alors yp = Qr(u)(xo). Pour tout = € F, on dispose de P € K[X], z = P(u)(xo).
Comme z€ F, Pe Ip et P =QrR, alors :
x = P(u)(z9) = R(u) (Qr(u)(x0)) = R(u)(yo)
Donc F' = Vect (111"(,1/(.)) ‘

K e;‘*zf.

On peut méme montrer qu’il existe une correspondance bijective entre les sous-espaces
stables par u et les idéaux de K[X] contenant 7,. On montre alors qu’un cyclique admet
un nombre fini de sous-espaces stables. La réciproque est vraie également! Ce sera vu au
Théoréme

F) Commutant d’un cyclique

Proposition 5.4.10: Commutant d’un cyclique

Soit u € Q(E). Alors, Com(u) = KJu].

Démonstration. Tout polynéme en u commute avec u. Réciproquement soit xg € F tel que
(xo, ..., u" "1 (z0)) soit une base de E.
Soit v € Com(u). Comme v(zg) € E, on a :

n—1

v(zp) = Z (1;‘,1//"(‘1‘[))

k=0

Pour k€ [0,n — 1], v(u®(x0)) = u*(v(xp)) car wowv = v ou. Ainsi,

n—1 n—1
k ) (0 o +k( .
) 2 a;ju’ (zg) | = Z a;ju’ " (xo)

7=0 7=0
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n—1

En posant w = Z aju’, on a pour ke [0,n —1],

Jj=0
w ('11,]"(;17())) =0 (’llk(-’lfo))

Donc v et w coincident sur une base de K[u]. Ainsi v = w € K[u].

G) Propriétés de Q(F)

Théoréme 5.4.11

Q(F) est un ouvert de L(FE). De plus si K = C, Q(F) est dense dans L(F).

. L(E K .
Démonstration. <1 Ouvert : Posons ¢, : ( ) — _— continue.
— dot(" SutH (x)
Ainsi, o7 H(K*) est ouvert. Donc Q(E U o1 (K*) est ouvert.
zeE
<1 Dense : On le montre avec des matrices. Soit M € M,,(C). Alors M est trigonalisable,
A1 (%)
M =PTP ' ot PeGL,(C)et T = -
(O) )\“

Soit 6 = min{|\; — A, (¢,7) € [1, nﬂQ ,Ai # A;} (on prend 6 = 1siiln'y a qu'une

1 )
seule valeur propre). Alors 6 > 0. Soit ng € N tel que — < 5 Pour tout k = ng

no
considérons :
1
M+ (ti;)
1
Ao+ —
M = P 2 2k p-1
1
0 /\/1, + —
(0) nk

Montrons que I’endomorphisme uj canoniquement associé a My est cyclique. On
montre que les coefficients diagonaux de M, sont deux-a-deux distincts. Soient ¢ # j.

1 1
— SiN =AM+ FAN A+
1k gk

. . 1 l 1
—Sl)\,'i)\l/‘, |)\,f—)\l/“>(>. Or I—JII‘ /T . Dot \; + /\/+/7
1
A1+ &
) Ay + —
De plus, on a bien 2k P T. Donc par conti-
—+00

(0)

nuité de Papplication A — PAP ' on a:

M, = PT,P~' —— PTP ' = M

k— 400
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Alinsi si u est canoniquement associé a M, on a uy oo et (Uk)k=ny € Q(E)N.
s— 400

V) Applications diverses

A) Résolution d’équations matricielles **x

Soit A € M, (K) et P € K[X]. On cherche & résoudre P(M) = A.

Soit M une solution de P(M) = A. Alors AM = M A.

Démonstration. En effet, P(M)M = MP(M).
Donc M laisse stables les sous-espace propres de A, et méme tous les Ker(Q(A)).

Meéthode 5.5.2: Résolution d’équations matricielles

Toujours procéder par analyse-synthése.
n
< x4 est scindé a racines simples : x4 = H(X - )
j=1
Alors A est diagonalisable, et M laisse stable chaque E),(A) de dimension 1.
Ainsi :
A1
Q 'AQ =
An
M1
Q'MQ =
Hn
K1
Reéciproquement si Q1 MQ = , M est solution de P(M) = A
Hn
si et seulement si : Vj e [1,n],P(pj) = Aj.
<1 x4 est scindé et A est diagonalisable : dans ce cas, M laisse stable chaque
E);(A) et on procede de méme par blocs.
<1 Sinon, on peut utiliser un polynéme annulateur de A. Si Q(A) = 0, alors
(QP)(M) = 0. Si QP est scindé a racines simples, on peut diagonaliser M.

Exemple 5.5.3: u? diagonalisable = u diagonalisable

Soit u € GL(E) ou E est un C-espace vectoriel. On suppose que u? est diagonali-
sable. Montrer que u est diagonalisable.
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m
< Soit @ = 7,2 scindé a racines simples. Notons @) = H(X — ;) avec les \;

j=1
deux-a-deux distincts.
Comme Q(u?) = 0z(E), Q(X?) annule u.
m m
< OrQ(X%) =[[(Xx=x) = [ [(X=6;)(X +5;) si 67 = \;. Ainsi P = Q(X?)
j=1 j=1

est scindé a racines simples et annule u. Donc u est diagonalisable.

J

Exemple 5.5.4: Deux équations matricielles

100
Résoudre M2 =AouA=[0 5 4}
0 0 5
<1 On sait que M et A commutent. Donc M laisse stable E1(A) et E5(A). Ainsi
a 0 a
M= [0 B b] Enoutre, M laisse stable Ker((A — 5I3)?) donc a = 0.
0 0 c
a 0 0 a® 0 0
< Réciproquement, si M = [0 B b), M>=| 0 p? b(B+c) | Donc:
0 0 c 0 0 ?
(o? 1
82 -
M?=A > | 2 B
L b(B+c) =4
([« =¢e; € {£1}
B 262\/5,526 {il}
=3 = £31/5,e3 € {£1}
. b(€2+€3)\/5 =4+#0
« =¢&1
3 =
= C = 82\/5
[ 2b(e2V5 =4
o =£&1
g = 62\/5
= { ¢ =enh
b = 2 €
\ V5
<1 D’ot1 ’ensemble des solutions :
€1 0 0
2
S = 0 &5 7562 ,(e1,e9) € {+1}?
0 0 82\/5
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1 2
5 1) dans My (R).

< xa=X?-2X —3= (X —3)(X +1). Aest diagonalisable.
X laisse stable E3(A) = Vect (i) et F_1(A) = Vect (_11)

<1Ona:A=P(3 0>P1avecP=<1 1)etP1=1<1 1>.X

Résoudre équation X2 —2X = A = (

0 -1 1 -1 2\1 -1
a 0 -1 e
est donc de la forme P 0 3 P, Ainsi :
2
o’ —2a =3 ace {—1,3}
XeS — ’
{ p2-28 =-1 { B=

<1 Ainsi

B -1 0\ ,_1 3 0\ 1
s={r (3 N)rnr ()P
Et aprés calculs :
0 -1 2 1
s-{(5 )G

B) Calculs de puissances ***

B.1 Cas diagonalisable

Proposition 5.5.5

Soit A € M, (K) diagonalisable. Alors on dispose de P € GL,(K) et D =
A1 (0) AY (0)
, tels que A = PDP~!. Alors pour k € N, AF =
(0) An (0) AE

Démonstration. Par récurrence rapide.

B.2 Avec un polynéme annulateur de petit degré

Méthode 5.5.6

Soit A € M, (K) et P e Ky4[X] tel que P(A) = 0.

Pour k > d, on écrit la division euclidienne de X* par P :X* = QP + R ou
Re del[X].

Alors A* = R(A).

B.3 Cas trigonalisable

On effectue le calcul blocs par blocs, en utilisant éventuellement le binéme de NEWTON.
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C) Remarques sur les sous-espaces stables

C.1 Existence de droites ou plans stables dans R x*x%

Proposition 5.5.7

Soit u € L(E) ou E est un R-espace vectoriel.
Alors E admet un sous-espace stable par u qui est une droite ou un plan.

Démonstration. L’idée est que les irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et
ceux de degré 2 sans racine réelle.
<1 7, admet une racine réelle A. Alors A € Sp(u). Soit z un vecteur propre associé. Alors
Vect(x) convient.

<1 Sinon, 7, a un diviseur irréductible P € R[X] de degré 2.
Notons que P(u) € GL(FE) (en effet si m, = PQ, on a P(u)oQ(u) = 0 donc Q(u) =0
ce qui contredit la minimalité de 7).
Soit x € Ker(P(u))\ {0}. Alors F, = Vect(z,u(z)) est un plan stable. En effet si
P = X? 4+ aX + b, u*(z) = —au(z) — bx et u(z) ¢ Vect(x) (car par I'absurde si
u(x) = Az, on aurait P(\) = 0, impossible car P irréductible).

C.2 Hyperplans stables **

Soit A € M, (K). Soit ug € L(K") I'endomorphisme canoniquement associé.

Proposition 5.5.8

Soit H un hyperplan. Alors H = Ker ¢ ou L € M, (K) telle que :

_K"—>K
Y1 X — ILX

Alors, H est stable par A si et seulement si L est vecteur propre de A'.

Démonstration. H hyperplan stable par A s’écrit : VX € H, AX € H ce qui équivaut a :
VXeK"LX =0= (LA)X =0.
Soit Hy = {X € K", (LA)X = 0}.

H stable par A < H < Hj
— Kerp S Kery ott ¢p: X — LAX
— NeK =X\
< dNeK, LA =)L
—

NeK, ATLT =\LT
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C.3 Sous-espaces stables des diagonalisables *x*

Proposition 5.5.9: Caractérisation des sous-espaces stables

Soit w € L(FE) diagonalisable, de valeurs propres distinctes Aj,...,\;. Les sous-

d
espaces stables de u sont les @ F}; ou chaque Fj est un sous-espaces vectoriel de
j=1
B, (u).
d d
Démonstration. On a E = @ By, (u) et m, = H(X —\j).
Jj=1 j=1

Soit I un sous-espace de F stable par u, et @ I'induit de u sur F. On a 7, (%) = Oz(p) donc
par le théoréme des noyaux,

d d

F = P Ker(i — \jidp) = P(En, (u) n F)

J=1 J=1

Donc F' s’écrit bien de la forme souhaitée. Réciproquement, un tel sous-espace est bien
stable par u.

Proposition 5.5.10: Existence d’un supplémentaire stable

Soit u € L(FE) diagonalisable, de valeurs propres distinctes Aq, ..., Ag. Alors tout
sous-espace de E admet un supplémentaire stable par u.

Démonstration. Soit F' sous-espace vectoriel de E. Soit (eq,...,eq) base de F.

Soit (wy, ..., wy) base de vecteurs propres de E, comme u diagonalisable.

Comme (eq,...,eq) libre et (w1,...,w,) génératrice, on dispose par théoréme de la base
incompléte de iy, ...,1i, tel que (eq,...,eq, wi,...w;,) base de E.

On pose G = Vect(w;,, ..., w;, ). Alors, F®G = E et u(G) € G.

C.4 Sous-espaces stables des nilpotents *

Soit n = dim E. Soit u € L(F) nilpotent d’ordre n.

Pour k € [0,n], Ker(u®) stable par u.
De plus, pour k € [0,n], dim Ker(u*) = k.

Démonstration. u(Ker(u®)) € Ker(u”) se vérifie simplement.
Alors {0} ¢ Ker(u) € --- < Ker(u" 1) € Ker(u") ¢ E. Ainsi Yk € [0,n], dim Ker(u¥) =
k.
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Proposition 5.5.12

Les (Ker(u)) ke[0,n] SONt les seuls sous-espaces stables de E par u.

Démonstration. Soit F' sous-espace stable par v de dimension d.
Soit 4 = ujp. Alors 4" = Og(p). Donc @ nilpotent.
Ainsi @% = O £(F)- Donc F' < Ker(u?). Par égalité des dimensions,

F = Ker(u?)

C.5 Sous-espaces stables des cycliques *

Soit u € Q(FE). Notons S(u) 'ensemble des sous-espaces vectoriels stables par wu,
et Z(u) l'ensemble des idéaux de K[X] contenant m,. Alors S(u) est en bijection
avec Z(u).

S(u) — Z(u)

F — {PeK[X],P(u)(xp) € F} °

<1 Injectivité : Soient F' et G stables par u, tels que p(F) = ¢(G).
Montrons que F' < G. Soit € F. Comme u est cyclique, x = P(u)(xzg), pour
P e K[X]. Alors P € p(F) = ¢(G). Donc z = P(u)(xo) € G.
De méme, G € F et F =G.

Démonstration. On conjecture que ¢ : {

<1 Surjectivité : Soit I un idéal de K[X]| contenant m,. Soit F' = {P(u)(xo), P € I}.
Montrons que ¢(F') = I.

— Montrons déja que F' € S(u). F' est un sous-espace vectoriel car I est un idéal

donc un sous-espace de K[X]. De plus size F, x = P(u)(xy) pour un certain

P e I. Donc u(z) = ()&P) u)(xo) €

(
I. Soit P € 5./( ). Alors P(u)(xp) € F. Donc on trouve

Montrons que ¢(F') ol
)( ) AIHSl: Tu,zq | P— (2 OI‘, Tu,xg = Tu donc })_(2 -

Q€ I, P(u)(xo) = C
T R.
Ainsi, P=Q +m,Re I.

— De plus I € ¢(F) de fagon évidente.

(o

Théoréme 5.5.14: Caractérisation des cycliques par les sous-espaces

stables

Soit u € L(E). Alors :
<1 Siue Q(FE), uaun nombre fini de sous-espaces stables.

<1 Réciproquement, si v a un nombre fini de sous-espaces stables et que K est
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un corps infini, u € Q(E).

Démonstration. <1 = : L’ensemble Z(u) introduit au lemme précédent est fini. En effet,
il n’y a qu’un nombre fini de diviseurs unitaires de 7,. Comme Z(u) et S(u) sont en
bijection, ils ont le méme cardinal fini, et donc v admet un nombre fini de sous-espaces
stables.

<1 < : Pour tout xg € I, I}, est stable par u. Donc :
Vao € B, Fy, € S(u) fini

Ainsi {Fy,,x0 € E} est fini. Notons alors {Fy,,z9 € E} = {F},j € [1,N]}. Remar-

quons que :
N

E= U {zo} = U Fpy = UF7
j=1

roER roER

Avec les (F}) des sous-espaces vectoriels. D’apres le Lemme[4.7.1} comme K est infini,
on dispose d'un k € [1,d], E = Fy.
Autrement dit, on dispose d'un zg € E, tel que F = Fy,. Ainsi u € Q(E).

D) Intersection de spectres **

Soient A, B € M,(K).

Lemme 5.5.15

Soit ¢ : M —> AM — M B. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. $p(4) ~ Sp(B) = @
2. xa(B) € GL,(K)
3. ¢ est injective

4. ¢ est bijective

Démonstration. < (1) = (2) : xa = H(X —Aj) ot Sp(A) = {A1,..., \n}.
j=1

OrVje [1,n],\; ¢ Sp(B) et B — \;I,, € GL,(K).

D'ott x4(B) = [ [(B = A\jIn) € GLn(K).
j=1
< (2) = (3) : Soit M € Ker ¢. Alors AM = M B. Par récurrence rapide, Vk € N, A¥M =
M B*. Donc par combinaison linéiare, pour tout P € K[X],

P(A)M = MP(B)

Avec P = x4, xa(A) =0, ainsi pour 0 = M x4(B) d’ou M = 0 et ¢ injective.
——
€GL,(K)

< (3) = (4) : p € LM,(K)) o M,,(K) de dimension finie.
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<1 (4) = (1) : On suppose Sp(A) nSp(B) # & par contraposée. Soit A € Sp(A) NSp(B).
Soit X # Ogn tel que AX = AX. Comme Sp(B) = Sp(B'), soit Y # Ogn, B'Y =
Y.
On considére M = XY T # 0.

o(M) =AM — MB = (AX)Y' =X (Y"B) =AM —\M =0
—
—(W)T

Ainsi ¢ non-injective donc ¢ ¢ GL(M,,(K)).

On en déduit la proposition suivante, c’est par ailleurs comme cela que I'exercice est
posé habituellement :

Proposition 5.5.16

Sp(A) nSp(B) = & <= M +— AM — M B bijective.

Proposition 5.5.17

S'il existe C' de rang r telle que p(C) =0 id est AC = CB, deg(xa A xB) =7

Démonstration. <1 C' = J, : on procéde par blocs.

B ;l] 21:’) . By B:%
A= <A2 Al) et B = <]))2 Bl)

3 3, 41 =
AC =(CB — Ar 0 = Bi By — Ay =0
Ay 0 0 0 0

Ainsi x4 = X4,XA, e XB = XB,XBs = XA, XB, car A1 = By
et xa, | xa A xB et deg(xa,) =
<1 Cas général : C' = PJ,Q avec P,Q € GL,(K).
AC = CB < (AP)J,Q = PJ.(QB) «— (P! u>) J, = 1(()3() h.
Par le premier cas deg(xp-14p A XQBQ-1) = 7 soit deg(xa A xB) = 7.

Ainsi pour K = C, A et B ont donc au moins r valeurs propres communes comptées
avec multiplicité.
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Chapitre 6

Topologie des espaces vectoriels
Normes

Durant tout le chapitre, K désigne le corps R ou C.

I) Normes, convergence et distance

A) Normes classiques

A1 Normes |-, |1 et |||, sur K" ++xx

Rappel 6.1.1: Définition des trois normes

On définit sur K™ :
-
T
<
\ ;Un
—
T
<l d |
\ :L'n
K
Xz
S P S e
xn
{ )

Proposition 6.1.2: Boules dans R?

Représentation de B(0,1) dans (R?,||-]l;), (R?, [|l;) et (R?, [|-]l,0)-

169
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.-_'_,_—l—'—_\_\_..
/ [« o1
f \
|
| |
k s 0 ] | ) as 1 %]
1
\ /
‘\\ -0 4 05
o S
Bl wt sphidew uni i Boule o mzhiéce urile E:ziila @l sphiira umin
paur b fizimae | 1 feali d fRirs 'I_- pour l nenme '|-.~

Ces boules unités sont une maniére de prouver géométriquement que ||-||; et ||-||,, ne
proviennent pas d’un produit scalaire, car leur boules unité ne sont pas strictement convexes
et ne vérifient donc pas le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire (IT).

Remarque 6.1.3: La convergence d’une suite dépend de la norme consi-

dérée en dimension infinie

On consideére (fn)nen € EN ou E = CO([O J],R) et fr, :t — 8",
1
< ||fn—0|; = J " dt — 0 donc (fp) tend vers 0 pour la norme 1.
0 n=

< ||fn—0|l, = sup |fn(t)| = 1 ne tend pas vers 0. En réalité, (f,) n’admet
te[0,1]
pas de limite. Si f, tend vers g pour |||,
1
[fn =9l = J [fn =gl = [lfn = glly donc |[fn — gll; ——— 0 et par unicité
—_— 0 N0
%0

n—+0o0

de la limite, g = 0 ce qui est exclu.

Exemple 6.1.4: Comparaison des normes

Il s’agit de trouver les constantes optimales telles que :

Vo € B, ||zf; < oy [|z]|; ond,j € {1,200}

1

<1 Par CAUCHY-SCHWARZ, ||z, < v/n|z|, atteint pour zoc | :

1

< La sommes des carrés est inférieure au carré de la somme donc ||z||, < ||z,
1
) 0
atteint pour x =

0

< Clairement, ||z, < [|z]; et ||z]|; < n x|

1 1
2\2 2\ 2
ol = (Ilal%)* < (X 15f*) " Nl

A
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2 1
< lzlly < (nl2]l5)2 < Vil

L’exemple précédent montre que les normes [|-||;, |||y, |||l sont équivalentes. Comme
vous le savez, c’est toujours vrai dans un espace vectoriel normé de dimension finie.

A.2 Inégalités de HOLDER et MINKOWSKI, norme ||-||, **x*

Lemme 6.1.5: Inégalité de HOLDER

1 1
Soit p > 1 et ¢q tel que — + — = 1. Alors
p q

1

V(z,y) € (K, Y feayil < (2 |xi|p> " <2 |yi|q) q
i=1

i=1 =1

Démonstration. On a par concavité du In,

uP vl In(w?)  In(v9
In (u + U> > n(u”) + n(v) = In(uv)
p q p aq

puis par croissance,
uP o
+

p q

Donc en sommant,

+
p q

S el < S lail” |, Ei ol
1| =
=1

n n
< Cas1: Y |’ = > |wil? = 1.
i=1 i=1

= 1
Alors, Z lziy| <

4=
=1 p

=+

n n
< Cas 2: Z |zi|P # 0 et Z lyi|* # 0.
i=1 i=1
On pose alors pour i € [1,n],

€Z; Yi
o=—""" _etal=

() (0wl

Q=

Q=

S 10 Zﬁ;l |2yl
Alors 2 |2iyi| = = < 1 et on conclut.
i=1

(S [Py 7 (20 Jwil)
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Théoréme 6.1.6

n

K I R+

1 n %
La norme |||, : , » est une norme.

=1 : — Z |3

T i=1
n
Démonstration. <1 Homogénéité : I’écrire.

<1 IT : C’est I'inégalité de MINKOWSKI

n n
Z |z + yi P = Z |z + yil | + wilP !
i=1 i=1

T n 1 n 1
< Xl lw +wl ™+ Y il s+ il
i=1 i=1

1 p—1 1 p—1
HOLDER n P n ’ D n P n P
< <Z !Iip> (Z |zi + yz‘!p> + (Z \yz‘\p> <Z |zi + .?/fp)
i=1 i=1 i=1 i=1

1 1 1

. » n D n P
(Z |z + !/vtp> < <2 |5177'p> (Z y"’p>
i—1 i=1 il

<1 Séparation : ’écrire.

Donc :

B) Compléments techniques sur ’adhérence et l’intérieur

B.1 Union et intersection

Lemme 6.1.7

<

N
D

Sy
in

A A
SNCI SN

C

Do C

[
oo |

CoD> C D

o W W
Il
@ @ Wl

N

o —
Démonstration. Utiliser le fait que A € A € A. Pour montrer qu’il n’y a pas égalité, penser
aRetQ.
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B.2 Empilements

Proposition 6.1.8

Soit A € E. En prenant sucessivement ’adhérence et I'intérieur de A, on peut
obtenir 7 parties distinctes.

o

e}

o
Démonstration. < On a toujours A = A.

o]0
W

D

D:-

D>
:l>

D:-

|
o]0
N
o

OnaAc Adon A=AC

<1 Deméme, A=A. OnaAc Adou Ac A=A

- o o

o o [e] o o o [e]
Deplus Ac Adou A=AcCc Aet AC A
<1 Pour un A donné, on a donc au plus 7 parties distinctes :

o —

[e] o e}

A AAA A Aet 4

e}

<1 Trouvons un A qui convient : A =[0,1]nQu {2} U]3,4[ U |4,5]. On a :
— A=]0,1]u{2}u[3,5]

7%_]0 1[u]3,5[.
*§=[ 1]u[3,5]
*é=] JA[U 4, 5].
A=1[3,5]
~d=13.5

C) Densités xxx

Rappel 6.1.9: Q et R\Q

<1 QQ est dense dans R.
< R\Q est dense dans R.

Démonstration. <1 Solent a, b € R, on cherche a trouver r € Q, tel que a < r < b. Posons

q= [I | + 1. L’intervalle |qa, gb| est de longueur ¢(b —a) > 1 donc il contient un
h—a

p
entier p € N. Posons r = v Cela fournit :
q

ga <p<gbdonca<r<b
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< Pour R\Q, comme Q est dense dans R, par translation V2 4+ Q est dense dans R.
Mais v/2 ¢ Q (preuve & connaitre), donc v2+Q < R\Q d’ou la densité de R\Q dans
R.

Théoréme 6.1.10: Sous-groupes de R

Tout sous-groupe de R est soit de la forme aZ avec a € R}, soit dense dans R.

Démonstration. Soit G un sous-groupe de R, différent de R et de {0}. On consideére :
it e #
a = inf {.1, eGn R+}

En effet G n R% est minoré par 0 et non-vide (car G est non réduit a {0} et est stable par
symétrique).

<1 Si a =0 : Montrons alors que GG est dense dans R.
Soit y € R et € > 0. Par caractérisation de la borne inférieure, on trouve x € G tel
que

a=0<zxz<e¢e

1
De plus en posant n = [1J,
xr

ner<y<(n+l)x

Alors,

0<y—nzx<z<e

Or g =nxe G donc 0 <y—g<ecequi conclut.

<1 Si a # 0 : Montrons alors que G = aZ.
D’une part, a € G. Sinon, par ’absurde, on trouve x € G tel que a < x < 2a (par
caractérisation de 'infimum). Toujours par propriété de la borne inférieure, on trouve

yeG@G,

a<y<z<a

Alors 0 <z —y < a avec x — y € GG, ce qui contredit la définition de a. Ainsi a € G,
donc aZ € G.

D’autre part, si z € G, il existe n € Z, na < x < (n + 1)a et donc 0 < x —na < a.
Mais alors z —na € G "Ry et © —ng ¢ G nRY donc & — na € {0}. Ainsi, z € aZ et
G <€ aZ. Ceci conclut la preuve.
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D) Approximation d’un réel par des rationnels et constante de Liou-
VILLE

D.1 Erreur en approchant un réel par un rationnel **

Proposition 6.1.11: Une précision de densité

VreR VneN* 3(p,q) €Z x N*

nécessairement distincts) {kx} = kx — |kz| € [0, 1] (parties fractionnaires des kx) pour
, . : . ror+1] ,
k=0,1,..., n se répartissent dans les n « tiroirs » | —, ouref{0,1,..., n—1}
n’on

Il existe donc un tiroir contenant deux parties fractionnaires :

r+1

n

I keN r<n, j<k<n, - <{jz},{ka}<
n

Alors, Ventier ¢ = k — j vérifie 1 < ¢ < n et Ventier p = |kz| — [jz] = (kz — {kz}) —
(jx — {jz}) = qx — ({ka} — {jz})vérifie

1
|(/.I' — /)| < —
n

D.2 Théoréme d’approximation diophantienne de LIOUVILLE **

Définition 6.1.12: Nombre algébrique

Soit z € R. On dit que z est algébrique 8’1l existe P € Z[X] tel que P(x) = 0.
On dit que x est algébrique de degré d ou d est le degré de P.

Théoréme 6.1.13: Approximation de LIOUVILLE

Soit & un nombre réel algébrique de degré d > 2. Alors il existe A > 0 tel que pour
p

tout = € Q,
q

A
q q
Démonstration. Soit P € Z[X], de degré d > 1, irréductible sur Q (donc sans racine
rationnelle), tel que P(x) = 0.
o o N ) 1
Montrons que 34 >0 V(p,q) € Z x N* |z — L Z —
q q

Soit (p,q) € Z x N*,
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T p S ) 1
Si |z —=|>1, on a immédiatement [z — =| > —
q al ¢
Sinon : = € [z — 1,z + 1] donc d’apres I'inégalité des accroissements finis,
q i
) )
P(L)-Pa)|<Mmlz-L
q q
avec M = max _|P'(t)|
te[z—1,x+1]

Or ¢4(P (1)> — P(z)) = ¢°P <[)> € Z* (d’apres les hypotheses sur P) donc
q q

D 1
(0)-rel= 7
1 q
Par conséquent :
1
xr — P =
q Mq“
. 1 p A
Posons A =min (1, — ]. On a dans tous les cas : |x — =| = —
M q q°

D.3 Transcendance de la constante de LIOUVILLE *

Définition 6.1.14: Constante de LIOUVILLE

+0
Soit L = 2 10°™. L est appelé constante de LIOUVILLE.

n=0

La vérification de I'existence de L est immédiate (convergence de la série).

Proposition 6.1.15: Transcendance

L est un nombre transcendant, c’est-a-dire qu’il n’est pas algébrique.
Autrement dit, pour tout P € Z[X], P(L) # 0.

n
- . - s . - i ‘—,'!
Démonstration. On définit pour tout n, les entiers ¢, = 10™ et p, = 2 10"~ de sorte

k=0
que :
400 +c0
‘/)7” — 10—F! 1n—(n+1)! 1n—Fk _ m —(n+1)! _ B 1
0 # ‘L— o= > 107" <10 dl10F = 510 =5 ot
n k=n-+1 k=0 ’ In

L ne vérifie donc pas le théoréme d’approximation de LIOUVILLE : par contraposée, il ne
peut étre algébrique.
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E) Valeurs d’adhérence xxx

Définition 6.1.16

Soit (u,) € EN une suite. On dit que £ est valeur d’adhérence de (u,) s'il existe
une suite extraite de (u,) de limite /.

Plus précisément, ¢ est valeur d’adhérence de (u,) 8’il existe ¢ € F(N,N) stricte-
ment croissante telle que

Up(n) 7o

Théoréme 6.1.17: Nature topologie des valeurs d’adhérence d’une suite

Soit (u,) € EN. Alors Pensemble des valeurs d’adhérence de (uy,) est un ferme de
E.

Démonstration. Notons V Pensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy,).

<1 Montrons tout d’abord que :

+0
V= ﬂ {un,n = p}
p=0

— Soit £ € V. Soit ¢ une extractrice, telle que £ = lim wg,,. Soit p € N.
n—+o0 7
Alors pour tout n = p, uym) € {un,n = p} = Ay et d(u O P 0.
v - n—s—+00

+00
D’ou d(¢, Ay) = 0 et £ € A, d’apres la Proposition [6.1.19} Ainsi £ € ﬂ A,
p=0

+o0
— Soit £ € ﬂ {un,n = p}. On construit ¢ telle que ¢ = ,]thy\ Up(n)- £ € Ay donc
p=0
on dispose de Up(0) € Ay tel que (/(,1‘;((0. /) < 1.

Supposons ¢(0), ..., ¢(n) construits tels que pour tout j € [0,n],

1

Orle Aymy+1 = {ur, k = ¢(n) + 1}. On dispose donc d'un p(n+1) = ¢(n) +1

tel que d(ug(ni1),1) <
Donc /e V.

. Ainsi ¢ est une extractrice et lim wu,,\ = /.
¥ (
on+l n >t P

<1 On en déduit le résultat car V est donc fermé comme intersection de fermés.
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F) Distance a4 une partie **x*

F.1 Définition et propriétés

Proposition 6.1.18

Soit. A une partie non-vide de E. Alors 'application

EFE — R
daty 2z > d(z,A) = inf ||z — y||
yeA

est 1-lipschitzienne, donc uniformément continue.

Démonstration. < Bonne définition : six € E, {||z — y||,y € A} est non-vide et minorée
par 0, donc la borne inférieure d4(x) existe.

<1 Soient x,y € E. Pour tout a € A,
da@) < llo —all < flz =yl + |y — al
Ainsi, dg(x) — ||z — y|| est un minorant de {||y — a||,a € A}. Donc,
da(z) — ||z —y|| < da(y) soit da(z) —da(y) < ||z —yl|
On montre de méme que d4(y) — da(z) < ||z — y||. Ce qui fournit :
|da(y) — da()] < [lz -y

<1 Ainsi dy est 1-lispschitzienne donc uniformément continue sur F.

Proposition 6.1.19

Soit A € E. Soit x € E. Alors d(z, A) = 0 si et seulement si x € A.

Démonstration. d(x, A) = mf d(xz,a) = 0 donc par caractérisation de la borne inférieure,
ac

d(z,A) =0 < Ve >0,da€ A,d(x,a) <e
— Ve>0,dae An b’(l‘ €)
— Ve>0,AnB(z,e) # &

— ,rej

F.2 Compact et distance
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Rappel 6.1.20: Compacité

Soit K < E. K est compact si toute suite de K admet une valeur d’adhérence.

Le théoréme de Bolzano-Weierstrass affirme que les segments de R et de C sont com-
pacts.

Proposition 6.1.21: Distance d’un point & un compact

Soit K un compact. Alors pour a € E, d(a, K) est atteinte.

Démonstration. dgi est une application continue sur un compact, donc elle atteint sa borne
inférieure qui est d(a, K).

Proposition 6.1.22: Distance entre deux compacts

Soit K1 et ko deux compacts. Alors d(K7, K3) est atteinte.

KixKy — R
(2,y) —lz =yl
produit de compacts). Ainsi f atteint sa borne inférieure sur K; x Ko.

Démonstration. f : { est continue sur K7 x Ko compact (comme

Attention néanmoins, la distance 4 un fermé n’est pas nécessairement atteinte..

F.3 Distance & un sous-espace vectoriel

Proposition 6.1.23

La distance & un sous-espace vectoriel de dimension finie est atteinte.

Démonstration. Soit I’ un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et a € . Montrons

que d(a, E') est atteinte.

Par caractérisation de la borne inférieure, on trouve (x,)nen telle que ||x, —al| ——
n—-+0oo

d(a, E).

(||xs, — a||) est convergente donc bornée par M > 0. Ainsi pour n € N,

IT
ol < M + |la]
Ainsi (z,,) est bornée dans F' de dimension finie donc (x,) admet une valeur d’adhérence.

On trouve donc ¢ extractrice,
Tpm) > 2EE

d(a, E) = lilr ||;zryﬁ(,,)_,, | = [z — al| donc la distance est atteinte en z.
n——+0o0
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II) Compacité

On rappelle qu’un compact est borné et fermé dans chacun de ses sur-ensembles. Un
fermé dans un compact est compact. En dimension finie, un fermé borné est compact.

A) Théoréme de RIESZ **x*

Théoréme 6.2.1

B(0,1) est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Pour la réciproque, cela provient du cours : tout fermé borné en dimension
finie est compact.

Considérons donc E de dimension infinie et prouvons que B(0,1) n’est pas compacte. Il
faut donc trouver une suite (z,) qui n’admet pas de sous-suite extraite convergente.

<1 On montre tout d’abord le lemme suivant : si F' est un sous-espace vectoriel fermé
1

ul| =1 et d(u, F) > 3"

Prenons v € F\F. Comme F' est fermé, il existe r > 0 tel que B(v,7) n F = J et en

particulier d(v, F) =d > r > 0.

strict de E, alors il existe u € E tel que

. i 1
Il existe, par définition de d, fo € F tel que d < [|[v — fol| < (T = 2d.
i 2
, v — fo .
On a alors u = W € F de norme 1.
v—Jo

De plus pour tout f € F,
=/
v = foll (w—f) = [lv— foll (v—(fo+[[v—foll ))

donc

M Z d X ‘1 Z 1
vV — ,/()H 2d 4

Ju— [l =

N

D’ou le résultat.

<1 Démonstration du théoréme. E étant de dimension infinie, on peut construire des
sous-espaces vectoriels strcits F, de E tels que pour ne N, E,, € E,,.1.
D’aprés le lemme précédent, pour n € N, on peut constuire u,, € E,+1\E, tels que

|lun|| =1 et d(un, Ey) = 5>

La suite (u,) ne peut pas admettre de valeur d’adhérence car :

N[ —

Vn =meN, ||uy — unl| = duy, E,) =

On en conclut que B(0,1) n’est pas compacte.
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B) Intersection décroissante de compacts *x

Proposition 6.2.2

Soit (K,) une suite décroissante de compacts non-vides de E. Alors :

() Kn# @

neN

Démonstration. ¥Yn € N, K,, # (J donc on dispose de x, € K,,.
La suite étant décroissante, (z,,) € K et on dispose d'une suite extraite Ty —— 2 €
n——+0C
1\(].
Soit p € N. On montre que z € K.
Pour n = p, 2, € Ko@) © K car p(n) >n = p.
Ainsi (.1(;,“,,,‘),, p € K) avec K, fermé donc z = ,,Elil,r\'r?(”’ € K,. Donc z € ﬂ K,.
o

PE

C) Propriété de BOREL-LEBESGUE et outils

Définition 6.2.3: Deux définitions de la compacité

Soit (E,||-]|) un espace vectoriel normé. Soit K € E. On dit que :

1. K est BL-compact (BOREL-LEBESGUE) si de tout recouvrement d’ouverts
de K, on peut en extraire un sous-recouvrement fini.

Autrement dit, s’il existe (£2;);er une famille infinie d’ouverts tels que K <
d

UQi’ on dispose de i1,...,iq € I tels que K U Q.
i€l j=1

2. K est BW-compact (BOLZANO-WEIERSTRASS) si toute suite & valeurs dans
K admet une valeur d’adhérence.

Le but de cette partie est de montrer que ces deux définitions sont équivalentes. On
montrera ainsi que :

<1 Tout BW-compact est BL-compact.
<1 Tout BL-compact est BW-compact.

<1 Nous commencerons pour cela par un cas particulier plus simple.

C.1 Un segment de R est BL-compact **

Proposition 6.2.4: Un segment de R est BL-compact

Soient a < b dans R. Alors [a, b] est BL-compact.
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Démonstration. Considérons une famille (€2;);e; d’ouverts de R tels que [a,b] S USL;.
Posons :
A= {ce[a,b],[a,c] peut étre recouvert par un nombre fini de (€2;);er}

< A # (J :on dispose de ig € I tel que a € Q. [a,a] peut étre recouvert par ;. Ainsi
ae A

<1 A est majoré : par b.

On peut donc considérer 8 = sup A. Le but est de montrer que 8 = b.

<1 D’une part, 8 > a. En effet, comme €2;, est un ouvert, on trouve § > 0 tel que
[a,a+ 0] € Q. Alnsi, [a,a+ 0[S Aet B=a+d>a.

< D’autre part, comme S € [a,b], on trouve jy € I tel que 3 € Q.
Comme €, est ouvert, on trouve n > 0 tel que |8 —n,8+n[ < Qj,.
Par propriété de la borne supérieure, on trouve c € A tel que g —n < ¢ < 5. Or
comme ¢ € A, on trouve J € [ fini tel que

la,c] € U Q;
JjeJ

Ainsi,

[a,B+n]< U Q;

jeJuijo}

Donc pour tout x € [a, 8 +n[ n [a,b], [a,x] peut étre recouvert par un nombre fini
de (£2;) et ainsi z € A.
< Donc [a,B+n[n]a,b] € A Donc g =be A.

C.2 BW = BL *xx

Soit (E,||-]|) un espace vectoriel normé pour la suite.
On montre dans cette sous-partie que tout BW-compact est BL-compact. On montre pour
cela une propriété intermédiaire : tout BW-compact est précompact.

Définition 6.2.5: Précompacité

Soit A € E. Alors A est précompacte si :

d
Ve >0,3d e N*,3(z1,...,2,) € AL Ac | ] Blay,e)
j=1

Pour tout rayon e fixé, on peut recouvrir A par un nombre fini d’ouverts de ce
rayon.

Lemme 6.2.6: BW = précompact

Soit K un BW-compact. Alors K est précompact.
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Démonstration. On procéde par contraposée, en supposant que K n’est pas précompact.
On dispose donc de € > 0 tel que pour tout d € N* pour tous x1,...74 € K, K &

d
| B(z.9).

J=1
<1 Soit x; € K. Par hypotheése, K ¢ B(x1,¢). On chosit donc x2 € K\B(xy,¢€).
Jj—1
<1 Supposons construits (z1, ..., zy,) € K" tels que pour tout j € [2,n], z; ¢ U B(x;,€).
i=1
n n '
Comme K ¢ U B(x;,¢e), on trouve x,,1 ¢ U B(x;, €).
1=1 i=1
<1 Ainsi pour tous n < m entiers, ||z, — x| = € car x,,, ¢ B(z,,e). Une telle suite ne
dispose pas de sous-suite convergente. C’est ce qu’il fallait démontrer.

Théoréme 6.2.7: BW = BL

Soit K un BW-compact. Alors K est un BL-compact.

Démonstration. Soit (£2;);er des ouverts de F tels que K < UQZ"
i€l
< Etape 1 : On trouve un € > 0 tel que : Vo € K,3j € J, B(x,e) € ;.
.. . 1
Par I’absurde on suppose qu’il n’existe pas de tel . Alors pour tout &, = — pour
n

n € N*, on dispose de x,, € K tel que
Vje J, B(zp,en) ¢ Qi(x)
K étant BW-compact, on trouve ¢ une extractrice telle que

.’I';(,l) m ze K < 52,
1€l
Ainsi, z € 1, pour un certain jo € I. 2, étant un ouvert, on dispose de 7 > 0 tel
que B(z,7) € Q.
Mais par définition de la limite, on dispose également de Ny € N tel que H:z;;(i\;ﬂ) — ZH <
-

Par inégalité triangulaire,

1
Blxyuny, ————— | € B(z,1r) €,
(IY(‘\'j)'g(A\Y())—i-l) = ( ')— Jo

ce qui contredit (x).

<1 Etape 2 : On applique la précompacité de K (prouvée au Lemme précédent) avec un
tel € > 0.
On dispose pour ce € > 0, d'un d € N* et de x1,...,24 € K tels que

d
K < U B(zj,¢)

Jj=1
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De plus, par choix de ¢, pour j € [1,d], on dispose de i; € I tel que B(xj,¢) S ;.
On conclut que :

K< | ]9,

Jj=1

K est donc BL-compact.

C.3 BW = BL

Etablissons deux résultats préliminaires.

Lemme 6.2.8: Intersection décroissante de fermés dans un BL-compact

Soit K un BL-compact.
Soit (F),)nen une suite décroissante de fermés non-vides inclus dans K. Alors,

(Fnr @

neN

Démonstration. Supposons par I'absurde que ﬂ F,=4.

neN
Posons pour n € N, Q,, = E\F,, qui est un ouvert. Alors,

U= EF=E(F.=E

neN neN neN

Comme K € F, on a K U Q,,. K étant BL-compact, on trouve, quitte a renuméroter

neN
o

les éléments, ng € N tel que K € U ;. Ainsi,
j=1

no

Fpy=()F € E\K
j=0

Mais I, € K par hypothese donc F,,, = J, ce qui est exclu.

Lemme 6.2.9: Un BL-compact est fermé

Soit K un BL-compact. Alors K est fermé dans F.

Démonstration. Par 1'absurde, considérons une suite (z,) € K™ qui converge vers z ¢ K.

Posons :
— 1
Q, = E\B
" \ <z’n+1)
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— 1

Remarquons que ﬂ B <z, ) ={z} ¢ K. Donc K < U Q,. Comme précédemment,

n -+ 1
neN neN

on trouve ng € N tel que

KgUQn

n=0

no o 1 o 1
Alors, ﬂ B (z, ) € F\K.Or, z,€B (z, ) Cela contredit que z,, € K.
o n+1 n+1

Théoréme 6.2.10: BL = BW

Soit K un BL-compact. Alors K est un BW-compact.

Démonstration. Soit (x,) € K. Notons V I'ensemble des valeurs d’adhérence de (z,). On

montre que V # .

On sait par le Théoréeme [6.1.17, que V = ﬂ {zk, k = p}.
peN N

=Frp

Les (F}) sont une suite décroissante de fermés non-vides inclus. De plus K est un BL-
compact donc il est fermé d’apres le Lemme [6.2.9} Ainsi, [}, € K.
Finalement par le Lemme [5.2.8] V # ¢J. Cela conclut la preuve.

D) Ensemble suite-limite xx

Soit (2,,) € EN une suite convergente. On note ¢ sa limite.
Alors I'ensemble K = {x,,n € N} U {l} est compact.

Démonstration. Soit (Yn)nen € KN
<1 Si {n € N,y, = £} est infini, on dispose d’une extractrice ¢ telle que y ) — £ et
donc convergente.
< Si {k e N,3In € N,y, = 1} est fini, xj est prise une infinité de fois. On trouve donc
une extractrice ¢ telle que pour tout n, Yp(n) = Tk ———> Tf € K.
v n——+0o0

<1 Sinon, {k € N,dn € N, y,, = x1} est infini. On construit deux extractrices ¢ et ¥ telles
que :

Vn € N, Yon) = Tyn) e le K

— Soit 50(0) = Hlill{n | Yn # f} Soit l’(()) tel que Yp(0) = Zap(0)-

— Supposons ¢(0) < -+ < ¢(n) et ¥(0) < -+ < (n) construits tels que ) =
Yo(n)-
L’ensemble A = {k e N | dm = p(n) + 1,y = xx} est encore infini. Il exsite
donc k € A, tel que k= ¢(n) 4+ 1 : on lappelle ¢)(n + 1).
Comme k = ¢(n + 1) = Apn, Tyni1) = Ypnr1) avec p(n +1) > p(n) + 1.
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IIT) Applications linéaires continues

A) Caractérisations xxxx

Théoréme 6.3.1: Caractérisations de la continuité d’une application li-

néaire

Soit ¢ € L (E, F). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est continue sur E.
.  est continue en 0.

2
3. 3k >0,Vz e E,|o@)|p < k|z|g
4. 3k > 0,Y(z,y) € B, |lo(@) — o)l p < kllz =yl 5

Proposition 6.3.2: Montrer la non-continuité d’une AL

Soit ¢ € L (FE, F). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. ¢ n’est continue sur E.
. @ n’est pas continue en 0.

2
3. 3(yn) € S0, D)™, [lp(yn) || —— +o0
4

n——+00

. I(zn), zn — +0 et p(zy) ne tend pas vers 0

Démonstration. ¢ n’est pas continue sur E
< Vk> 0,3z e E,|¢o(x)| > k| z|

< Vne Nz, € E,|p(zn)] > nlzn]-
[

In

<1 On peut poser y,, = et ceci nous donne la premiére équivalence.

<1 On peut poser z, =

Tl Ainsi, [|o(zn)]] = 1 et ||zp P

Corollaire 6.3.3

@ est continue sur F si et seulement si ¢ est bornée sur S(0,1) si et seulement si
¢ est bornée sur B(0, 1).

Rappel 6.3.4: Divers rappels

<1 Toute application linéaire est continue en dimension finie. Ceci est vrai seule-
ment en dimension finie (voir exemples ci-aprés)

<1 Toute application continue sur un compact est uniformément continue

(HEINE).

<1 L’image d’un compact par une application continue est un compact.
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B) Comportement sur une boule ***x

Théoréme 6.3.5

Soit ¢ € L (F, F'). Connaitre ¢ sur B(a,r),r > 0 permet de connaitre ¢ sur

E entier.

En effet, pour z € E,

_ 2=l
r

p(x) (p(21) — ¢(a))

T X

oury=a+ -——E€
2 [||]

B(a,r).

Démonstration. On a :

d’ou

Corollaire 6.3.6: Nouvelle caractérisation de la continuité

p € L(E,F) est continue si et seulement si il existe une boule de rayon > 0 sur
laquelle ¢ est bornée.

Démonstration. < On a vu que si @ est continue alors elle est bornée sur B(0,1).

<1 Supposons ¢ bornée par M sur B(a,r). Montrons que ¢ est continue.
Soit x € E\ {0}. Avec les notations ci-dessus,

pla) = = o] (1) = ()

rox o
oUW ry=a+ € B(a,r). Ainsi,

||

2
le@)llp <~ llzllp < 2M = k2] g

donc ¢ est linéaire continue.

Proposition 6.3.7

Soit F' un sous-espace vectoriel strict de . Alors F' est d’intérieur vide.

Démonstration. Soit a € F et r > 0 tel que B(a,r) € F.
Soit x € E\ {0}. On pose le méme z; € F. Alors x € F par stabilité par somme.
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C) Exemples et contre-exemples ****

Exemple 6.3.8: Non-équivalence des normes en dimension infinie

Considérons

{R[X] — R
' P —  P(1)

Etudions la continuité de ¢ sur deux normes usuelles de R[X].

1 |o(Pn)]
< |||y : Avec P, = X", ||Pp]|; = d’ou
‘ ”1 v n H n”l n+1 HPnH1
¢ n’est pas continue sur (£, [|-||;).
Il : le(P)| = |P(1)] < ||P]|,, donc ¢ est continue sur (£, [|-||,).

=n+1— +o00. Ainsi,

Exemple 6.3.9: Une condition nécessaire et suffisante pour que I’identité

soit continue

Soit E quelconque, de dimension infinie.
idg € LA(E, |1, (E,]]ly)) = 3k > 0,Vz € E,|idp(z)|l, < k|ide(z)|;
< |ll; plus fine que ||-[|,

D) Un théoréme de point fixe et de compacité xxxx

Théoréme 6.3.10

Soit f € F(K, K) ou K compact, telle que

V(z,y) € K2 || f(z) = fW)ll <[z —yll

Alors f admet un unique point fixe.

. K — R
Démonstration. Soit g : {
o= |[f(x) -

<1 Ainsi, g est continue sur un compact, elle est donc bornée et atteint ses bornes. Soit
ae K.

continue car ||-|| est 1-lipschitzienne.

inf g(z) = g(a) = [la - f(a)]]

Par Vabsurde si f(a) # a, [/(f(@) — f(@)] < |f(a) —a]l Cestadire g(f(a)) <
g(a) = in}ffg(:z:), ¢’est absurde. Donc a est un point fixe de f.
TEI

< Si f(a) =aet f(b) =b,sia#b, |la—>|=]f(a) = f(b)] <|la—>| :absurde.
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Corollaire 6.3.11: Suites récurrentes sur un compact

Soit xg € K. On définit (x,) € KN telle que 2,41 = f(x,). Montrer que x,, — a,
unique point fixe.

Démonstration. On pose 0y, = ||z, — a|| pour n € N.
Pour n €N, 6,41 = ||zn1 —all = || f(zn) — f(a)].

< Sixzy, = a, alors 41 = a et (J,,) est stationnaire égale a 0.

<1 Sinon 6,41 < &, par hypothése. La suite est alors décroissante et minorée par 0 donc
converge vers q.
Or (xy,) est a valeurs dans un compact : soit donc ¢ extractrice telle que

Tpmy —> 2 €K

|z —al| = n,l—i}}}loo H.’L’;(n (1|| = nl_l)I}_lb() o(n) =

Par Pabsurde si « > 0, alors || f(2) —all = ||f(2) — f(a)|| < ||z —al| = «

d’ou  lim ||f aH = lim ||T,n(”) — aH = q, ¢’est impossible.
n—+0 n——+oo ks

E) Théoréme de HANN-BANACH **

On notera L£.(A, K) I'ensemble des applications linéaires continues d'un K-espace vec-
toriel A dans K.

Théoréme 6.3.12: HANN-BANACH

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie, et ' un sous-espace vectoriel de
E.

Soit ¢ € L(F,K), et k e RY, telle que [[¢f| <k

R Yrp=¢
Alors, il existe ¢ € L.(F,K) telle que {
) il < &

Démonstration. On considére, quitte & multiplier par k, le cas [|¢]] <1

Soit z1 ¢ F, et F} = Vect (x1) @ F. On cherche dans un premier temps a prolonger ¢ a Fj.
Ensuite, il suffira de poursuivre par récurrence (non détaillée).

On cherche un « € R tel que

Vye FVte R, p(y +tx) = ¢(y) + ta avec |p(y) + taf < ||y + tz||

On utilise la 1-lipschitzianité. Pour y € F,

o(2) — o) < (@ — )| < [l —yl| < [lz — a2]) + ly — 1
Ainsi p(z) — ||z — z1|| < ¢(y) — ||y — z1]|. D’on

sup p(x) — || — z1]| < inf p(y) — ||y — z1]|
el yeF

7

=u =v

On prend alors a € [u,v] et on montre que @1 : y + to1 — @(y) + ta convient :
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< Sit=0:¢(y) <|y| car ||yl <1

Y
rs </> B
d’ou \;(1/) +ta| < ||y + txq])-

< Sit <0 :de méme.

< Sit>0:0na

1
ool

t

IV) Connexité

A) Connexité par arcs xxx

On donne ici quelques exercices classiques sur la connexité par arcs.

Proposition 6.4.1

Soit A € C au plus dénombrable. Alors C\A est connexe par arcs.

Démonstration. Soient a,be C\A et A médiatrice de |[a, b].
Pour tout x € A, on considére le chemin qui reliea — . —> b :

[0,

]
. (1 —2t)a + 2tz 7‘6{().‘)}
lx - { Z
= .
A #

1
2tz + (2t —-1)b te {) . l}
Pour x # y, v, (]0, 1) n 1
Par I’absurde si Vz € A~ (] [)

# ¢, on peut définir application injective :

impossible car A indénombrable.

Proposition 6.4.2: GL,(C) est connexe par arcs

GL,,(C) est une partie étoilée, elle est donc connexe par arcs.

Démonstration. On va montrer que toute matrice de GL, (C) peut étre reliée continuement
a I,. Soit donc A € GL,,(C).

<1 On considére un chemin candidat :

b { — (1—t)I, +tA

Mais on peut avoir (1—t)I,,+tA ¢ GL,(C) : il faut donc "contourner" cette possibilité.
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<1 Remarque :
: . 11—t t—1
det(v(t)) =0 < det (l + f]”> =0 < — € Sp(A)

L’ensemble D = {t € C*, % € Sp(A)} est fini. Donc C\D est connexe par arcs. De

plus, 0,1 ¢ D.

On trouve donc s : [0,1] — C\D chemin reliant 0 a 1.

On pose

S (10— M(©)

/’.{/ s (1= s(t) I, +s(t)A

continue car s est continue. De plus s(0) = 0 et s(1) = 1 donc v(0) = I, et v(1) = A.
Pour tout ¢t € [0, 1], s(t) ¢ D d’ou det(v(t)) # 0 id est y(t) € GL,(C).

On sait maintenant que GL,(C) est connexe par arcs, mais GL,(R) ne l'est pas. En
effet det est continue sur M,,(R) donc sur GL,,(R) et det(GL,(R)) = R* non connexe par
arcs. Cela contredit le fait qu’une application continue envoie un connexe par arcs sur un
connexe par arcs.

Proposition 6.4.3: Composantes connexes de GL,(R)

Les composantes connexes de GLy,(R) sont :
< GL,(R)” = {M € M,(R),det(M) < 0}
< GL,(R)* = {M € M, (R),det(M) > 0}

Démonstration. On utilise le fait que toute matrice de GL,,(R) s’écrit comme produit de
1

matrices de transvection et d'une matrice de dilatation Dy = ‘ (démontré

au Théoreme J.3.5)).

< Ainsi, si A € GL,(R)", on peut la relier continuement & I,,.
Ainsi, si A € GL,(R)™, on peut la relier continuement a D_;.

< Soit A € GL,(R)*. On écrit :

N

A= H I; Jk (/\/\’)D(l(‘t(ﬂ)

k=1

.. {]0,1] — SL,(R) o o P
Soit s : { ; s Iyt tAEy continue. On a s(0) = I, et s(1) = T;;(\).

Par ailleurs, A = det(A4) > 0 et

t— D(1—1)+//\ =

(1 —1t)+tA
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est continue & valeurs dans GL,(R)". Finalement,
[0,1] — GLu(R)

N
o t I H(IH + f/\k'Eil,‘sj/w)
k=1

est continue (chaque coordonnée de ~(t) est polynomiale en t) et y(0) = I,, y(1) = A.
7 est bien & valeurs dans GL,(R)*. Idem pour GL,(R)".

Remarque 6.4.4

La méme démonstration permet de montrer que SL, (R) est connexe par arcs.

B) Connexité x*

Définition 6.4.5

Soit A € E. On dit que A est connexe si les seules parties ouvertes et fermées de
A sont J et A.

Théoréme 6.4.6

Une partie connexe par arcs est connexe.

La réciproque est fausse.

Démonstration. Soit x € A ouvert et fermé dans A.

Par absurde si X # ¢ et A\X # J, soient a € X et be A\X.

Comme A est connexe par arcs, on dispose de 7 un chemin continu de a vers b, avec
7(0) =a€ X et (1) =be A\X.

Soit a = sup{t € [0,1],~(t) € X}. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe
(tn) €10, " telle que t, — o et y(t,) € X.

Ainsi y(a) = lim  ~v(t,) € X car X est fermé. Ainsi o < 1.
n—+0 —y —
ex
Vt € |a, 1[,v(t) € A\X fermé d’ou y(a) = lim ~(t) € A\X. Absurde.

t—at

V) Hyperplans

A) Adhérence d’un hyperplan ***

Si I’ est un sous-espace vectoriel, alors F' est un sous-espace vectoriel.
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Démonstration. Soit (a,b) € F’. Alors on dispose de (ay,), (by) € FY telles que a = lim a,,
et b = limb,.
Ainsi pour (A, ) € K2, Xa + pb = lim (\a, + pby,).

n—+0o0

Proposition 6.5.2

Si H est un hyperplan de F. Alors H est fermé ou dense dans E.

Démonstration. Deux méthodes.

< D’aprés le lemme H € H C E.
Supposons H # E. Montrons que H = H. Soit zy € L\H Ainsi zg ¢ H, et E =
H @ K,I'U.
Soit ye HC E. y =yy + azxg dott axg =y —yy € H.

<1 Soit H un hyperplan de E. H = Ker(yp) ou p € E*.

— Si ¢ est continue, d’ott Kerp = ¢ '({0}) = H fermé comme image réciproque
d’un fermé par une application continue.
— Si p n’est pas continue, soit a € E

On construit (z,), € H telle que x,, ——— a. On traduit la non-continuité
n— -+

de ¢ : pour tout n € N*| on peut poser (z,)nen telle que |p(z,)] > n||z,]|-
el _1_

[p(zn)]  n
rn — all = [p(a)] ||ynll m 0

Soit vy, = ainsi ©(y,) = 1 et ||y,] =

On pose z, = a—@(a)y, et ainsi p(x,) = 0, et |

B) Noyau d’une forme linéaire **x

En reprenant le principe de la démonstration précédente, il vient :

Proposition 6.5.3

Soit ¢ € L(E,K) = E*. Alors, ¢ est continue si et seulement si Ker ¢ est fermé.

Démonstration. On reprend la suite (y,,) de la démonstration précédente : p(y,) = 1 mais
llynll — 0.
Posons alors 6, = yo — yn — yo ¢ Ker ¢ car o(yo) = 1.
. . N - > N . . > .
Ainsi ¢(d,) = 1—1 = 0 donc (deltay,) € (Ker )" mais lim delta,, ¢ Ker p. Ce qui prouve
n— —+0oo
que Ker ¢ n’est pas fermeé.
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VI) Topologie de matrices

A) Lemmes clés ***xx

Lemme 6.6.1

Soit T une matrice triangulaire supérieure.
Alors on dispose de (Py)pen € GL, (K)Y,

t11 (0)
PTP? —
(0) tnn
1 (0) 1 . (0)
Démonstration. Posons Py, = g . et pkfl — k
(0) ! (0) - o1

Soient (i,5) € [1,n[*. o
[PkTPk_l]/,;’j = kliltijk’foi]) = tijklfj.

< Pour i = j, [PkTPgl]i,i =ty — ti

< Pour ¢ > j, t;; = 0 d’ou [PkTP;;l]i,j =0

< Pour i < j, k™9 — 0 dou [BTP i ——0
— 00
t11 (0)

Ainsi P,/TP,_ LN
k—+o0

©

Lemme 6.6.2

Soit P € R, [X] unitaire de degré n. Alors P est scindé sur R si et seulement si
Vz e C,|P(z)| = |Im(2)|".

n n
Démonstration. < = : Supposons que P = H(X — ). |P(z)] = H|z—o¢i\ <
i=1

i=1
n

H IIm(z — a;)|. Or a; € R donc Im(z — o) = Im(z). Ainsi :
i=1

|P(2)] = [Im(2)]"

< «<:S812e C\R, P(2)" = [Im(2)|" > 0 donc P n’admet aucune racine sur C\R. Ainsi
P est scindé sur R.
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B) GL,(C) est un ouvert dense de M, (C) ***x

Proposition 6.6.3

GL,(C) est un ouvert de M, (C).

Démonstration. GL,(C) = det™(C*) est ouvert comme image réciproque d'un ouvert
(C*) par une application continue (det).

Proposition 6.6.4

GL,(C) est dense dans M, (C).

Démonstration. Soit A € M, (C). Soit § = min{|A|, X € Sp(A4)\ {0}} > 0.
L 1 o .
Soit ng tel que pour k = ng, z < 0. Considérons

1
Ay = A+ 11, € GLy(K

l

I
(_)l' (fl + 7[71)_7‘ = H‘_l/x_‘-lH = 5 H[’/H ()
]1' ]\‘ k— -+

C) Densité des diagonalisables, adhérence des trigonalisables xxxx

Proposition 6.6.5

L’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C).

Démonstration. On reprend la méme démonstration qu’au Théoréme[5.4.11] lorsqu’il s’agis-
sait de montrer que Q(FE) (I'ensemble des endomorphismes cycliques) était dense dans
L(E). Posons donc C = {M € M,,(C), xa scindé a racines simples} et D = {M € M,,(C) diagonalisable}.

On cherche donc & montrer que : M,,(C) € D. On montre pour cela que :
M, (C)cCcD

Soit donc M € M, (C). Alors M est trigonalisable, M = PTP~! ott P € GL,(C) et

A1 (*)

T =
(0) An

Soit ¢ = min{|\; — Aj|, (i,7) € [1 .//ﬂz./\,‘ # A\j} (on prend § = 1 siil n’y a qu’une seule



196 CHAPITRE 6. TOPOLOGIE

5 0 1
valeur propre). Alors § > 0. Soit ng € N tel que — < E Pour tout k > ng considérons :
no

My =P 2k

1
nk

Montrons que My € C. On montre que les coefficients diagonaux de M}, sont deux-a-deux

(0) An +

distincts. Soient i # j.

1 1
SiAi=A, i+ — #N+—.
< 1 ; j + Z]{ 75 ¥ + /A
. . 1 1 6 . . 1 1
1
A1+ % (/,])
1
: A2+ -
De plus, on a bien 2k T T'. Donc par continuité de
.. —+00
1
0 A —
(0) n+ nk

'application A — PAP™! on a:
M, =PT,P' —— PTP'=M

k— 400

Ainsi M eC < D.

Proposition 6.6.6

L’ensemble des matrices diagonalisables D de M, (R) est dense dans ’ensemble
des matrices trigonalisables 7 de M, (R).
OnadeplusD=T.

Démonstration. <1 Par le méme argument que précédemment, 7 S D, ce qui montre la

densité.
< Montrons maintenant que D € 7. Posons F = {P € R[X] unitaire de degré n} <

R,[X], alors G = {P € F, P scindé sur R} est fermé dans F' :

— En effet G = ﬂ o, ([[Im(z)] ,+o0[) ot ¢, : P+ |P(2) > (car

linéaire en dun(\n@lon finie).
— Ainsi G est 'image d’un fermé par une application continue donc est fermé.

On peut donc montrer que 7 est un fermé. En effet,
0 - { M, (R) — F

A — XA

est continue et 7 = 0~ 1(G). G étant fermé, T est fermé.
On en déduit que T =T et comme DS T, onaDCST =7T.
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D) Compacité de O,(R) *xx

Proposition 6.6.7

On(R) = {M e M,(R) | M" = M~} est compact.

Démonstration. On montre que Oy, (R) est un fermé borné : cela est suffisant pour montrer
que C’est un compact car nous sommes en dimension finie.
<1 Fermé : Considérons
0 - v\/l/l(H{) — ~\/ln <i‘§)
1A —s ATA

Chaque coordonnée de A" A est polynomiale en les (a;;) donc @ est continue sur
Mn(R).

Or O,(R) = 671 ({I,}) qui est donc fermé comme image réciproque d’un fermé par
une application continue.

<1 Borné : On considére la norme infinie des matrices.

Pour A € O,(R), Z uf]- =1dou [|A

J=1

< 1.

I‘\

E) Classes de similitude *x

Soit pour M € M, (C), S(M) = {P"'MP, P e GL,(C)}.

Proposition 6.6.8

Soit M € M, (C). Alors M est diagonalisable si et seulement si S(M) est fermé
dans M,,(C).

Démonstration. <1 < : A est trigonalisable donc A = P Pl Pe
(()) An

~

=T
GL,(C). D’aprés le Lemme , on dispose de (P;) € GL,,(C)Y telle que :

A (0)
P, 'TP, —— = D diagonale
' k— -+
(0) An
d dou P7'P7'APP, ——— D d’ou D € S(A) = S(A). Ainsi A est diagonalisable.

—_———— k—>+w
eS(A)

< = : Supposons A diagonalisable. Soit M € S(A). Alors on dispose de (By) € S(A)Y

tels que
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Comme précédemment, xp, — X et comme By € S(A), ximr = xa4.
" k>4 )

De plus A est diagonalisable donc 74 est scindé a racines simples. Comme By, € S(A),
77.—\(]3/,') = Oy.
Mais R — m4(R) est continue sur M,,(K) donc

TA(M) = lim 7a(Bg) = O,
k—+o00
Comme 74 est scindé a racines simples, M est diagonalisable. Deux matrices diago-
nalisables de méme polynéme caractéristiques sont semblables (caar elles ont méme
spectre avec les mémes multiplicités). Donc M et A sont semblables. Ainsi M € S(A).

Proposition 6.6.9

M est nilpotente si et seulement si 0 € S(M).

~

Démonstration. < = : Soit N nilpotente. Alors on dispose de P € GL,(C), N =
0 (tij)
PTP 'onT = :

Ainsi (PP,)"'N(PP;) ——— Oy, (o) don 0 € S(N).

v~

eS(N)
< < : On suppose 0 € S(N). On dispose d'une suite (Mp)ren € (S(N))Y telle que

My, = PNP_ ! avec P € GL,(C), telle que My ——0.
c——+00

Remarquons que pour k € N, xp7, = xn d’aprés la relation de similitude. L’applica-
tion M — s étant continue, on a

XN = XM, — X0, = X"
k—+o

Ainsi xy = X" et donc N est nilpotente.

VII) Complétude

A) Suites de CAUCHY ***

Définition 6.7.1

On dit que (z,), € EY est de CAUCHY si :

Ve >0,AINeN,Vp = N,Yqg = N, ||z, — x4 < ¢
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‘est-a-di _ .
c’est-a~dire que ||z, — x4]| P—— 0

Toute suite de CAUCHY est bornée.

Démonstration. Soit € = 1. Soit N € N tel que Vp > N,Vq = N, ||z, — 24| < 1.
En particulier, Vp > N, ||z, —an]|| < 1 id est x, € B(xy,1). Ainsi (zp)p=n est bornée
donc (zp)pen est bornée.

Toute suite de CAUCHY qui admet une valeur d’adhérence converge.

Démonstration. Soit (x,) de CAUCHY. On dispose de p une extratrice telle que, =

l.
Soit € > 0. Soient, (N7, N3) € N? tels que :

—_—

o

e

Vn = Ni, || 2pm) — 4| < % et Vp,q = Na, 5

€2

Ty — x4 <
Soit n = max (N7, N2). Nécessairement, ¢(n) = max(Ny, Na). Alors :

IT
@n — ]| < ||@n — ZIJ¢(71)H + H:L’v(n) — ]| <e

Corollaire 6.7.4

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute suite de CAUCHY
converge.

Démonstration. Soit E de dimension finie. Soit (x,) de CAUCHY. Elle est bornée dans un
espace de dimension finie donc elle admet une valeur d’adhérence. Par le lemme précédent,
elle converge.

B) Espaces complets *x

Définition 6.7.5

On dit qu’un espace (E,||-||) est complet si toute de suite de CAUCHY & valeurs
dans E converge.
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Théoréme 6.7.6

Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration. Corollaire immédiat de la partie précédente.

Théoréme 6.7.7

Soit (E,||:||) un espace vectoriel normé complet. Alors, toute série absolument
convergente converge.

Ce théoréme est hors-programme sauf en dimension finie.

Démonstration. Soit (z,) € E™ telle que Z |xn|| converge. On montre que Z,z-,, converge
n
id est que la suite (Sy,), définie par S, = Z T converge.
7 k=0
Pour cela, on montre que (S,,) est de CAUCHY. Soit € > 0. On dispose de N € N, tel que

00
Sl <€
n=N
Soient p =g = N,
P T &
1Sp — Sqll = 2 il < Z |lzg|| < e
k=q+1 k=q+1

Ainsi (S,,) est de CAuCHY donc converge.

C) Théoréme du point fixe de PICARD **

Théoréme 6.7.8

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé complet (ou de dimension finie).
Soit F < F fermé. Soit f € CY(F,F) une application contractante (id est k-
lipschitzienne avec k < 1). Alors f admet un unique point fixe dans F.

Démonstration. < Unicité : si f(z) =z et f(y) =y, |[x—y|| < k|z—yl| avec k < 1
donc [z —y|[ =0et z =y.
< Existence : Soit xg € F. Pour n € N, posons x,11 = f(x,) € F.
On va montrer que la série Z(‘I‘,],| — xy) est absolument convergente donc conver-
gente.
Pour n > 1, ||[xps1 — znll = || f(xn) — f(xn-1)|] < k|2 —xn—1]|. Par récurrence

rapide on montre que :

Vn e N, ||zpi1 — znl| < K" |21 — 20|
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Comme k < 1, (k") converge donc par théoréme de comparaison des séries a termes
positifs, Z |Xn+1 — x| converge donc par complétude, Zzzr,I,H — x, converge et
donc (z,,) converge.

Soit z = lim . Par continuité de f, z = lim z,41 = lim f(z,) = f(z). Ainsi
n— oo n— 400 n—+00 )

z est un point fixe de f.

D) Théoréme de BAIRE *x

Théoréme 6.7.9

Soit E un espace vectoriel normé complet.
Soit (2, )nen une suite d’ouverts denses de F, alors

ﬂ Q,, est dense dans F

neN

Démonstration. Soit a € E. Soit r > 0. On montre que B(a,r) N ﬂ Oy # .
neN
<1 Par densité de g, B(a,r) n Qo # .
Soit zg € B(a,r) n Qg ouvert donc on dispose de g > 0 tel que B(xg,r9) € B(a,r) N

, r
Qo (quitte a prendre (J).

2
<t Comme 2 est dense, on prend x; € Q1 N B(xg,70) € Q1 N Qo n Ba,r).
. . . r
Quitte & prendre r1 plus petit, on demande r; < g
<1 Supposons construits xo, ..., T, et 79,...,r, tels que pour tout k € [0,n — 1],

— T
et B(;l‘/;, I';;) c B(;I‘/;_b "A'—l) et rp < ok

Par densité de €11, on dispose de 11 € Q1 N B(xy, 1) ouvert. Donc on dispose
T T
2 =~ 2n+1

de 0 <7y < tel que :

n+1
B(Tpi1,"n+1) € B(xp,mn) 0 Qpi1 S ﬂ Q; n B(a,r)
j=0

<1 Si E est complet, on remarque que (z,) est de CAUCHY. Soit € > 0, soit N tel que
70

IN+1

Pour tout p > N, g = N, zp, 24 € B(xn,ry) donc ||z, — x4 < 2ry <e.

Comme E est complet, 1, —— z. Or pour k € N, (2,)n>r € B(xg, r/\.)N qui est
n—-+4oo

j=

fermeée.
A,

Dot x € B(xy, 1) S ﬂ Q; | n B(a,r). Finalement,
=0

x € ﬂ QN B(a,r)

JeN
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<1 Si F est de dimension finie, (B(x,,7,)) est une suite décroissante de compacts non-

vides. Alors par la Proposition A

T E ﬂ B(xn,rn) S ﬂ Q, n Bla,r)
neN neN

VIII) Convexité

A) Définitions et connexité par arcs

Définition 6.8.1

A C E est convexe si pour (a,b) € A2,

[a,b] = {(1—t)a+thte[0,1]}c A

On rappelle que, comme vu au Théoréme [3.6.6

Théoréme 6.8.2

A est convexe si et seulement si il est stable par barycentre a coefficients positifs.

Proposition 6.8.3

Une partie convexe est connexe par arcs.

" . N 9 . .
Démonstration. Pour (a,b) € A“, le chemin naturel v : ¢ — (1 — t)a + tb convient.
Nous avons donc établi :

Convexe € Connexe par arcs € Connexe

B) Théoréme de GAUSS-LUCAS ***x

Théoréme 6.8.4

Soit P € C[X]. Les racines de P’ sont dans I’enveloppe convexe de P.

Démonstration. Déja vue au Théoréme [3.6.7]



VIII). CONVEXITE 203

C) Théoréme de CARATHEODORY *x

Théoréme 6.8.5

Toute combinaison linéaire convexe (a coefficients positifs et de somme égale a 1)
peut s’écrire comme combinaison linéaire convexe de n + 1 vecteurs de E.

m m

Démonstration. Considérons x = Z Ajaj ot Aj = 0et aj €A, Z Ai=letm=n=1.
=0 j=0

Les vecteurs (aj — ao)je[1,m] sont liés (car m > n + 1).

On dispose ainsi de (@) je[i m] € R™\ {Orm} tel que,

m

Z aj(a; —ag) =0

Jj=1
m m m m
En posant ag = — Z aj, Z aja; =0 et 2 aj=0.PourteR, = = Z (Aj — taj)a;.
j=1  j=0 j=0 =0 T
—Hjg,t
On cherche t € R tel qu’il existe ig € [0, m], wi,+ = 0 et pour @ # ig, i = 0.
Les ensembles {j, a; > 0} et {j, o; < 0} sont non-vides.
A L
On pose ty = min {‘/,,/ €0, m],a; > ()} > 0. Soit j € [0,m].
Qv ’
<] Sl (},j < (), /\] - /()(U Z /\']‘ Z 0
. Aj . . A L
< Sia; >0, o>ty dou Aj — tooyj = 0. Soit alors jo tel que typ = 20 Ainsi
‘ a; ‘ Qo

J
)\j() - ILUGJ() = 0.

Corollaire 6.8.6

Ainsi, si A € R",

Conv(A) = {2 Ajaj, (ao, ... an) € A" (N) e REFL YA = 1}
j=0

J=0

D) Compacité de ’enveloppe convexe d’un compact **

Théoréme 6.8.7: Existence et caractérisation de 1’enveloppe convexe

Pour B € E, il existe une plus petite partie convexe contenant B. C’est I'intersec-
tion de toutes les parties convexes contenant B. On 'appelle enveloppe convexe,
notée Conv(B).

Conv(B) est 'ensemble des barycentres a coefficients positifs des points de B.
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Proposition 6.8.8

Soit K un compact. Alors Conv(K) est compacte.

Démonstration. Considérons 'application

C x K"t —> Conv(K)
v (Mo, -- -, An), (ag, .- -, ap)) +— Z Aja;
j=0

n
ott € =4 (x0,..., ) e R Y =11
7=0

<1 C est compact : On montre que C est fermé borné en dimension finie. D’une part,
| )
C < [0,1]""" donc C est bornee.

D’autre part, C = ﬂ ()7'(R+) s 1({1}) ou

=0

0; : (zo,...,zn) > xjet s : (xo,...,: tn) — Z xj

continues car linéaires en dimension finie. Ainsi C est fermeé.

< On en déduit que C x K™ est compact done Conv(K) = ¢(C x K™ est compacte,
comme image d’'un compact par une application continue.



Chapitre 7

Suites et séries de fonctions

Dans tout ce chapitre, on considére E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
Soit A une partie de E.
On étudie les fonctions de A dans F, ensemble noté F(A, F). Dans la pratique, on a
généralement £ = F' = R.

I) Rappels de cours xx*x*

A) Modes de convergence

A.1 Définitions

Définition 7.1.1: Pour une suite de fonctions

Soit, ( f)nen € F(A, F)N. On dit que :
< (fn) converge simplement vers f € F(A, F) sur A si Vo € A, f,(z) —
f(z).

< (fn) converge uniformément vers f e F(A, F) si || fn — fll — 0.
n—>-+0oo

La convergence uniforme peut se reformuler avec la définition de la limite :

Ve >0,IN e N,Vn > N,Vz e A, ||fu(z) — f(2)|p <€

Définition 7.1.2: Pour une série de fonctions

Soit ( f)nen € F(A, F)N. On dit que :
< Z fn converge simplement vers f € F(AF) sur A si Vx €

A fule) —— fla).
k=0

n—+00

< an converge uniformément vers f €  F(AF) sur A si
n

dMif—f

k=0 @

< Z fn converge normalement sur A si Z || fnlly converge simplement.

— 0.
n—-+awo

205
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On a les implications suivantes :

Théoréme 7.1.3: Force des modes de convergence

CVN = CVU = CVS

A.2 Montrer la non-convergence uniforme

Dire qu’une suite de fonctions (fy)nen € F(A4, F)Y ne converge pas uniformément veut
dire que :

Je > 0,YN e N,In > N, 3z, € A, || fulzn) — f(an)|| =€
— I(@n)nen € AV, || ful@n) — f(x,)| ne tend pas vers 0

1l s’agit du phénomeéne de la "bosse-glissante".
Pour montrer qu’une suite de fonctions ne converge pas, il suffit de trouver une suite
(xn,) telle que (|| fn(zn) — f(xn)]|) ne tende pas vers 0.

Exemple 7.1.4

On considére la suite de fonctions définie pour n € N :

jo3] — =
fn sin®(nt) €t fa(0) =0
t _ —
nsin(t)

qui est bien une suite de fonctions continues.

< (fy) converge simplement vers la fonction nulle car pour t € ]O, g], |frn(t)] <
1
- el
n|sint| n—o

A . i
< Néanmoins, avec (z,)n>1 = o) o

o
1 falloo = [fn(an)] = SH(Q)) N

2
nsin( m T

N

Il n’y a donc pas convergence uniforme.

\

B) Suites de fonctions

B.1 Continuité

Proposition 7.1.5: Propriétés conservées par convergence simple

Soit (f)nen € F(A, F)N qui converge simplement vers f € F(A, F). Alors :
< Si pour tout n € N, || fp||, nfty < M, alors ||f|, < M.
<1 Si pour tout n € N, f,, est k-lipschitzienne, alors f est k-lipschitzienne.

<1 Si B = F = R et que pour tout n € N f,, est croissante, alors f est croissante.
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<t Si E = F = R et que pour tout n € N f,, est décroissante, alors f est
décroissante.

<1 Si F = F =R et que pour tout n € N f,, est convexe, alors f est convexe.

<1 Si E = F =R et que pour tout n € N f,, est concave, alors f est concave.

ATTENTION! La continuité n’est pas préservée par convergence simple.
Par exemple, f, : t +— t" est une suite de fonctions continues qui converge simplement
vers t — ;=1 qui n’est pas continue.

La bonne compatibilité avec la continuité est la convergence uniforme :

Théoréme 7.1.6: Préservation de la continuité par convergence uniforme

Soit, ( f)nen € F(A, F)N qui converge simplement vers f € F(A, F). Si :
<1 Pour tout n € N, f,, est continue en a.
< (fn) converge uniformément vers f sur un voisinage (relatif) de A.

Alors f est continue en a.

Corollaire 7.1.7: Corollaires utilisés en pratique

Soit ( f)nen € F(A, F)Y qui converge simplement vers f € F(A, F). Alors :

<1 Si les (f,,) sont continues sur A et que (f,) converge uniformément sur A, f
est continue sur A.

<1 Si les (f,,) sont continues sur A et que (f,) converge uniformément au voisi-
nage de tout a € A, f est continue sur A.

<1 Si A = I un intervalle, que les (f,,) sont continues sur I et que (f,,) converge
uniformément sur tout segment de I, f est continue sur I.

. J

Attention, la convergence uniforme sur tout segment de I n’implique pas la convergence
uniforme sur tout I.

B.2 Interversions

Théoréme 7.1.8: Double limite

Soit, ( f)nen € F(A, F)N. Soit a € A. On suppose que :
< (fn) converge simplement vers f sur A.
< (fn) converge uniformément au voisinage de a.
< VYneN, f,(x) — 4y,

Alors :
< (I,) € FY converge vers £ € F.

< f(x) — L.
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On utilise souvent la contraposée de ce théoréme pour montrer la non-convergence
uniforme. En effet si Vn € N, f,(x) —— ¥, mais que f n’admet pas de limite en a, on n’a
r—a

pas CVU au voisinage de a.

Théoréme 7.1.9: Convergence uniforme et intégration

Soit I un intervalle de R, et f e C°(I,K)Y. On suppose que (f,) converge unifor-
mément sur tout segment de I vers f.
Soit a € I. On définit

I — K I — K

F, - v fon(t)dt et F : N fo(t)dt

Alors (F),) converge uniformément vers F' sur tout segment de I.

J

Attention encore, la convergence uniforme sur tout segment de R n’implique pas celle
sur R. Pour cette raison, si (f,,) est uniformément convergente sur R, cela ne veut pas dire
que (F,) lest aussi nécessairement.

B.3 C'k>1

Théoréme 7.1.10: C! pour le suites de fonctions

Soit I un intervalle de R, et f € C1(Z, K). On suppose que :
< (fn) converge simplement sur I vers f € F(I,K).
< (f!) converge uniformément sur tout segment de I vers g.
Alors :
< (fyn) converge uniformément sur tout segment de I vers f.
< feC'I,K)et f'=g

Théoréme 7.1.11: C* pour le suites de fonctions

Soit k > 1 et I un intervalle de R, et f € C¥(I, K)N. On suppose que :
< (fyn) converge simplement sur I vers f = fo € F(I,K).
< Pour tout j € [1,k—1], (fT(Lj)) converge simplement sur I vers f;.
< ( f,g/k)) converge uniformément sur tout segment de I vers f.
Alors :
<1 Pour tout j € [0,k], ( f,gj)) converge uniformément sur tout segment de I.
< fo = feC"U,K) et pour tout j € [0, k], f¥) = f
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C) Seéries de fonctions

R — R
Posons pour n € N*, f,, : (-1)™

. Montrer que 2 fn converge simple-

X >

n(l)
ment sur R . Montrer qu’on a convergence uniforme sur tout intervalle [a, +oo|.

Dans toute la suite du chapitre, on note :

RY — R 11,40 — R
n: (—1) et ¢ : 1
n=1 n=1

Montrer qu’on a convergence normale de ¢ sur tout intervalle [a , +o0[.

C.1 Continuité

Théoréme 7.1.12: Préservation de la continuité pour les séries

+o0
Soit, ( f)nen € CO(A, F)N telle que Z fn converge simplement sur A vers S = 2

n=0
Si la série 2 fn converge uniformément sur A ou sur tout compact de A ou au

voisinage de tout point de A, alors S est continue sur A.

Théoréme 7.1.13: Préservation de la continuité pour les séries, version

intervalle

400
Soit ( f)nen € C(1, F)N telle que Z fn converge simplement sur [ vers S = 2

n=0
Si la série Z fn converge uniformément sur I ou sur tout segment de I ou au
voisinage de tout point de I, alors S est continue sur I.

Montrer que n et ¢ sont continues sur leur ensemble de définition.
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C.2 Interversions

Théoréme 7.1.14: Double limite

+0o0
Soit (frn)neny € F(A, F )N telle que 2 fn converge simplement sur A vers S = Z
n=0

Soit a € A. On suppose :

< VneN, fu(x) — b,

< Z fn converge uniformément sur un voisinage relatif de a.

400
Alors : ZZ” converge et S(r) — Z Oy,
r—a "0

Déterminer xgrfoo ((z) et xgrfoon(x).

Théoréme 7.1.15: Intégration sur un segment

Soit (fn)nen € CO(I,K)N telle que Z fn converge unformément sur tout segment
vers S.

X
On note F, : = +—> J fn(t)dt. Alors ZF” converge uniformément sur tout
a

segment vers S : x —> f f(¢)dt.

C3 CrEk=>1

Théoréme 7.1.16: C* pour le séries de fonctions

Soit (f,) € C*(I,K)N. On suppose que :
<t Pour tout j e [1,k—1], 2 £ converge simplement vers S; sur I.

< Z f,(Lk) converge uniformément vers Sy sur tout segment de I.
Alors :
< Pour tout j € [0,k — 1], 2 79 converge uniformément sur tout segment de
+00

< S =) eCHI,R)

n=0

. +® .
<1 Pour tout j € [0, k], S(()J) =95; = 2 F9.
n=0
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Montrer que ¢ est C* sur |1, 4o0[.

IT) Approximation uniforme et conséquences

A) Fonctions en escalier *xxx

Proposition 7.2.1: Densité des fonctions en escalier dans les fonctions

continues

Esc ([a,b], F) est dense dans C° ([a,b], F) pour la norme infinie |[-loo,[a ,b]-

Démonstration. Voir la Proposition [2.1.5]

En voici la principale conséquence :

Lemme 7.2.2: Lemme de RIEMANN-LEBESGUE

Soit f € Cgm(I,K), avec f intégrable sur I.
Alors

At

Démonstration. Voir le Lemme 2.2.3]

B) Fonctions polynomiales ****

Théoréme 7.2.3: WEIERSTRASS

L’ensemble des fonctions polynomiales sur [a,b] est dense dans

(CO([a ) b] 7K)7 ”Hoo)

Démonstration. Hors-programme, voir le Théoréme 7?7 pour une démonstration avec les
polynoémes de BERNSTEIN.

Proposition 7.2.4

b
Soit f € C%([a,b],R) telle que pour tout n € N, f f()t" dt = 0. Montrer que f
est la fonction nulle. ‘

b
Démonstration. < Par linéarité de U'intégrale, pour tout P € R[X], | f(¢)P(t) =0.

a
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. Ainsi,

Soit € > 0. Soit P € R[X] tel c — P, < ,
< Soi oi [X] tel que ||f lleo (b — @) max(L, [ /]l.)

/)
0< | f2(t)dt
b
= | fOf@) - P(t)dt
b ~
< ) £ ()] T

1t
h — a) max(1, || f|l,) (

<e¢

b
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a J fz(f) dt = 0 donc comme f2 > 0 et continue,

a

f?=0donc f = 0.

Attention néanmoins voici une variante de l’exercice précédent :

Proposition 7.2.5

b
Soit f € C%([a,b] ,R) telle que pour tout n e [0,d — 1], J f(t)t" dt = 0. Montrer

que f s’annule au moins (d + 1) fois.

Démonstration. Par ’absurde, on suppose que f s’annule moins de d fois : on note a1, . . ., ag
les points ot f s’annule en changeant de signe.

k
On pose P = | |(X’ — a;). L’application ¢ — f(t)P(t) ne change pas de signe sur [a,b].

Jj=1
b

Comme deg P < d, par hypothese, J f(t)P(t) = 0 impossible.
a
Et enfin, cet exercice permet de se rappeler que : les théorémes d’approximation
uniforme sont compatibles avec 'intégration. En effet, intégrer premet de gagner en
régularité ; alors que dériver nous fait perdre des propriétés importantes.

Proposition 7.2.6

EFE — R+
fo—= Il + £l

polynomiales sont denses dans F pour la norme N.

Soit E = C'([a,b],R) muni de N : { . Les fonctions

Démonstration. Soit f € E. Alors f’ est continue de [a,b] dans R donc d’apres le théo-
réme de WEIERSTRASS, on dispose d’une suite (P,,) d’applications polynomiales telles que
H/I - Pn

—0.
X ot

[a,b] — R

oo S+

a

On pose @, : ! polynomiale.

P,(t)dt
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Comme (P,,) converge uniformément sur le segment [a , b| vers f/, on sait que | x — J P, (t) (1/)

Xr
converge uniformément sur [a,b] vers (,1: — J () (h‘).
T

Ainsi (Qy,) converge uniformément sur le segment [a, b] vers z — f(a) —l—f f'(t)dt = f(x)

Ainsi N(Qn = f) = 1Qn = flloo + | P = f '

—> 0.
n— 400

o

IIT) Meéthodes de développements asymptotiques x**

A)  fulx) ~ ang( ) avec Zan qui converge

1
Considérons f(z Z fn(x) ol fr : x> m

<a Convergence : Pour = # 0, f,(x terme général d’une série convergente.
’ 2

n—+aw n3x
L.

Pour z = 0, 2 — diverge.
n

Donc Z fn converge sur R*.

<1 Limite en 400 : Pour n € N*, lim f,(z) =0
x—+00

1
sup |fa(x)] = ————— ~ — terme général d’une série convergente. Ainsi
z€[1,+oo[ " n(1+n?) 3
Zsup | fn(x)| converge; id est 2 fn converge normalement donc uniformément sur
[1,+o0].

Le théoréme d’interversion des limites s’applique :

lim f(x Z lim f,(x) =0

r—>—+00 T—+00

1

<1 Equivalent en +00 : On conjecture f(z) Mo ?C(?)) car fn(x) e TR On
montre ainsi que z2f(z) —— ¢(3).
T—>+00
+a0 1 1
2 — il
x“f(z) = Z Pour tout n > 1, g, (x) P

1
n=1 n (zﬁ2 + n2)
—_——
=gn(x) .
Pour tout z € [1,+[, [gn(z)| € — terme général d'une série convergente donc
n

Z gn converge normalement donc uniformément sur [1,4o0[.
Le théoréme de la double limite s’applique :

oo
i, #06) = 32 im, o) = 3 2 =
«®

On a bien f(z) ~

xr— 400 1:2 )
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B) D fal®) = 0ralfo(2))

Exercice 8

Montrer que ((x) —— 1
r—>+00

Trouvons maintenant un équivalent de {(x) — 1.

= = 1 =1
< ((x)—1= Z vl Montrons que Z = 0z 4100 (2_117) On étudie donc Z —

- _.
n=>2 n=3 nx n=3 (5)
——
=hn(x)
n
<1 Pour tout n = 3, — > 1 donc h,(x) —— 0.
2 T—+0
1
sup |hp(z)| = sup S~z = —5 terme général d’une série convergente. Ainsi
z€[2,400[ z€[2,+00[ (5) n
Z hyn converge normalement donc uniformément sur un voisinage de l'infini.
+00
Le théoreme de la double limite s’applique et 2* — — 0.
nt xr—+ow
n=1
o 1 1
Ainsi ((z) =1 + 5z T 0o | 57 |-

C) Comparaison série-intégrale

On se place dans le cas ou a x fixé, la suite (f,(x)), est décroissante positive.

R+ — R
o o
Traitons I'exemple de f : x Z 1 ol
n:lifx_/
=fn(=)

. . T .
<1 Convergence : Pour z > 1, on a divergence grossiére; pour x = 1, Z 3 diverge:; et

pour x < 1, fp(z) ~ 2" terme général d’une série convergente.
Ainsi f est bien définie sur [0, 1].

< Limite en 1~ : Soit x € [0, 1].
falz) =

Posons u = —Inx et g,(t) =

décroissante en n pour z fixé (car —In(x) > 0).

=" 41 - e—nn(z) 4+ 1

T qui est décroissante sur Ry. Pour n > 1,

n+1 n
f %wus%wsj gu(t) dt

n n—1
avec la minoration aussi valable pour n = 0. On somme, par relation de CHASLES,

avec la convergence des intégrales,

+00

inft +©0
‘Ly%wm§;%m<%@+L gu(t) dt

id est o g o g
t 1 t
f —<f(a:)<§+J —

0 1+6tu 0 1+€tu



I1T). METHODES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES 215

+00 dt +00 —tu 1 +00 In?2
Mais f A J O [—111(1 + et“)] =2
u

g l+etv g l4+et 0 u
Finalement,
In2 1 In2
< <S5
" Inz < @) 2 Inzx
—In2 In2
D’ou ~ ~ .
ott /(@) z—1- Inzx z2-1-1—-2x
D) Z )" fn(z) série alternée a z fixé
On considére Z fn(z) o & x fixé, la série vérifie les hypothéses du Théoréme des

séries alternées (TSA)
SIS
Considé : —_—
onsidérons f : x +—— Z e

n=1

n+x
le TSA, f est bien définie sur R_.

<1 Equivalent en +o00 :

<1 Convergence : Pour z = 0, < ) est décroissante, positive et tend vers 0. Par
1

—9(1’)

~

r+oo
(@) 1
= <2k+m 2k+1+w>

—_

"

=ha(k)=0

1
hy (k) = Gkt 0k +152) est décroissante en k. Ainsi :

rw t)dt < Z ha( rw hy(t) dt

1

Ainsi

oo 1 1 o 1 1
- dt < < — dt
L <2t+x 2t+1+x> 9(x) JO <2t+x 2t+1+w)

En primitivant,
242z z
< <l
2(557) <o < ()

2 1 1 1 1 1
Mais In R =—In{1+ = — +o0(l=)=—=-+0(=
3+x 3+x + 2 T 2

1

3+
1 1
z+1 x x 2

1 1
D’ou g(x) = % +0 (:ﬁ) Finalement :
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IV) Convergence uniforme et equicontinuité
A) Définition »*

Soit F' un espace vectoriel normé de dimension finie, et A une partie de E.

Définition 7.4.1: Equicontinuité

Soit A une partie de F(A, F). On dit que A est équicontinue en x € A si :
Ve > 0,30 >0,Vfe A Vye A |z —y|<d=|f(z)— fly) <e

Ainsi A est équicontinue sur A si elle est équicontinue en tout point z de I.

Définition 7.4.2: Uniforme équicontinuité

Soit A une partie de F(A, F). On dit que A est uniformément-équicontinue (sur
A)sic:

V€>O,E|(5>O,VfEA,V(I',y)EAQ,‘Z'—y‘ <5:>‘f($)_f(y)‘ <E€

Soit désormais I un intervalle de R.
De la sorte, on dira par abus de langage qu’une suite (f,,)nen de fonctions définies sur
I & valeurs dans R :

<1 est équicontinue en x (resp. sur I) si {f,,n € N} est équicontinue en z (resp. sur I);

<1 est uniformément équicontinue sur I si {f,,n € N} est uniformément équicontinue
sur [ ;

B) Préservation de la continuité a la limite pour une suite de fonctions
équicontinues **

Proposition 7.4.3

Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur I & valeurs dans R, qui converge
simplement vers f sur I.
Si (fn)nen est équicontinue en a € I, alors f est continue en a.

Démonstration. Soit € > 0. Par équicontinuité, on dispose de 6 > 0 tel que
Verel,VneN |z —a|l <d=|fulx) — fula)| :

Soit = € I tel que |[x —a| < §. Pour n € N, [[f,(x) — fn(a)|| < e donc par convergence
simple en = et conservation des inégalités larges par passage & la limite :

[f(x) = f(a)

< e

Ainsi f est continue en a.
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Proposition 7.4.4

Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur I & valeurs dans R, qui converge
simplement vers f sur I.
Si (fn)nen est uniformément-équicontinue sur I, alors f est continue sur I.

2

Démonstration. Soit e > 0 et § le module d’uniforme-équicontinuité associé. Soit (z,y) € I
avec |z — y| < d. Alors pour tout n € N, |f,(z) — frn(y)] < e.
Par convergence simple en x et y et passage a la limite : |f(x) — f(y)

< £

C) Equivalence entre la convergence uniforme et ’équicontinuité *x

Proposition 7.4.5

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues définies sur [a,b] & valeurs dans R,
qui converge uniformément vers f € C°([a,b],R).
Alors (fn)nen est équicontinue.

Démonstration. Soit € > 0. Par HEINE, f est uniformément continue sur [a,b] donc on
dispose de 6 > 0 tel que :

[ ™

Ve,yel, |z —y| <d=|f(z) — fly)| <

o

Par ailleurs, par convergence uniforme, on dispose de N € N tel que

Vn > N, Hfll - H

(e8] <

Wl M

Soit n > Netxel, |x—y|<d. Alors,

(@) = F@)] < [ful@) — F@|+ £ (@) — F@)|+ 1 fuly) — F )]

< par CVU < par CY <% par CVU

Et ainsi |f,(z) — f(x)| < e.

De plus pour k € [0,n — 1], fx est uniformément continue sur le segment [a,b] donc on
dispose de d; > 0, module d’uniforme continuité pour e.

On pose n = min(4, 01, .. ., 0n—1) > 0. Un tel n convient pour tout f,,n e N.

La suite (f,,)nen est donc équicontinue.

Proposition 7.4.6

Soit (fn)nen une suite uniformément équicontinue de fonctions définies sur [a, b] &
valeurs dans R, qui converge simplement vers f € C°([a,b],R).
Alors la convergence de (fy,)nen vers f est uniforme.
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Démonstration. Soit € > 0. Par hypothése, on dispose de § > 0 tel que :
Vne N, V(z,y) e I% |z —y| <5 = |fu(z) — fuly)] <e

De plus par la Proposition lf(z) — fy)| <e.
b—a

On munit [a, b] de la subdivision uniforme (o) ke[0n] = <(1 +k ) avec p(o) =
n
ke0,n]

b—a

< 0.

n
On utilise la convergence simple aux points (0 )re[o,n] : on dispose de Nj, € N,

Vn = A\y/.'v ‘,/'/1((7/.’) - ./‘((7/.'” <

W m

Soit N = max Nj. Pour n > N, on trouve k = k, € [0,n] tel que
0<k<n

x —ok| <9,

‘./An (7) - /<7>‘ 2 ‘,/A/I(O_A) - ,/‘II('I')| + ‘\./‘11((7/.') - ./‘(O—/«)J‘ + /A<(7/.') - /(1)‘ <€

“

N~

<—) car par CO : E par CVS en oy <£

3

Ainsi Yn = N, ||fn — fll, < e

D) Théoréme d’ASCOLI *

Définition 7.4.7: Compacité relative

Une partie A d'un espace vectoriel normé est dite relativement compacte si A est
compacte.

Théoréme 7.4.8: ASCOLI

Soit F' un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit K un compact. Soit
E = (C°%K,F),|l,) et A c E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

< A est relativement compacte.

A est équicontinue en x

= Pour tout z € K, { A(z) = {f(z), f € A} S F est relativement compacte.

Démonstration. Attention s’accrocher! Cette démonstration regroupe un ensemble de tech-
niques classiques d’analyse réelle (extraction diagonale, précompacité, séparabilité...).

<1 = : Supposons que A est relativement compacte.

— A est précompacte : Par 'absurde, supposons que A n’est pas précompacte.

Soit € > 0. Alors on peut construire une suite (fy,)nen € AN telle que pour tous
p#q,
H?L/J - f{/” > €

,par la méme méthode qu’au Lemme [6.2.6]
Mais dans ce cas, (fn)neny € A et n’a pas de suite extraite convergente. Alors,
A n’est pas compacte, et A n’est pas relativement compacte : ¢’est impossible.
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— A est équicontinue sur [ : Soit ¢ > 0. On dispose, par précompacité de A, de
peN* et de fi,..., f, € A tels que

ac | (£1:5)
=1

D’apres le théoreme de HEINE, comme les f1,. .., f, sont continues sur K com-
pact, elles y sont uniformément continues. On dispose donc pour j € [1,p], de
n; > 0 tel que

€
V(z,y) € K2 lo —yll <ny = | f5(x) = fi(w)]| < 3

On pose 6 = min_n; > 0.
Jet,p]

Montrons maintenant qu’a e fixé, ce § convient pour toutes les f € A. Soit donc

feA
Par (x), on trouve k € [1,p] tel que || f — fill, < % Alors, pour x,y € K tels
que ||z —y|| <4,

1£@) — I < @) ~ fe@)l + @) = @)+ 1) — F@) <<

Cela conclut I’équicontinuité de A sur K.
— Soit x € K. A(x) est relativement compacte : soit x € K. Notons

'{CO(K,F) — F
LS — f(z)

de sorte a ce que A(z) = pz(A). On montre alors que ¢, (A), qui est un fermé,

est inclus dans le compact . (A).
D’une part c’est bien un compact, comme image d’un compact par une applica-
tion continue. En effet o, est continue car pour f e CY(K, F), ||f(2)| < || f]l.-

D’autre part il est évident que ¢, (A) S ¢, (A).

Ainsi A(x) = p,(A) est compact, donc A(z) est relativement compacte.

<1 < : On suppose que pour tout = € K, { A est équicontinue en &

Il s'agit de montrer que toute suite (f)nen € AN a une sous-suite extraite qui
converge vers g € CO(K, F).

Lidée est que K est séparable, c’est & dire qu’il contient une partie au plus dénom-
brable et dense dans K.

Par ezemple, R est séparable car il contient Q. On montre par exemple a4 ’aide de
ceci que tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.

— Il existe {an,n € N} une partie dense au plus dénombrable dans K : K est com-

1

pact donc précompact. En applicant la précompacité avec &, = — pour n € N*
n

on obtient :

d
" 1
Vn e N*’El(xn,lv" . 7xﬂ,dn) c KNdn’K - U B (xn,j7>
i=1 "

Ainsi U {zn;,7€[1l,dn]} = {an,n € N} est dense dans K. De plus c’est une

neN#
partie au plus dénombrable comme union dénombrable d’ensembles finis.

A(z) = {f(z), f € A} S F est relativement compacte.
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— 1l existe 9 telle que pour tout k € N, (fw(n) (ak))ne converge vers un certain g(ag) :

N

On construit I'extractrice par récurrence sur k.

Pour k = 0, la suite (f,,(ao))nen € A(ag)" est bornée car A(ag) est relativement
compacte. Donc, F' étant de dimension finie, on peut en extraire une sous-suite
convergente. Soit donc ¢ une extractrice telle que :

foo(ny(a0) P— g(ao)

Supposons construits ¢y, ..., @k des extractrices telles que pour j € [0, k],

f§000~~~o<pj (n) (aj) m g((lj)

La suite (f¢0°"'°‘ﬂk(”)(ak+1))neN € A(ag+1)" est bornée. Donc par le méme rai-
sonnement, on dispose d’une extractrice @1 telle que

foooopnir(n)(@k+1) P—— g(ak+1)

Finalement, on pose

¢1{N_) N

C’est une extractrice : en effet si n € N,

Y(n+1)=poo--0oppii(n+1)
> pgo---0pn(n+1)car g,y > id

> g o---0py(n) par stricte croissance de ¢,

= (n)

On a donc, pour k e N,
fw(n)(ak) P g(a)

A ce jour nous avons donc défini une application g : D = {ap,n € N} — F,
avec D dense dans K.

— Vo e K, (fym) (a;))neN converge vers un certain g(x) : en fait, on prolonge g a
tout K.
On sait que pour x € K, (fw(n) (:p))neN est bornée car elle est & valeurs dans
A(x) relativement compact. On montre donc qu’elle admet une unique valeur
d’adhérence.
Soit & > 0. La suite (fy,)nen € AN est équicontinue sur un compact donc unifor-
mémément équicontinue. Donc on dispose de n > 0,

€

V(z,y) e K2 VneN, |z —yll < = || fulz) - fuly)l < 3

Soit k € N tel que |jax — z|| < n, ce qui est possible par densité de D dans K.
Avec un tel k, la suite (fw(n)(ak))neN converge vers g(ay). La suite est donc de
CaucnHy. On dispose donc de N € N tel que :

3

Vp,q = N,
P4 3

Fuy(ar) = fugg)(ar)|| <
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Ainsi, pour p > N et ¢ > N,

£ @) = o @] < [ Foim)@) = Fu @) | + | o (@x) = Fuar(an)]
+ || fucg) (ar) = Fyq) (@)
<ecar |ag — x| <n

Ainsi, si €1 et £3 sont deux valeurs d’adhérence de (fy(n) (:B))neN :

Ve > 0, Hfl —EQH <e€

Ce qui montre ¢; = f5. Finalement, pour tout = € K, (fw(n)(x)) converge

vers g(z) € F.

neN

— g est continue : Soit z € K, montrons que g est continue en .
Soit £ > 0. Soit 7 > 0 le module d’uniforme équicontinuité de A, donc de tous
les (fn)nen- Alors pour tout y € K, si ||z — y|| < n, on a pour tout n € N,

wa(n)(x) - fw(n)(y)H <e
Par convergence simple en = et en y,
lg(z) — g(W)[| < e(*)

, ce qui conclut.
gH tend vers 0 : argument trés classique, qui consiste a subdiviser 'in-

tervalle en portions suffisamment fines, et appliquer la convergence simple et la
continuité en ces points.

Soit £ > 0. Soit » > 0 le module d’uniforme équicontinuité des éléments de A,
on a montré en () qu’il convenait aussi pour g.

Par précompacité de K en n, on dispose de p € N* et de (z1,...,2,) € K7 tels

que
P
=BG

Comme la suite (fw(n)(zj)) converge, on dispose de N; € N tel que pour

TLZNJ‘,

neN

1 Fom (z) = 9(z5)l| < e
Pour tout n > Ny = max_Nj, pour tout « € K, on choisit z; tel que ||z; — z|| <

1 Jje[L.p]
n, alors :

| fogmy () — g ()| < | Foemy (@) = Loy G|+ | o) (25) — 9(z3)||+1l9(z) — g(@)]| < 3e

Finalement, pour tout n = No, || fyn) — gHOO < 3e

Cela prouve I'existence d'une valeur d’adhérence de (f,,)nen dans C°(K, F), et conclut
la preuve du sens réciproque.

V) Théorémes de DINT »x
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Théoréme 7.5.1: Premier théoréme de DINI

Soit K un compact et (f)nen € CO(K,R)YN. On suppose que :
< (fn)nen converge simplement vers f € C°(K,R).
< Pour tout z € K, (f(x)) est croissante (ou décroissante).

Alors, (fn)nen converge uniformément vers f.

Démonstration. <t On pose g, = f — fn si Vx € K,(f,(z)), est croissante. Sinon, on
pose gn = fn - ]L
Ainsi pour n € N, g, > 0 sur K. Et pour tout x € K, (gn(x)), est décroissante
continue sur K.

0.

n——+0oo
<1 On rappelle que, comme vu a la Proposition [6.2.2] Soit (L,,) une suite décroissante
de compacts non-vides de F. Alors :

< On montre que ||gn| 4

(Ln+2

neN

< On applique ce lemme avec Ly, = g; ' ([, +o0[) pour k € N*. L, est fermé car gy, est
continue et [e, +o0[ est fermé. Ainsi, Ly est compact car K est compact.
De plus pour tout & € Ly41, gp(x) = gry1(x) = € d’ott L1 S L. On en déduit que
si les (Lg) sont non-vides,

(L@

neN
<1 Or, on montre que ﬂ L, = :six¢€ ﬂ Ly, pour k € N, gp(x) = €. Or par
neN neN
hypotheése, gp(z) ——— 0 : c’est impossible. Ainsi ﬂ L, = .

k——+o0
neN

<1 Ainsi par contraposée du Lemme précédent, on dispose de k € N, L = . Ceci se
traduit par le fait que :
Vee K,0< gip(z) < e
Par décroissance, pour n = k,

H.{///Hoo = Sup f//w‘("') <e
reK

< Ainsi (fy)nen converge uniformément vers f.

Théoréme 7.5.2: Deuxiéme théoréme de DINI

Soit K = [a,b] un segment de R et (f,)nen € C°(K,R)N. On suppose que :
< (fn)nen converge simplement vers f € C°(K,R).
<1 Pour tout n € N, f, est croissante (ou décroissante).

Alors, (fn)nen converge uniformément vers f.
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Démonstration. On fait la démonstration dans le cas croissant.
Soit € > 0. f est uniformément continue sur K d’aprés le théoreme de HEINE. Soit donc

0 > 0 tel que :

DO | ™

V(z,y) e K2, |z —y| < 6,|f(x) - fy)] <

bh—
On munit [a,b] de la subdivision uniforme (o) kefo ,n] = (a +k a,> avec p(o) =
’ "/ kefo n]

b_
a<<5.

n
On utilise la convergence simple aux points (0 )ke[o,n] : on dispose de Ny € N,

| ™

Vn = N, |fulor) — flow)| <

Soit N = kr?axﬂNk. Soit m = N. Pour tout z € K, on dispose de k € [0,n — 1] tel que
€[0,n

z € ok, ok41],

flor) = Fla) + flar) = F@) < fale) = F@) < falare) = Flaxn) + fla) = (@)

g v~

I ~ Y ~
=—% car n=Ny =5 car |op—x|<b <5 car n=Ngy1 <5 car |agyr—x|<d

Finalement, |f,(z) — f(z)| <e. D’ou pour n = N, ||f, — f| <e.
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Chapitre 8

Intégrales a parameétres

I) Rappels des théorémes essentiels

Ce chapitre contient beaucoup de points de cours et de théorémes & connaitre parfai-
tement. Voici donc une liste des théorémes & connaitre :

A) Théorémes d’interversion de LEBESGUE

Théoréme 8.1.1: Théoréme de convergence dominée

Soit (fn)n € Cgm(I,K)N. On suppose :

<1 (fn) converge simplement vers f sur .

< fest Cgm sur I.

< Il existe p € Cgm(I,R+) intégrable telle que Vn e N, Vt € I, | fn(t)| < @(t).
Alors les (f,) et f sont intégrables sur I et

lim L fn(t)dt:L f(t)dt:L lim  fo () dt

n——+00 n—+0o0

Théoréme 8.1.2: Théoréme d’intégration terme-a-terme

Soit (fn)n € Cgm(I,K)N. On suppose :
+00
< 2 fn converge simplement sur I. On note f = 2 fn-

n=0

< f est Cgm.
<1 Vn e N, f, intégrable sur I et EJ | fn(t)| dt converge.
I

Alors f est intégrable sur [ et

+00 +00
L F(t)dt = L <§Ofn(t>> dt=§0jlfn<t>dt

225
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Théoréme 8.1.3: Théoréme d’intégration terme-a-terme pour les fonc-

tions positives

Soit ( frn)nen € Cgm(I ,R)N. On suppose que Z fn converge simplement vers f Cgm.

400 400
| s - L;Ofnoe) =3 | facer, o e}

Ainsi f est intégrable sur I si et seulement si EJ fu(t)dt < +oo.
I
n

Théoréme 8.1.4: Théoréme de convergence dominée version continue

Soit A un intervalle de R. Soit a € A (éventuellement +00) ou A € E un espace
vectoriel normé. Soit a € A.

Soit (fa)rea € (Cgm(I,K))N. On suppose :

< Viel, f)\(t))\—) (a’)
< fC'gm sur 1.

< 1l existe V voisinage de a, il existe ¢ € Cgm(I, R ) intégrable, tels que
VAE V,VEe LA ()] < o)

Alors les (fa)rev et f sont intégrables sur [ et

A—a

lim JI Al)dt = L F(t) dt

B) Intégrales 4 paramétres

Théoréme 8.1.5: Théroéme de continuité des intégrales a paramétres

AxI — K

(@.8) > f(a.0) ol A € FE un espace vectoriel normé, I intervalle

Soit f : {
de R.
On suppose :

<1 Vtel, z+— f(x,t) est continue sur A.

< Ve e A t—> f(x,t) est Cgm sur 1.

< VK compact © A, il existe px € Co, (I, R) intégrable sur I, Vo € K, Vt € I,

|f(z, )] < o(t).
A — K

z Lf(m,t)dt

Alors : G : est bien définie et C° sur A.
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Théoréme 8.1.6: Théoréme C' des intégrales A paramétres

Ax]I — K

Soient A et I deux intervalles de R. f : { @) — f(ot)

On suppose :
< Vrxe A, t— f(x,t) est Cgm et intégrable sur 1.
< Vtel, z—> f(x,t) e C1(AK).

< VeeA t— Z(I7t) € Cgm(I,K).

<1 VK segment € A, il existe pi € Cgm(I,R+) intégrable sur I, Vx € A, Vte I,
of
—(z, )| < p(1).
L wn)] <00

A — K
. Lo 1
Alors G . J Fo 1) dt est définie et C' sur A.
I

A — K
of

/.
De plus G' : v e G'(x)zj(:z:,t)dt :
Iax

Théoréme 8.1.7: Théoréme C* des intégrables 4 paramétres

AxI — K

Soient A et I deux intervalles de R. Soit f : { (@) — f(ot)

On suppose :
< Vtel,z— f(z,t) € C*(4,K).
o f

< VeeAt— 7 Cgm et intégrable sur 1.
x
ak
< VeeAt— 8737{ Cgm sur /.

<1 VK segment € A, il existe px € Cgm(I, R ) intégrable sur I, telle que

k
af(x,t)] < ox(®)

Vee K,Vtel, P

A — K

Alors G N Jf(a:,t)dt
I

est definie et C* sur A, et pour j € [0, k],

) J
G —s L %(w,t) dt
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II) Intégrales classiques

A) Un calcul de l'intégrale de DIRICHLET

Définition 8.2.1: Fonction intermédiaire

On définit pour z € Ry,

R+ — R
F . f*oo — sint dt
0 t

Démonstration. On prouve la bonne définition sur R.

r

< e * qui est bien intégrable sur R .

. : _ g Sint
< Pour z € R | |f(z,t)] = '( S

—+0C

sint Y sint

n’est pas intégrable sur RY, néanmoins J dt converge

0

<1 Pourx =0, t+—

;
(cf. Proposition [2.1.15|).

Proposition 8.2.2: Caractére C', calcul de F' sur R*

F est C! sur RY . De plus,

1

! —
VwERi,F (fL‘) = —1'27_{_1

Démonstration. On applique le théoréme C! des intégrales a parametres

_ g Sint

est CY_ et intégrable sur RY.

e R*
< VzxeRy,t—c¢ st Copm

_.sint .-
ot est C! sur R* .

< Vte Ry, z e
of
< VzeRY,tr— F—l(zf) = —e “'sin(t) est Cgm.

<1 Soit a > 0. Pour tout z € |a, +o], pour t € R,

of
0—1(11‘)

< ™% = ,(t) continue par morceaux et intégrable

. ;s 1 . , ) N . N o 3 . i - | ) . /
Le théoreme C* des intégrales a parameétres d’applique : F est C* sur RY et F'(z) =
Loc

—e " sin(t) dt.

0
Pour le calcul, on passe par les complexes :

{00 ) 1 1
F'(z) = Im (J e wtHt (1/) = —Im < ) = ———
0 T —1 x4+ 1
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Proposition 8.2.3: Calcul de F sur RY

Ve e Ry, F(z) = g — Arctan(x)

Démonstration. < Montrons que F(x) —— 0. Vte R}, lim e *— =
rT—400 TrT—400 t

—at sint
f
+00
Par TCVD, lim F(x) = f 0dt =0
(

T—+00

Ve [l,4w[,VteRY, |e <e =) Cgm et intégrable.

< Finalement, Yz € R}, F(z) = - — Arctan(z).

'T

Démonstration. <1 On montre que F' est continue en 0. On fait une IPP puis théoréme

de continuité.
1 L +o0 .
4sint 4sint
F(.l')_f (_"fd/JrJ e T dt
0 L t

=F(x) Fo(x)
< Fj est CY sur Ry : le théoreme C° des intégrales a paramétres s’applique avec la
domination :
_¢Sint L
Vexe|0,1],Vte]0,1],|e o < 1 = p(t) intégrable sur ]0,1]

< Fyest CY sur Ry : Pour z > 0,

+00 { ,—17‘+17‘
f e [sm d=1Im (J (17‘)
1
N 1 +o0 —(z—i)t
= Im — - J 5 dt
—r4it T —1 ) e

(,,(71’+i)/ ] {7.1’/ i
Or - - - 0.
—xr+1t Vaz 41t toto
e Tt 1 , (x—
D’ou Fy(x) = Im - — - J 2 dt | De plus par le théoréme de conti-
x—1 r—1Jy 2
—
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nuité des intégrales a parametres, H est CY sur Ry car

(/—(.1'—i)f

/2

1
< 5 = ()

t

0
prm>»

< dou F C° et :

intégrable sur [1, +oo].

T sint
dt = -
0 t

qui est C

N[ =

B) Etude de T’

Définition 8.2.5: Fonction T

On pose
]07+OO[ - R+

I : T
T — J T~ letdt
0

I" est bien définie et continue sur Ri.

Démonstration. < VteRY,z+— t*=le=t st CO sur RY .
< Vz € ij — 7 et est Cgm
< Soit K = [a,b] < RY.

sur RY.

Vo € [a,b], vt e R, " Le™| < g (t) =

morceaux.

continue par

{/“—1(,—" si tel0,1]

t'"le7t s te]l,4oof

1
— ¢r(t) ~ ——avecl—a <1 car a >0 dou px intégrable sur |0, 1].

t>0+ tl—a

1 1 .
— i (t) = 04t (f" car t*"te" —— d’on ¢k intégrable sur [1,+00].
< t—+0o0 -

Le théoréme s’applique, et on a la bonne définition et la continuité souhaitées.

Théoréme 8.2.6: Caractére C~

I e C°(R*,R)

Démonstration. Soit k € N*.

f

—t

, 7 . o
< Soit j € [0,k —1]. == (z,t) = (Int)?t*"'e~". On veut montrer que t —> (Int)’t* e
0x

est intégrable sur R .

— Comme x > 0,1 —x <1, on poseye]|l—uz,1J.
- . e —(l—,r/)
t (111/)"/'171(,*/ ~ (Int)t >0 " ——0
) t—0t t—0t
o f

0 1 . .
d’ou // (x,t) = 040+ (F) donc intégrable sur [0, 1] puisque v < 1.

oxl
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SO f oI f
— Sur [1,+00][, tzan;(;zr,t) P 0. Dot t +—> (Tf(lf) est intégrable sur
[1,4ool.
< VteR* x v+ f(x,t) € CF(R:,R).
akf

< VYz,t —> (x,t) est Cgm.

< Soit K = |a,b].

kf Int|"t* et si te]0,1]

- ”at < or(t) = ) '. ’ ]
Flo )| < ex(t) { Int"t*le™ si t=1

n montre comme précédemment que Qg mtégr ur .
0 ontre comme précédemment que gk est intégrable sur RY

D

Ve K,Vte R},

D]

)T

Q

Le théoreme C* des intégrales a parameétres s’applique et T € CF (R%,R) pour tout k € N*.

Donc I'e C* et :
Joo

V/ S N, F(.i) Cro— 6’,7['(11'1 t)jtwfl dt
0

C) Calcul de lintégrale de GAUSS

Définition 8.2.7

Soit

+00 e—xu2
F::cl—>f 2du
0 1+U

bien définie et continue sur R..

— 1’21,2
e 7

1+ u?

< u v+ f(x,u) et x —> f(z,u) sont continues sur les intervalles considérés.

Démonstration. Soit f : (x,u) —>

—'1’712

< PourzeR,,ueRy, |——
1+ u?

siou>

1 si u<l
<pu)=4 1 L intégrable et positive

sur R.

Lemme 8.2.8: Caractére C!

400 2

F est C' et Ry, F'(z) = —
est C" et Vo e Ry, F'(x) Jo T2

Démonstration. On vérifie toutes les hypotheéses du théoréme C!, en dominant par :

R+ — RJ'_
(V2R

u > max(l, (2_[’“2)
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On obtient F C! et

Lemme 8.2.9

Démonstration. On applique le théoréme de convergence dominée, avec le méme ¢ que
précédemment.

Théoréme 8.2.10: Intégrale de GAUsS

+00
J e dy = \/2%

0

J e du = Nz
R

Démonstration. On a :

+00 5
—XTUu (1 U
0 l + U

+00 +00 (,7,77112
J —zu? Qo 4 J 5 du
0 o Ll+u

400 > dt
J "“iﬂh( ) CDV u =

A
( —+ 00 [»)
F'(z) = F(z) — avec C' = J e v dt
(z) = F(z) 7 (

)

x VT ) P
Ainsi e *F(z) = -C df + F(0) = —2(7J e du+ —
0 \/7 0
d’ou comme e~ *F(z) —— 0, 2C% = et C=Y"
r—+400 2 2

IIT) Transformation de FOURIER

Définition 8.3.1: Transformation de FOURIER

Soit f Cgm et intégrable sur R. On pose pour z € R,

T(f) : z+—> +OO f(t)e®t dt

—Q0
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Démonstration. < Vte R,z +— f(t)e™ est continue.
Vo e R, t —> f(t)e™ est Cgm.

Ve R,Vt e R, !f(f)ai”’t| = |f(t)] intégrable sur R.
<1 Le théoréme Co0 s’applique et T(f) € CO(R, R).

<1 Par le lemme de RIEMANN-LEBESGUE ([2.2.3), T(f)(x) —— 0

Proposition 8.3.2

Supposons t —> tf(t) est intégrable sur R et T(f) est C' et

T(f)(x) = —iaT(f)(x)

Démonstration. < On applique le théoréme C! en dominant par ¢(t) = tf(t), T(f) est
Cloet

T(f) : x+— iﬁ tf(t)et dt

R

< On suppose f C' et f et f’ intégrable sur R.
Exprimons T'(f") en fonction de T'(f).
On souhaite réaliser une IPP :

Vo e RI(M)@) = [ £ ar
R
— [f‘(t>eigz't]+00 g f(t)ei*”‘ d&t

—0
R

+00
J . - -

Comme f' converge, f a une limite de +00, et comme J

0

+00
i converge lim () =
]L [ f( )

0
0= lim f(z)de méme.
r—>—00

Donc le crochet est nul et T(f')(x) = —izT(f)(x).

Corollaire 8.3.3

Posons

S ={f e C®(R,R),Vk € N, t* f(t) —— 0}

t—+o0

— {f e C®(R,R),Vk €N, ‘tkf(t)‘ bornée}

Si feS, alors T(f) e S.

. J

Démonstration. Récurrence avec le théoréme CF.
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Chapitre 9

Séries entiéres

I) Techniques de calcul de sommes

Outre les techniques trés classiques (reconnaitre une somme géométrique par exemple),
proposons ici des méthodes plus élaborées qui doivent faire partie de votre "plan de ré-
flexion" lorsque vous souhaitez calculer la somme d’une série entiére.

A) Changement de variables x*x*x

Exemple 9.1.1: Calcul de somme

R — R

o +o g .
Soit f : v Z " . Exprimons f(z).
= (2n)!
+00  ,2n
< Siz >0,z =1t donne f(x) = Z f = ch(t) = ch(+/z).
’ = (2n)!

< Siz <0, =—set de méme f(z) = cos(~/|z|).

<1 On vérifie par ailleurs que f est C*.

Exemple 9.1.2: Astuce pour montrer le caractére C*

(R — R
sh(y/) six >0
. Vi ©
Soit f @ < N 1 giz—o0 -Montronsque g est Cc™”.
sin(y/|]) sixz <0
x ||
+00 oan+1 +00 n
_ N W)yt z
<1 Pour z > 0, sh(y/z) = @11 —\/EZ Gn 1]
n=0 n=0

vz
< Pour z < 0, sin(y/]z|) = w\/_@ Z A S

235
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+00
"

Ainsi g(x) = 7;0 Gt

<1 Finalement g est C*(R).

B) Reconnaitre la primitive ou la dérivée d’un DSE connu ***x

Exemple 9.1.3: Bindme négatif

o0 |
Soit]"":xb—)ZlM m
= n!

<1 D’apres la régle de D’ALEMBERT, Roy = 1.
]-1,1[ — R

. . +o0
: 1 =
<1 On remarque ensuite que si f - N Z o= , f
1-2z
n=0
k
75
k!
< Ainsi, f : 2+ (1= 2)Fit

De facon générale :

o, T
< Sih(z) = 2 - _: 1x" avec f(z) = Z anz" connue, alors

n=0 n=0

1 T
h(zx) = —J ft)yde
 Jo

+00 T
< Sig(x) = 2 napz" avec f(x) = Z apz™ connue, alors

n=0 n=0

g9(z) = zf'(x)

C) Décomposition en éléments simples *xxxx
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Par d’Alembert, Roy = 1.

1 (8 am 20
f@) =3 Zn—l_Zn—i-l
n=2 n=2
B A
2 — n T n+1
n=1 3
1 2
=2<—xln(1—aj)+(ln(l—x)—m—é))

continue sur |—1,1][.

D) Nombre de dérangements **x

Définition 9.1.5: Dérangements

Pour n € N* et k € [0,n], on note D, ;, le nombre de permutations de [1,n] ayant
k points fixes.

On dit que o € G,, est un dérangement si c’est une permutation sans point fixe.
On note d,, = D, le nombre de dérangements de [1,n].

Onady =0,dy =1, d3 =2, et on pose dg = 0 par convention.

Proposition 9.1.6: Relation de récurrence

Pour tout n € N*,
dn+1 = n(dn + dnfl)

Démonstration. Importante.
Pour construire un dérangement a n + 1 éléments, il y a deux possibilités :

<1 Soit on prend un dérangement & n éléments et on transpose 1’élément n + 1 avec I'un
des n éléments. 1l y a d,, dérangement possibles et n fagons de choisir ’élément a
transposer avec ’élément n + 1.

<1 Soit on prend une permutation a n éléments ayant un unique point fixe ¢ et on
transpose I'élément ¢ et n + 1. Il y a n fagons de choisir I'élément fixe et d, 4
dérangements possible pour le reste. Dit autrement, il y a nd,—; permutations a un
seul élément fixe.
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Lemme 9.1.7

Pour n e N*, et ke [0,n], Dy = d,—, et

Démonstration. On note Ay 'ensemble des permutations de [1,n] ayant k points fixes.

Alors les ensembles Ay, ..., A, sont disjoints et leur réunion est &,,. Alors,
n
nl = " | Al
k=0

Pour chaque permutation ayant k£ points fixes, il y a :
n . . . :
< . choix possibles pour ces k points fixes;

<1 ce choix effectué, la permutation agit comme une permutation sans point fixe sur les
n — k éléments restants, il y a D,, 1o telles permutations.

Ainsi, |Ay| = Dy = (Z) Dnio = (Z) dy_y,. Finalement

n n n n
n! = Z <k‘>d”k = Z (k:)dk
k=0 k=0

Pour n € N*,

) . L . . dp )
Démonstration. Considérons la série entiére Z —'z”. Son rayon de convergence est supé-
n

rieur ou égal & 1 par comparaison avec la série géométrique (car d, < n!).
o g
Notons alors f : z +—— —"'1 pour z € |—1,1[. Considérons alors le produit de CAU-
n!
n=0

CHY suivant, pour z € |—1,1],

n

1” n
exp(7 Z Z n(— Ak'k‘q

n=0k=

d
D’apres le Lemme précédent, Z % = Z ( >dnk = 1. On obtient :
(n— n!
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Ainsi, f(z) = . De méme par produit de CAUCHY,

+00 n 1 k
f(l’) _ Z Z ( k') "

n=0 k=0

Par identification, il vient

II) Rayon de convergence

A) Subtilités de la régle de D’ ALEMBERT ***x

Rappel 9.2.1

Ap41
an,

Soit (an) € CN. Si (an)n=n, € (C*)N et si <

) converge vers £ € Ry v
n=Ng

1
{+0o0}, alors le rayon de convergence de la série entiére Z anz" est 7

J

Il faut néanmoins prendre garde aux séries lacunaires. Par exemple, si pour n € N,

a
CUAL £, on ne peut pas appliquer d’Alembert.
agp N+

Exercice 9

1
Montrer que dans le cas précédent, le rayon de convergence est de —.

Ve

Lemme 9.2.2

Supposons que Rey (Z agnz2”) = R; et Roy (Z a2n+1z2”+1) = Ry. Alors :

agn # 0, agpt1 = 0 et

Rey (Z anzn) = min(Ry, Ra2)

Démonstration. Par théoréme sur les sommes de séries entiéres, R, > min(R;, R2). Soit
r > min(Ry, Ry). Par exemple, r > Rj.

Alors (agnr?”) est non-bornée et a fortiori (a,r") non plus. D’ou r > R,. Finalement,
Ra = min(Rl, RQ)
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B) Théoréme radial d’ABEL et théorémes taubériens ***xx

Rappel 9.2.3: Théoréme radial

Soit (a,) € CY. On note R le rayon de convergence > 0 de la série entiére associée.
|-R,R[ — C
O t : i .
n note f - . 2 a, 2"
n=0
Supposons que Z an, R" converge. Alors, Z anx™ converge uniformément sur
+00
[0, R]. Ainsi, lim f(z) = Z anR" et f est prolongeable par continuité sur [0, R].
>R~
n=0

Proposition 9.2.4: Application &4 un faux produit de CAUCHY

Soient (a,) € CN et (b,) € CV, telles que Zan et an convergent. On note

n
Cn = Z agbn—. On suppose que Z cn, converge.

S (54) 89

Alors,
n=0 n=0

Démonstration. On ne peut pas appliquer le théoréme usuel sur les produits de Cauchy, car
on n’a pas convergence absolue.
On a R,, Ry, R. > 1 par hypothése. On note f, g, h les sommes associées sur |—1,1].
Comme Ry, Ry > 1, pour z € |—1,1[, h(x) = f(x)g(x) (x).
400 400
Comine Z a, converge, par théoréme radial d’Abel, f(x) Z apx" —— Z an. De méme
r—1

n=0 ) n=0
+00 +00

pour les deux autres séries : g(z) — Z b, et h(x) — Cn-
0 oo - n=0
On prend la limite dans (%) et on conclut.

Notons désormais que la réciproque du théoréme radial est fausse : si f est continue en
R, cela n'implique pas en général que Z an R™ converge. Un contre-exemple est :

ap = (—=1)"
+00 1 1
En effet, on a f(x) = —1)"" = —— — mais la série —1)" diverge grossie-
)= 2 = S(-1)" diverge &
rement.

On peut néanmoins donner une réciproque partielle au théoréme d’ABEL.
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Théoréme 9.2.5: Théoréme taubérien faible

Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence 1 et de somme f. On

nz=0

1
Suppose que a, = o0 (), et que f(x) —— S.
n

r—1-

—+o0
Alors, Z a, converge et Z anp =S.
n=0

Démonstration. Soient n € N* et 2z € ]0,1[. Notons (S,,) les sommes partielles de (ay,).

—+ 00
x)| = (1; — (ILI
n +o0
= Z ap(l — k) — Z apa”
k=0 k=n+1
+00 ok
Z\G/\ (1—2x 2\1\’ Z (lmk)T
k=n+1 '
\_V_J
<k
n +00 ‘ 4‘/.’
<(1—x) ) k|ag k —— car k >
Z lag| + 2 ;1;1}3( lak|) - car n
k=1 k=n+1
k :
(1-2) Z/‘ ag| + w Z Pl
k=1 k=n+1
<1
s (el T 1T
(1-— k
l 2: m‘ 1—|J
k=1
k
(1—2x) Z/. ar| + w ar 1 —|z|=|1—z|=1—-2x
k=1 n(l — )
Ainsi en appliquant ceci avec 2, =1 — —, on a :
n
1 1
Sn—f{1— . /Zl k|ag| +: :1/11: (k|ag])

1
Mais a, = o ( ) Donc pour € > 0, on dispose de ng € N tel que pour k = ny,
n

k|ag| <

N ™

En particulier sup k|ax| < ; Ainsi, pour n = ny,
k>ng <

<;2A\(1A\+E

k=1
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n

Mais comme k |ay|] —— 0, par CESARO, — Z k|ag| ——— 0. Donc on dispose de
k—+00 n ) n— 00

n1 € N, tel que pour n = nq,

Finalement, pour n > max(ng,n1),

Sn_f (1 _1> <e€
n

1 1 ,
Donc S, — f (1 — ) — 0 et comme f (l — > —— S, on a:

n n—-+0oo n n——+o0

Sp—— S
n—+0o0

d’ott le résultat.
P (3 P N . 1 . 9 . P \
En réalité, ce théoréme est vrai avec un O | — |, il s’agit du théoréme de TAUBER fort.
n

C) Comportement au bord du disque ouvert de convergence xxxx

Complément le plus important en séries entiéres.

Lemme 9.2.6

Soit (a,) € RY et (b,) € CV. On suppose R, = 1 et Zan divergente.
Alors, f(z) —— +o0.

r—1~
N

Démonstration. Soit M > 0. Comme Gn m +o0, on dispose de N € N tel que
. n=0
Z an = 2M.
n=0

+00 N
Or pour z € [0,1], f(z) = anpz" > Z apz™ par positivité des (ap,).

n=0 n=0

N N

Or lim Z apr” = Z an, = 2M > 0. Donc on dispose de § > 0, tel que pour tout

r—1_

n=0 n=0
ze[l—-0,1[, f(x) = M. Cela montre, par définition de la limite, le résultat voulu.

Théoréme 9.2.7: Comportement en R =1

Soit (a,) € RY et bn) € CN. On suppose R, =1 et » a, divergente.
+
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< Si b, = o(ay,), alors Ry > 1 et si

]-1,1] — R ]-1,1] — C

fo +o0 et g : 400
) T — Z anx” ) T — Z bpx™
n=0 n=0

Alors g(z) = 051 (f(2)).
< Sib, ~  ans alors Ry = 1let g(z) ~ f(x).

—+ r—1_

Démonstration. On traite seulement le premier cas, le deuxiéme s’en déduit immeédiate-
ment.

Soit € > 0. Par hypotheése, soit N € N tel que pour tout n = N,

|bn‘ <e ‘an’ = Eln

Pour tout x € [0, 1],

+00
2, bua”

n=0

lg(2)| < <

N-—1
2, bat"
n=0

N-—1 400

< Z |bn| + & Z anz"

n=0 n=N
< C +ef(x) comme f(x) —— 40

r—1_

+ by 2"

N-1
1
On dispose de 0 < 0 < 1, tel que pour tout z € [1 —4d,1[, f(z) = — Z |b|. Alors pour
€
n=0
un tel x,

l9(z)| < 2ef(x)

Exercice 10: Application

+oo
Trouver un équivalent de z — Z In(n)z" en 1_.

n=0

Parfois, (a,) est lacunaire ou n’a pas de limite. L’équivalent obtenu par ce théoréme

n’est donc pas facilement calculable. Il existe néanmoins une variante, plus précise lorsque
la suite des moyennes de CESARO converge.
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Proposition 9.2.8: Trés classique

Soit (ay) € RT. On suppose R, =1 et Ean divergente, mais

1 n
op = ap —— ¥
" n+1]§]kn—>+oo

Alors, f(x) ~0 T : .
z— —x

Démonstration. Notons (Sy,) les sommes partielles de (ay,).

f(z)

o0
<1 Montrons tout d’abord que Z Spa” (avec un rayon de convergence > 1)

C1l—=z
n=0 .
—+00
Posons g(z) = 2 Spz™. On remarque que pour n € N,
n=0

n

Sn = Z a/‘;b,,,,]{; ou (bn)n - (1)77

k=0

z| < 1,

Or R, =1cet Roy (Z 12”) = 1. Donc Rcoy (2 S,,z") > 1. Pour tout

< - < f(2)
7;)5712 = (Z anZ ) (2 z ) =1_,

n=0 n=0

< Or, S, =(n+1)o, =(n+1){+o(n+1) avec Z n + 1 qui diverge. Par le théoréme

précédent,
f(zx) L 1 1
1z W =g te ((1 - ;17)2>

On en conclut I'équivalent recherché pour f(z).

ITTI) Holomorphie

Lemme 9.3.1: Translation de DSE

Soit f développable en série entiere sur (0, R). Alors f est développable en série
entiére en tout point de D(0, R).

Démonstration. Notons R le rayon de convergence (en 0) de f. Soit zp € D(0, R). Alors
pour r = R — |z| > 0,
D(Z()‘ T’) o D(O R)
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Soit z € D(zg, ). Alors soit h = z — 29 de module |h| < r. Par hypothese,

N
S
B

Donc,

f(z) = f an(zo + h)’ 2 2) ( ),,” kg

n=0 n=0 k=(

+o0 +00 n
k n<(Q

k=0 \n=k
.

=bp,

Cela conclut.

A) Formule de CAUCHY et applications **x*

Théoréme 9.3.2: Formule de CAUCHY

D(0,R) — C

. +o0
Soit f : ; Zaz" , avec Ry > R.
n

n=
Pour tout n € Z, pour tout r € [0, R,
1 2m

27 sinon

. . n i >
(rei®)e= 0 dg = { g"r sin 20

Démonstration. Soit n € Z.

1 21 21

; f( 1()) 71()r7 (I] (, () k de
s

—or(0)

T om 0 oo >

On va intervertir.

<1 Méthode 1 : intégration terme-a-terme.
On a bien la convergence simple de la somme.
La somme est continue donc continue par morceaux sur [0, 27].

27
J are M0k 49 = or |lag| ¥ est le terme général d'une série convergente (comme
0
r < Ry,).
<1 Méthode 2 : par convergence uniforme.
sup |@r(0)] = |ag| 7" est le terme général d’une série convergente donc Zﬂ,
9el0 ,27]

converge normalement donc uniformémément sur [0, 27].
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Finalement,

L[ i i X aprk 2.
5 J '/‘(],(,11-/)(,—1(")” do = Z /)‘ J (,1(/\'—/1‘)(-)(1()
o =0 2T Jo

=( -

:270-/‘._,,

Ce qui fournit le résultat.

Proposition 9.3.3: Une conséquence rigide

Soit f € F(C,C) développable en série entiere en 0. Notons
C — C

+00 P

f: n de rayon de convergence infini.

: e Yan
n=0

Sif(z) = O|Z‘_,+OO(ZN), alors f est polynomiale de degré < N.

En particulier si on suppose f bornée, f est constante.

Démonstration. Soit n > N + 1. Pourr > A :

l '27
. - f f‘(l‘(;](/)(‘fl/[(/ (1()
27r 0

l 27
< - J MrN1de
'_)'/T/'H 0

M

\ rn—N

an| =

—> 0
r——+00

Donc pour n > N, a,, = 0 et f est polynomiale de degré < N.

Proposition 9.3.4: Autre propriété de rigidité

D0O,R) — C

Soit f : ; . Jio oo Avee R, = R. Alors :
n
n=0

<1 Si |f(0)] est un maximum local de |f]| alors f est constante.

< Plus généralement, si |f| admet un maximum sur D(0, R), f est constante.

est un maximum local de |f].
< |f(0)]. Pour tout r € [0, 4],

Démonstration. <1 Supposons que |f(0)
Soit 0 < § < R tel que pour tout z € D(0,0),|f(2)

JJ F(rei?) do
(

T ‘./'(r( )

1
21

|ao| = [f(0)] =

=

N

de

IN=

|

—~
N}
—

1 2T

o,
J

N

lap| d0 = |ag|

DO
3

0
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Ainsi (1) et (2) sont des égalités.

Comme (1) est une égalité, pour r € [0,6], 6 — f(re'?) prend ses valeurs sur une
demi-droite issue de 0 et elle est de module constant égal a ag.

Ainsi, f est constante sur D(0, R) et par unicité du DSE, f est constante sur D(0, R).

<1 Supposons désormais que | f| admet un maximum en zp € D(0, R).
Soit 7 = R — |zp]. On a déja montré que ¢,, : z —> f(z0 + z) est DSE sur D(0, ).
De plus |p,,| admet un maximum en 0. D’aprés le point précédent,

¢z, est constante sur D(0, )

C’est-a-dire que f est constante sur D(zg, 7).

Il reste & montrer que f est constante sur tout le disque D(0, R).

Posons Q = f1({f(20)}) € D(0, R) est un fermé par continuité de f, mais c’est aussi
un ouvert. En effet si z1 € Q, |f(z1)] = |f(20)] = r‘n(]od;’:) | f| donc on dispose de r; > 0,

f = f(z0) sur D(0,71).
Q est donc ouvert et fermé non-vide dans ID(0, R) connexe par arcs donc connexe

d’aprés le Théoreme [6.4.6] Ainsi, 2 = D(0, R).

B) Intégrale sur un cercle et applications *x

Théoréme 9.3.5: Intégration sur un cercle

Soit f : . Z g Soit r < R. Pour tout z € D(0,r),
n

1 27 f(T‘eie)

0
= — . re df
21 ), relf? —z

Démonstration. 11 s’agit de nouveau d’un probléeme d’interversion série / intégrale.
Soit 7 < Ret ze D(0,7). Ona |~| <1 dou

1 (27 o 10 (it A
I(z) = — J ¢ T _JeT) g
(

2 Jo v 1— 2710
1 2m oo
1 2 o Z _\M
= - Z f(re?) (*(i 10) dé
<m Jo n=0 - "

o
=¢n(0)

f est continue sur D(0,7) donc bornée par || f| -
D’ou pour tout n € N,

z n
sup |on(0)] = [l ]:) t.g. d'une série CV

6e[0 ,27]
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D’onc Z ¢ converge normalement et uniformément sur [0, 27| et
+00

I(z) = 2 (f)n o ()j f(/‘("m)(?*i”()(lﬁ = Z anz" = f(2)

n=0

g
=anz"

Proposition 9.3.6: Une caractérisation des fonctions DSE

Soit (fn)nen développable en série entiére sur ID(0, R). Supposons que pour tout
r < R, (fn)n converge uniformément sur D(0,r) vers f. Alors, f est développable
en série entiere.

Démonstration. Soit 0 <r < R et z € D(0,r).

1 (27 £ (re)rel®
Pour tout n e N, f,(2) = 5 J w dé ().
21 Jo ret) — z

=gn(0)

‘/‘(I‘( m)l‘( i())

](10)7_: ()11 €n

Par hypotheése, (g,) converge uniformément sur [0, 27| vers g : 0 —>

déduit que :

2w 2

gn(0)d0 —— | ¢(0)do
Jl) n—+00 0

Ainsi par limite dans (%),

1 (27 f(retf
¥z e D(0,r), f(2) = lf RAGC T
(

21 Jo reid — z

Comme f est continue sur D(0,7) (comme limite uniforme de fonctions continues), 'inter-
version ci-dessus s’applique de nouveau et :

Rl B o
f(z)=)] [27,,,, f[) fre®)em? dﬁ}

et f est DSE.

Proposition 9.3.7: Composée de fonctions DSE

Soit f une fonction développable en série entiére sur D(0, Rp).
Soit g une fonction développable en série entiére sur D(0, R) < D(0, Ry).
Alors f o g est développable en série entiere sur (0, R).

Démonstration. Pour tout z € D(0, R), comme g(z) € D(0, Ry),

-+00
fog(z) = an(g(2)"
n=0
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Par produit de CAUCHY, pour tout n € N, g" = g x --- x g est DSE sur D(0, R). Par
n

combinaison linéaire, S,, = Z (1A;,(]]" est DSE.
k=0

De plus, f o g est limite simple quand n — 400 de .5,,. Il reste donc, d’aprés la proposition
précédente, & montrer la convergence uniforme de (S,,) sur D(0,r) avec 7 < R. Soit donc
r < R.

Posons p = sup |g

D(0,r)

D(0, Rg) donc p < Ro.

Or, 2(1,7/:” converge normalement sur D(0, p) (car p < Rg), donc

, atteint par continuité de g sur le compact D(0, ). De plus, g(D(0,7)) S

sup |an(g(2))"| = |an| p"
2eD(0,r)

et Z |an| p™ converge. Ainsi, Z ang" converge normalement donc uniformément sur D(0, ),

et (S,) converge ainsi uniformément sur le disque fermé D(0, 7). On conclut.

IV) Compléments divers

A) Caractérisation des fonctions C* par majoration des dérivées **

Théoréme 9.4.1: CNS pour que f soit DSE

Une fonction f de classe C* est développable en série entiére en 0 si et seulement
si il existe (a, M) € (R*)? et un voisinage V de 0 tels que

Vo eV,¥neN, ‘f(")(:r)‘ < Ma"™n!

Démonstration. < : Supposons qu’on dispose de (a, M) € (R:)Z et d’un voisinage V
de 0 tels que

Ve e V,VneN, ‘_/'(”)(’I?) < Ma"n!

Soit § > 0 maximal tel que |—d,d[ € V. Par inégalité de TAYLOR-LAGRANGE, pour

n e N,
. n [(/.)(0) . ‘J,‘nnkl, (nt1)
f(x) — : | < ——— sup |f\" (;17)‘
AZ?) k! (n+1)! a5 o1
< Mﬂ[(}”“(n + ) = (|z|a)" M
(n+1)!
o .1
Ainsi pour |z| < min <(>, >7
a
n ]L(l‘)(O) ,
A f(x)
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!
Q
[e

= : Supposons f DSE. Soit § > 0 et (a,) € C" tel que Vz € |-48,4[, f(z) = anz"
(

ou R, >0 > 0.
) 1)
Par définition de R, <(1,, (

2
2 n
<> M.
0

0 0
Or pour tout n € N, pour tout = € ]—4 1 {,

n
) ) est bornée. Donc pour tout n € N, |a,| <
n

IS k! k—n
Z Q. (]‘_7”) aq

k=n

<M Z \(z;\ \ |

k=n

2\ " +00 k! 9 k—n
= (()) A;]’ (k —n)! ((‘5 2 )
S Mnt — -
%) (] - (é "r‘))nJrl

0
< J[/)!(

‘,/'(")(.’If)‘ =

n p n
) ontl — o)) <4>
0

STV

ce qui conclut.

B) Principe des zéros isolés *

Théoréme 9.4.2: Principe des zéros isolés

Soit f : N Z o 20 non-nulle avec R > 0 le rayon de convergence.
n

n=0
Si on dispose de zy € D(0, R) tel que f(z9) = 0, alors il existe § > 0 tel que
D(20,0) < D(0, R) et fip(zy,s) ne s’annule qu’en zp.

Démonstration. Pour 7 = R — |z] € R,

]1 — f(z0+h) est DSE

On a ,/7((,) ) et / h) Z b,h'™.

n—1
<1 Soit N = min {n € N*,b,, # 0}. Justifions l'existence d’un tel N.
Supposons par 'absurde que pour tout n € N, b, = 0. Alors f est nulle sur D(0,r),
f =0 sur D(z,r).
On montre maintenant que f est nulle sur D(0, R).
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— Si 0 € D(zp,r), alors par unicité du DSE, f = 0.

. T 20 3 .
— Sinon, on pose z; = zy — éﬁ et 1 = R—|z] = ot D’une telle maniére,
20

z1 € D(zp,7) et donc f est nulle au voisinage de z;. Par le méme argument,
f=0sur D(zq1,71).

k
: . : . 3 :
— On construit une suite strictement croissante r; = <2> r et une suite (2x)ken €
D(Z(), T)N.
En un nombre fini d’étapes, on a 0 € D(zk, ) et donc f = 0, absurde.

<1 Soit donc un tel N. Alors

+o0

f(h) _ bNhN + hN+] Z bkh(kf(NJrl))
k=N+1

=hN( by +e(h)) on e(h) —0

#0

Alors, on dispose de § > 0 tel que by + &(h) # 0 pour h € D(0, ).

< Ainsi, sur D(0,6), f ne s’annule qu’en 0. Sur D(zo,d), f ne s’annule qu’en 2.

Corollaire 9.4.3: Finitude des zéros sur un disque fermé

Soit f développable en série entiére non-identiquement nulle, de rayon de conver-
gence R > 0.
Soit r < R, alors f a un nombre fini de zéros sur D(0, r).

Démonstration. Si f a un nombre infini de zéros dans D(0,7), on note (x,,) ces zéros deux-
a-deux distincts.

Cetet suite est bornée, donc par le théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS, on extrait (z,)
de (x,,) qui converge vers z,, € D(0,7) € D(0, R).

Alors par continuité de f, f(zo) = 0. Mais par principe des zéros isolés, on trouve § > 0
tel que f ne s’annule pas sur D(zp,d)\ {z0}. Cela contredit le fait que (zo) est une valeur
d’adhérence de (x,,).
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II) Espérance

On considére (2, 7,P) un espace probabilisé.

A) Lemmes de BOREL-CANTELLI *%x

Définition 10.2.1: Limite supérieure

Soit (Ap)nen € 7. On appelle "limite supérieure de (A,)" 'événement :

B =lim sup A, = ﬂ (U Ak> = {w € Q,w est dans une infinité de Ay}

neN \k=n

Il est évident que B = lim sup A, € T, pourquoi?

Lemme 10.2.2: BOREL-CANTELLI faible

Soit (Ap)nen € T
Si ZIP’(Ak) converge, alors P(lim sup 4,,) = 0.

Démonstration. On pose B, = U Ag. (Bp) est décroissante donc par continuité décrois-
k=n

sante des probabilités, P(B) = lim P(B,).

n—-+ao0

Or, P(B (U AL> < D P(AR) —— 0.

k=n k=n

Lemme 10.2.3: BOREL-CANTELLI fort

Soit (Ap)nen € TN
Si ZP(Ak) diverge et que les (Ag) sont indépendants, alors P(lim sup A,) =1

Démonstration. On montre que P(B) =0. B = U ﬂ Apg.
neN kzn
——
(Vﬂ
Par indépendance des (Ag)g, pour tout N = n
N N o
P (ﬂ Ak> =[[rA
k=n k=n

Par continuité décroissante, on fait tendre N — 400,

N 400
P(Cn) = Nl—i}iloop <ﬂ AL) B \1—>1n—i}oo H P(A) H(l — P(Aw)

k=n k=n k=n
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Or, x — e ¥ est convexe donc e ¥ > 1 — z (tangente en 0). D’ou :
N .
. —P(/ . N D( A
P(C,) < lim | | e P = Jim e Zr=n PR — g

N—+0 N—+0

=N

Comme pour tout n € N, C), est négligeable, B = U C,, aussi et P(B) = 1.

neN

B) Majoration *xxx

Proposition 10.2.4

Si X(Q) €N, et E(X) <+, P(X > n) = opsio0 ()

+00
Démonstration. Z kP(X = k) < +o0. Or pour tout n € N,
k=0

+00 T®
nP(X = n) = ; nP(X = k) < E kP(X = k) = Ry —=0

C) Séries de variables aléatoires **

Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans R. Si a € R,

E(lxza) = P(X > a)

Démonstration. Immédiate.

Proposition 10.2.6

Considérons (X,,) une suite de variable aléatoires discrétes, telle que pour n €
o

N, X, (2) € N. Alors Z = Z X, est une variable aléatoire discréte et dans
n=0
R+ (o {+CD},

E(Z) = Y E(X,)
n=0

Démonstration. Montrons tout d’abord que Z est une variable aléatoire discréte. On note
Sy, les sommes partielles.
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< Z(2) € Nu {+xn}

+o0
< (Z=k)=(IneN* S, =k, Vj=n+1,X; =0) = U ((Sn =k)n ﬂ (X; = 0)) €

neN#* j=n+1
T.
De plus, (Z =+0) = [ AN =n, Xy #0) = [ U (X, #0) €
neN# neN* N=n
+a0
Montrons maintenant que E(Z) = Z E(X,) € Ry u {+w0}.
n=0

< S'il existe j € N, E(X;) = 400. Comme Z > X;, E(Z) = +c0.

< Supposons désormais que (X, )pern € (L)Y,

— Posons S, = Z X.

Si E(Z) < +o0, E(S,) < E(2) dott Y E(X;) < E(Z) < +o0 d’oit la conver-

j=0
gence

—SIZE <+:ﬁ,ZE =E(Sy) = Y, P(Sn = k).
j=0 k=1
A A ﬁxe (Sn = k)nen est donc une suite croissante d’événements. Donc :

lim P(S, >k)=P <U(Sn = k)) =P(Z = k)

n—-+ao
neN

n D p
ES 3
Or pour tout pe N Z E(X Z (Sn = k) P 2 > k).
7=0 k=1 k=1
+00 p
Par conservation des inégalités & la limité, Z E(X;) > Z P(Z =k
7=0 =
Ceci étant vrai pour tout p € N*| par convergence de la série Z P(Z = k),
k=1
+00 +00
D EX Z E(Z)
7=0 =1

Un cas particulier d’application est le cas o (X )= (14,) ot (4,) e TM.

D’apreés ce qui précede, pour w € €, si Zg(w Z 14, (w)=|neNwe A,| e Nu {+wx}.
40
E(Zx) = Y, P(A)
n=0

IIT) Inégalités probabilistes

A) Concentration **x

Les inégalités de MARKOV et de BIENAYME-TCHEYBYCHEV sont au programine.
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Proposition 10.3.1

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans R, telle que X € £2 et
E(X?) > 0. Alors :

P(X >0) >

Démonstration. On écrit comme X (Q) C R, X = X1x-¢. Par CAUCHY-SCHWARZ,

E(X)? < E(X)E(1Lx-0) = E(X*)P(X > 0)

Proposition 10.3.2

Soit X € £* avec E(X?) > 0. Soit A e [0,1]. Alors :

(1= V’E(X)?

P(X = \E(X)) > EX)

Démonstration. On décompose X ainsi, en posant m = E(X) : X = X1 xsom + XL xonm.
—_——

<Am

Alors, m K E(X1Lx=xm) + Am
Ainsi, (1 = A)m S E(X1x=)y). Ainsi :

(1—=X2)%m? < E(XLxzam)® < E(X*)P(X > Am)

CS '

B) Somme de variables aléatoires ***xx

Théoréme 10.3.3

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.), centrées a valeurs dans [—1,1].

Soit S, = 2 X;. Alors :

i=1

a2
P(|Sn <2 -
Va > 0,P(|S,| > a) exp < 2n>

Démonstration. Démonstration assez longue, en plusieurs étapes.
(o}
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1—x 1
1. Montrons que V(¢t,7) e R x [-1,1],e7" < 5 Tet + —;xe_t.
1— 1+ 1-— 1+ . .
On remarque que 5 x(—t)—i— 5 xt =xt. Or 5 ! + 5 S Ainsi par convexité
de 'exponentielle,
1—=z 1+
tr ¢ —t
e < 5 e + 5 e
tS nt2
2. Montrons que Vi € Ry, E(e™") < exp -

Vi e N*, Vw e Q, !N <

Par croissance et linéarité de ’espérance,

=0 =0
~— —
1-E(X; 1+ E(X; el
(et < LX) e LEBE) 0 T EE

n

n
D'on E(e!*") = E (H eth> = H E(e'*7) < ch(t)" par indépendance.
j=1 j=1

N

t
Or montrons qu’on a 'inégalité classique ch(t) <e2.
2

3. Montrons que Vt € R, ch(t) < ez.

400 t2n .2 400 t2n
ch(t) = ot e2 =
| n!
= (2n)! = 2"nl
2n n t2n $2n
| = — 9"l J’om . .
Or (2n)! = kl_llk > k|=|1(2k:) = 2"n! d’ou @n)] < S et en sommant, on obtient

I'inégalité souhaitée.

2
4. Montrons que Ya > 0,P(|S,| > a) < 2exp (;)
n

P(|Sp| = a) = P(S, = a) + P(S, < —a) =P(S,, = a) + P(=S, = a)

Par stricte croissance de exp,

E(ets")

eta

Vt > 0,P(S, = a) = P(e! > ') <

par MARKOV

nt? nt? a
d’ou P(S,, = a) < exp - ta). Or - ta est minimal en —.
n

9
Ainsi, P(S,, = a) < exp (22>

n
Pour majorer, P(S,, > a), on remarque que —S,, = 2 (—X;) ot les (—Xj); vérifient
j=1
les mémes hypotheéses.
2

2
Doa P(—S, = a) < exp %) et ainsi P(|Sn| = a) < 2exp o).
2n 2n

On peut montrer par exemple, en appliquant ce résultat avec a = en,

2
Ye > 0,P (& = 6) < exp (—6—n>
n 2
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Théoréme 10.3.4

Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires discrétes i.i.d. centrées avec | X, | <

Cp- Soit S, = Z X;. Alors :

i=1
CL2
Va > 0,P(|S,]| > a) < 2exp (—22n2)
k=1 Ck
S A - RPN > ‘Yll P -
Démonstration. On applique ce qui précéde avec X,, = . Laissé en exercice.
Ck

C) Théoréme de WEIERSTRASS **

Théoréme 10.3.5: WEIERSTRASS

L’ensemble des fonctions polynomiales sur [a,b] est dense dans

(CO([a ) b] 7K)7 HHOO)

Démonstration. Avec les polynomes de BERNSTEIN

< On le montre d’abord pour f € C°([0,1],R).

n
. n\ . [k o o
On pose B, (X) = Z =) xka - x) k.

k=0 k n
On remarque qu’en suite, si les (X;) suivent une loi de BERNOULLI de parameétre

n
pel0,1], S, = Z X; ~ Bin(n, p), et alors :

1=1

‘ n n ) A i ke - ‘Sv”
BH(/)) = Z <l|>/ <“> /)/‘(l - /)> k = (//)
k=0

d’aprés la formule de transfert.
Soit € > 0. f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est uniformément continue
d’aprés le théoréme de HEINE, donc on dispose de § > 0 tel que

V(z,y) € [0,1]%, |z —y

<d= | f(x) — fly)
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(- (1(2) )
k=0

Ainsi on a :

‘b)n(/)) - f(/))‘

n\ . ke Kk , 4
— Z (la)[)]‘(l _1))” A g + 2 f (]]) - ]L([)) P(b” = ]v)
kel[0,n] ' ke[[0,n]
= —p|<s %*/’ 8
=1
‘ . »S’“ /]\'
<e+2 § Pl — = —
e 3 p(3-
ke0,n]
&=p|>s
P . *S'H A P . ‘SVH N
=e+2 o P — = - =ec+2 Pl|——p|l=
2l | [ (2 =2) | =er2lslep (|2 -z
ke[0,n]
o[>0
a0 V(Xy)
Le+2
£ llo no2
o p(l—0p)
=4+ 2|fll, —=—
17 20
N 1
Ansi sup |Bn(p) — f(p)| <e+ Lf 2 (car p(1 —p) < ).
J'E[(],]] 2/}(,)" —1
On dispose alors de Ny € N, tel que pour n = Ny, sup |Bp(p) — f(p)] < 2e.
z€[0,1]
<1 Pour montrer le théoréme sur [a,b], on compose par :
T —a
t— (1—t)a+tbet z—
b—a

D) Convergence presque-siire et loi des grands nombres **

La loi faible des grands nombres est supposée connue et est au programme.
11 en existe une version "forte" qui demande d’introduire un nouveau mode de convergence
des probabilités : la convergence "presque stire".

Définition 10.3.6: Convergence presque-siire

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes & valeurs dans R .
On dit que (X, )nen converge presque stirement vers X une variable aléatoire dis-
crete si

P(XnmX>:P<ﬂ U N <|Xn—X|<]1€>> =1

keN* NeNn=N

p.S.
On note dans ce cas X,, —— X.

n—+0o0




262 CHAPITRE 10. PROBABILITES

Lemme 10.3.7: Convergence de série et convergence presque siire

Soit (Y5, )nen une suite de variables aléatoires discrétes a valeurs dans R..

Si pour tout & > 0, la série ZIP’(|Y,L| > ¢) converge, alors Y, Li) 0.
n——+aoo

Démonstration. Dans ce cas, P ( ﬂ U (|Yn] > 5)) = 0. Ainsi pour tout € > 0,
NeNn=N

P(U ﬂ<m<5>>:1

NeNnz=N

Finalement,

Démonstration. Quitte a poser X = X —m, on suppose que les X, k € N* sont centrées.

Posons Y,, = Z Xg. Alors, par inégalité de MARKOV,
V=1
B (v
B(Yal > ) = BV, [* > ) < = 0)
Mais
E(Y,)) =
Azl
1
- 71 XilX’iQX’i:inwl
1< 19, 1; e
1

= 71 XilXi-in:in/l)
! 1<y, /21;14<n
1 o
= — (*E(X?) + 3n(n — HE(X})?)

n4

1
ol —
p.S.

Ainsi ZP(\YN\ > ¢) converge. D’apres le Lemme précédent, Y, ——— 0.
n——+0oo
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j=1
Ce résultat est néanmoins valable si les variables ne sont supposées que £'! La dé-
monstration pour le cas £2 reste accessible au niveau prépa.

T
IV) Série génératrice de S = 2 X *xx
j=1

On considére (X, )nen 1.1.d. & valeurs dans N, et T' une variable aléatoire indépendante
des (X,) a valeurs dans N.

0 — N n
‘ T(UJ) * —
Posons S : . Z X;(w) et pour n e N* S, = ;;1 Xk-

Lemme 10.4.1: S est une variable aléatoire

S est une variable aléatoire discréte & valeurs dans N.

Démonstration. D’une part, S(2) € N. De plus, pour n € N,

+0 +00

Démonstration.

P(S =n) = Z P(S =n,T =k)
keN
= Y P(Sk =n,T = k)

= » P(S;y = n)P(T = k) par lemme des coalitions

Proposition 10.4.3: Fonction génératrice de S

Gg = GroGy,




264 CHAPITRE 10. PROBABILITES

Démonstration. Pour tout t € [0, 1],

Gs(t) = Y P(S = n)t"

DY IP(Sk = n)P(T = k)t" par la loi de S
neN keN
=Y P(T=k) Y P(Sp=n) t"
keN neN
—_—

=G5k (t)=(GX1 (t))k

SiT,X e[l

Démonstration. Comme T, X € L', Gr et Gx sont dérivables en 1. De plus Gx(1) = 1.
Donc Gg est dérivable en 1. Ainsi, S € £1.
Ainsi E(S) = G%(1) = G (1)G/-(Gx(1)). Dot E(S) = E(T)E(X).

——

=1
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V) Processus stochastiques et temps d’arrét

A) Le pile ou face *x*
A.1 Pile-pile ou face-face

Soit (X, )nen* une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

. . 1
buées suivant une loi de BERNOULLI de paramétre 3 Posons

Q=1{0,1} — N*u{+ow}
T: w . { min{l.c eN* Xi_1(w) =1 et Xg(w) =1} sinon-vide
400 sinon

1l s’agit du temps d’arrét associé a la séquence "pile-pile".

Lemme 10.5.1: T est une variable aléatoire

T est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N* U {+o0}.

Démonstration. On a T(2) € N* U {+0}. De plus pour k € N*,

p1 =0

1
p2 =

P *
Pk = ipk71 + Epk,Q pour ke N

Démonstration. On conditionne selon X;.
1
< p=P(T=1)=0et P(T =2) =P(X; :X2:1):1'

<1 Soit k = 3. D’aprés la formule des probabilités totales,

P(T=k)=P(T =k, X, = 1)+P(T =k, X1 = 0) = P(T' = k, X; = 1, X5 = 0)+P(T = k, X; = 0)

1
— On montre que P(T" =k, X; =0) = 5 Pr—1. En voici une explication intuitive :

si on a obtenu face au premier lancer; dans ce cas il reste (kK — 1) lancers ou il
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faut obtenir le premier "double pile" au bout du (k — 1)-éme, ce qui se produit
avec une probabilité valant pg_q1. On a donc :
1

B(T = kX1 = 0) = B(T = k| X1 = 0)P(X1 = 0) = ppy *
Voici néanmoins une rédaction plus formelle : posons X, =X ka1 pour k =1, et
T le temps d’arrét associé aux (Xk) Pour k > 1, Xj et X; sont indépendants
(car les (Xj,) le sont). Ainsi T et X, sont indépendants (vue lexpression de
(T = k) en fonction des (X})). Donc :

P(T =k X =0)=P(T =k—1,X; =0)

En effet les évenements (T = k, X; = 0) et (T’ = k — 1, X; = 0) sont égaux :
comme k > 3, en supprimant le premier lancer fixé, on attend un tour de moins
pour obtenir "pil-pile" en commencant au second lancer.

Par indépendance,

P(T=kX =0)=P(T=k-1,X,=0)=P(T =k —1)P(X; =0)

Or, T et T suivent la méme loi (il suffit d’écrire les événements, et d’utiliser
I'indépendance des (X,,) pour l'obtenir). Donc :

1
P(T =k X, =0)=P(T=k—1P(X; =0) = Pk

1
— On montre maintenant que P(T" = k, X; = 1,X9 = 0) = qPe-2 On a obtenu
pile au premier lancer. Dans ce cas, on a forcémént obtenu face au deuxiéme

1
(sinon T = 2), donc avec une probabilité de —. Puis, il reste (k — 2) lancers, et

le premier "double pile" doit arriver au bout du (k — 2)-éme. Ceci se produit
avec une probabilité valant pg_o. Donc :

1 1 1
PT=kX1=1,Xo=0)=P(T=k[ X1 =1)P(X;)=1= <2Pk—2) 5 = Pk

On propose egalement une rédaction formelle, en posant comme précédemment
X, = Xpao et T le temps d’arrét associé. Les (Xk)k>1 sont indépendants de X;
et Xo. Par indépendance,

P(T=k X =1,X2=0)=P(T =k—2,X; =0,X5 =0)

1. .

= -P(T=k-2
TP )
1

=-P(T'=k—-2
i )

1 1
Dou P(T = k) = ;P(T =k —1) + P(T' =k —2).

1 1
SPk—1 + Zp'“_Q'

Finalement on a p = 5
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Corollaire 10.5.3: Le jeu s’arréte presque siirement

L’événement (T' < 4+00) est presque sir.

4+ 40 +0
Démonstration. P(T < o) = 2 pr. Posons s = Z Pr = Z pi. On somme la relation de
k=1 k=1 k=2
récurrence pour k = 3 :
pr==s+-sdoius— - =-sdonc s =
= 2 4 4 4

Ainsi P(T < o0) = s = 1.

Corollaire 10.5.4: Espérance

E(T) = 6
+00 +00
Démonstration. E(T) = Z EP(T = k) = Z kEP(T = k) comme P(T = o) = 0.
k=2 k=1
1 1 E 1
E(T) -2, = Z kpk = 5 Dk + )pr + | D (k + 2)py-
k=3 k=2 k=1
Ainsi, E(T) — 25 = SE(T) + = + SE(T) + = et E(T) = 6
. 172 271 2 © 7

A.2 Pile-face ou face-pile

Avec les mémes (X;,)pen#, on pose cette fois :

0={0,1} — N*uU {+w}
T : { min {k € N*, Xj_1(w) = 0 et Xi(w) = 1} si non-vide
w — .
400 sinon

1l s’agit du temps d’arrét associé a la séquence "pile-face".

Lemme 10.5.5: T est une variable aléatoire

T est une variable aléatoire discréte a valeurs dans N* U {+00}.

Démonstration. Laissée en exercice.
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Proposition 10.5.6: Relation de récurrence sur P(T = k)

Notons pour k € N* g, = P(T = k). Alors :

1
Démonstration. P(T =1) =0et P(T =2) = 1 de méme.

Soit k > 3. Avec les notations utilisées dans les démonstrations précédentes,

P(T=Fk)=P(T=kX, =0 +P(T =k X, =1)

On a comme précédemment P(T =k, X; = 0) = P(T =k — 1) x % = %qk,,l.
De plus, P(T =k, X1 =0)=P(X1 = =X3,_1=0,X=1) = 2% par indépendance.
Ainsi,
1 1
U = 5 k-1 + B
En posant v = quk7 on obtient v = vi_1 + 1 et une rapide étude avec les termes initiaux

montre le résultat souhaité.

Corollaire 10.5.7: Espérance

L’événement (7' < 400) est presque sir.
E(T) = 4.

Démonstration. Laissée en exercice, procéder comme au cas précédent.

B) Marches aléatoires en dimension 1 *xx

Soit (Xk)ken* des variables aléatoires de RADEMACHER i.i.d., de paramétre p.

On pose Sp =0 et Yne N* S, = Z X5
k=1

Remarque 10.5.8

Vn e NVw € {0,1}, S, (w) = n|2]

Proposition 10.5.9: P(S,, = 0)

Pour tout n e N|

P(Sop+1 =1) =0 et P(Sa, =0) = (2:>pn(1 _p)n
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Démonstration. Pour tout n € N, P(Sg,41 =1) =0.

P(Sa, = 0) >op ((ﬂ(x, = 1)) A (ﬂ(x,- = —1)>>
IC[1,2n] el il

I
TN
< DN =
~
[
\/\
=
|
—
3
-~

R — R
F = n ov—1L
x — ZP(SnzO)x = (1 —4p(1 — p)x*)~ 2
n=0
+00
de rayon de convergence > 1 car Z P(S, = 0) < +o Posons également la variable
n=0

aléatoire

Q — N*u{+w0}

To : . { min {k € N*, X}, _1(w) =1 et Xp(w) = 0} si cet ensemble est non-vide
+00 sinon
Et la fonction
R — R
G IS
xr > Z P(Th = n)z"
n=1
+a0
de rayon de convergence > 1 car Z P(T =n) =P(Ty) < +0) < 1.
n=1

Proposition 10.5.10: Temps du premier retour en 0

G(z) =1—+/1—4p(1 — p)a?

2(2n — 1))!
On en déduit alors que P(Tp = 2n) = 24n_(1 ((2:;)‘(272)_ o

Démonstration. On établit une équation reliant F'(x) et G(x). Pour cela, on va exprimer
F en fonction de G, c’est-a-dire qu’on exprime P(S,, = 0) en fonction de Tp.
Soit n = 1. On a comme précédemment :

On pose pour | > 1, X; = Xiy;. Comme précédemment, les (X;) sont i.i.d. et suivent la
méme loi que les (X,,)n.
l
De plus les (X})en# sont indépendantes de x1. Par lemme des coalitions les S; = Z Xp
p=1
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sont indépendants de Xy, ..., Xj.
De plus T est indépendante des (S;) car

Vke N* (T = (ﬂs;éo) (S, = 0)
Finalement
P(Sp =0) = > P(S, 4 = 0,7 = k)
k=1
= 2 IP’(S,;;C = 0)P(Ty = k) par indépendance
k=1
= 2 P(Sp—x = 0)P(Th = k) car méme loi
k=1
= Y P(Snp = OP(Ty = k) car P(T = 0) =0
k=0
+00 +oo
Or pour tout =z € |-1,1[, F(z) = Z P(S, = 0)z" =1+ Z P(S, = 0)z". Ainsi par
n=0 n=1

produit de CAUCHY,
F(z) =14 F(z)G(x)

Mais F(z) = (1 —4p(1 —p)xQ)*% donc :
G(z) =1—+/1—4p(1 — p)a?

Enfin, notons les (a,) tels que G(z) = Z anz”.

(n—1))!
an' 2n Tn— 11"
Or pour ke N*, P (To = 2k) = ag d ot le résultat.

n

On a G(x —1+Z

Corollaire 10.5.11

1
(Th < +0) est presque sir < p = 3

On revient presque stirement en 0 si et seulement si la probabilité est uniforme.

+0
Démonstration. On remarque que P(Tp < 4+00) = Z P(Tp = n) = G(1). Attention néan-
n=1
moins, on n’a pas prouvé que G était continue en 1.
+oo

On utilise pour cela le lemme radial d’ABEL : Comue Z P(Tp = n) < 40, la série
n=1

ZIP’(TO = n)z" converge normalement donc uniformément sur [—1,1]. Ainsi G est conti-

nue sur [—1,1].

On en déduit que pour tout x € [—1,1],G(z) = 1 — +4/4p(1 — p)a?.

1
Ainsi, P(Th) < 40) =1 <= 1 —4p(l —p) =0 (:)p:1_p:§'
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Soit T la variable aléatoire du temps du premier retour en 1. Trouver Gr;,.

C) E(|S,|) pour une marche aléatoire centrée *x

Considérons une marche aléatoire centrée ; ¢’est-a-dire qu’on prend (X,,), des variables

1
de RADEMACHER de paramétre 3

n
On pose pour n > 1, S, = 2 X; et Sop = 0. On cherche a déterminer E(].S,]).
j=1
On pourrait calculer E (]S,|) avec I'expression de E et la loi de S,. Néanmoins ces
calculs sont fastidieux.

On suppose connus les résultats :

2 1
P(S2, =0) = (:) 520 et P(S2n41 =0) =0

Proposition 10.5.12: Relation de récurrence

Pour n e N,
E(’Sn+1|) = IE|Sn| + IED(Sn = 0)

Démonstration. On écrit que
|S”+1‘ - ‘S” + ]“ ]14\,71+1:1 + |S71/ - 1‘ ]1X71+l:_

Par linéarité de 'espérance, et par indépendance de S, et X,,41,

Sy, +1+1S5,—1
(S = E(S5 + 1)PCXrir = D+EIS, = 1UP(Xy0 = 1) = & (P15 =)

2

Mais on remarque que pour x € Z,

r+ 1+ jx—1
‘ ‘ 5 ‘ ‘ = ‘.’L" + 1,0
Ainsi,
E(|S”+1|) - E( SH + ]lsry,,=0> = E( Sn ) + P(Sn = O)

Corollaire 10.5.13: Expression




272 CHAPITRE 10. PROBABILITES

Démonstration. On procéde par téléscopage.
=0

—
E( ) +E([Sol)

Snl) = Z E(]Sky1]) — E(

Sk

Proposition 10.5.14: Equivalent en n — +o0

(S ~ 24/

2k\ 1 2K\ 2 eN2k ]
Démonstmtz’on.( ) ~( ) \/hk(() ———— par STIRLING.

k] 22k e k 2mk22k

o2k 1 1 R
Ainsi 55 ~ —— = 0 terme général d’une série divergente. Par théoréme de som-
k) 22k vk

mation des relations de comparaison,

n

n l
E([Sn]) ~ Z ~ 2 —
o V7K

/"

D) Chaines de MARKOV *x*

D.1 Matrices stochastiques

Définition 10.5.15: Matrice stochastique

P e M,(C) est stochastique si ses coefficients sont positifs et que Vj €

N
[[1,]\7],2]97;’]' =1.
i=1

Lemme 10.5.16: Réduction des matrices stochastiques

Soit P € M,,(C) stochastique. Alors :
< 1eSp(P);
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< Sp(P) € B(0,1).

Démonstration. D’une part P’ {=1]:|doncle Sp(P") = Sp(P).
1 1

D’autre part, soit A € Sp(P). Soit X un vecteur propre associé a \.

Soit ig € [1,n] tel que |z;| = max_|z;|. Or PX = AX donc :

€1 ,n]
n
Vie[l,n], ey = Z Di kT
k=1
Ainsi par inégalité triangulaire, pour i € [1,n],
n
‘)“ "I'/w" < Z ‘/)i./\“ ‘*I'fu‘
k=1

Par définition de g,

n n
A< Z i k| = Z Pik =1

k=1 k=1

D.2 Application probabiliste

Définition 10.5.17: Chaine de MARKOV

Soit (Xk)ken* une suite de variables aléatoires discrétes a valeurs dans [1, N].
On dit qu'il s’agit d’une chaine de MARKOV si pour tous (i1,...,i,) € [1, N]",

P(Xn = Zn | Xl = ila cee aanl = infl) = P(Xn = Zn | anl = infl)
On dit qu’il s’agit d’'une chaine de MARKOV homogéne si :

Vn = 1,9(i,5) € [1,N]* ,P(X, =i | X1 = j) = P(X1 = i|Xo = j) = pij

Dans la suite, on se donne (Xj)gen* une chaine de MARKOV homogéne. On peut la
représenter ainsi (prendre garde au sens des fleches) :

®
& ®
®
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Théoréme 10.5.18: Matrice associée & une chaine de MARKOV homogéne

On définit la matrice associée a la chaine de MARKOV homogene (Xj)x par :
P = (pijh<ijen = (P(X1 =i | Xo = j))1<ij<n € Mn(R)

Cette matrice vérifie les propriétés suivantes :
<1 P est stochastique.
P(X, =1)
< SiY, = : , alors Y, = P™Yy. Ainsi la loi de X, est connue.
P(X, = N)

Démonstration. < Soit j € [1,N]. Alors

WJ(‘\anl = /)

Cela améne immédiatement par produit matriciel Y,, = PY,, 1 pour n > 1.

On peut donc utiliser la partie sur les matrices stochastiques pour réduire
P. Néanmoins, dans une majorité d’exercices, un cas plus précis se pose :

Proposition 10.5.19: Cas particulier

Soit (Xk)ken* une chaine de MARKOV homogene de matrice associée P. On suppose
que :
<1 P est diagonalisable.
<1 E1(P) = Vect(X3).
1
note Z;Vﬂ[xl]j

AIOI‘S7 Yn X1 € E1 (P)
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1 (0)
A2
Démonstration. On peut écrire P = @) ) Q™. Ainsi pour k € N,
(0) AN
_D
1 (0) 1 (0)
A5 0
P =Q ’ QT —— Q' =1
. k—+00 ..
(0) Ax (0) 0

ot IT est la matrice de projection sur Ey(P) = Vect(X;) parallelement & G E\(P).
AeSp(P)\{0}
Ainsi, Y, = P*Y) PR 1Yy € E1(P) par continuité de M +— M X (linéaire en dimension
— 400
finie).
On sait donc que Y, = klim Y). = IIY} est de la forme Y, = aX;. Trouvons ce a.

—+00
Posons L = (1 1). Alors pour k€ N, LY, = ]ZV: P(Y; = j) = 1 donc par continuité
de Z > LZ, LYo = 1. o
On en déduit donc que aLYy = 1 soit « i[Xl]j = 1.

j=1

N

1
Or, a Z [X1]; # O (sinon on ne peut avoir 'égalité précédente), donc o = ————.
] Zj:l[Xl]j
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Chapitre 11

Espaces euclidiens

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace euclidien, c’est-a-dire :
<1 un R-espace vectoriel ;

<1 muni d'un produit scalaire (. | .>;

<1 de dimension finie.

On notera ||-|| la norme associée a ce produit scalaire, définie par :

Ve e B, llz| = vz | 2)

I) Isométries et matrices orthogonales

A) Théoréme de RIESZ ****

Lemme 11.1.1: Caractérisation d’un produit scalaire comme injectivité

Soit F un R-espace vectoriel, et ¢ une forme bilinéaire symétrique positive sur E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

<1 @ est un produit scalaire;
E — E*

<10 : EFE — R est injective.

a > Qg { z N 30((1,1‘)

Démonstration. 1. = : Soit a € Ker 0. Alors ¢, = Ogx (on rappelle que E* = L (E,R)).

En particulier, |a|®* = (a | a) = ¢q(a) = 0 d’ot a = 0.
2. < : Soit a € E\ {0}. a ¢ Kerf car 6 est injective.
On dispose donc de b e E, ¢(a,b) = ¢4(b) # 0.
Alors pour tout t € R, |[ta + b]|* = 0 soit 2 ||a||® + 2t ©(a, b) + ||b]|* = 0.
—
#0

Nécessairement HaH2 # 0 sinon on a une application affine de degré 1 qui prend donc
des valeurs négatives. Ainsi a # 0.

Ce lemme améne directement le théoréme de représentation des formes linéaires dans
un espace euclidien :

277
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Théoréme 11.1.2: Théoréme de représentation de RIESZ

Soit (E,{. | .)) un espace euclidien. Alors, pour tout ¢ € E*, il existe un unique
ae F,

EF — R

x +—> {a|x)

w:SDa:{

Toute forme linéaire sur un espace euclidien est donc de la forme {a | -).

B) Adjoint **x

Lemme 11.1.3: Noyau et image de ’adjoint

Soit u € L(E). Alors :
< Ker(u*) = (Imu)™";

< Im(u*) = (Keru)™.

Démonstration.

z e Ker(u*) <= u* = 0p=«
— Vye E,(u*(x)|y)=0
— Vye E,{(z|u(y)=0
— Vzelmu,(z|2)=0

— ze (Imu)t

De plus Keru = Ker((v*)*) = Im(u*)" donc Keru = (Im(u*)i)* =Imu*.

Lemme 11.1.4: Rang de u* ou

Pour u € L(E), rg(u* ou) = rgu.

Démonstration. Assez importante.
<1 D’une part Keru € Ker(u* o u).

<1 D’autre part, si z € Ker(u* o u), u* o u(z) = 0 donc
(u* ou(x) | z) = 0 soit |Ju(z)]?* = u(z) | u(x)) =0

On en déduit que u(x) = 0 et donc x € Ker u.

Ainsi, Ker(u® o u) = Keru et par formule du rang, rg(u* o u) = rgu.
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C) Caractérisation des projecteurs orthogonaux ***

Proposition 11.1.5

Soit p un projecteur de E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
<1 p est un projecteur orthogonal ;
< Vz e E, |p(x)|| < [lz]| (id est [|p]] < 1).

Cet exercice est important notamment pour la méthode développée pour le sens réci-
proque, méthode par ailleurs similaire a celle du Lemme 77

Démonstration.

= : Il s’agit du théoréme de PYTHAGORE. En effet £ = Imp EJ&:) Kerp. Donc pour x € E,
r=x1+x9 0ux € Kerpet xo € Imp.

On a alors par PYTHAGORE : ||z||* = ||z1]|* + [|#2]|* = ||z1]|* = ||p(z)||*. Par définition de
la norme triple (surbordonnée a ||-||), on a

llpll <1

< : On suppose ||p[| < 1. Montrons que Im p et Ker p sont orthogonaux.
Soit (z,y) € Im(p) x Ker(p). Soit pour t € R, z; = tx + y. Alors :

vt e R, 8[|z = [lp(z)l” < [lzell* = ¢ |l]|* + 26z | 9y + [|y]I*

Zt

Ceci donne :

Vi eR,0 < 26z | 4> + |y

Ce n’est possible que si 2z | y) = 0 car sinon on est en présence d’une fonction affine de
signe constant sur R (impossible).
On en déduit que (x | y) = 0, d’ou V'orthogonalité souhaitée.

D) Rappel - Réduction des isométries **xx

On notera les matrices de rotations ainsi :

cosf —sinb
S02(R) = (Sin9 (:059)’96R

“ >

=Ry
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Théoréme 11.1.6: Réduction des isométries

Soit (E,{. | .)) un espace euclidien de dimension finie n. Soit v € O(E). Alors il
existe e une base orthonormée de F telle que :

Ip (0) pE N
—14 qeN
Mate(u) = Ry, on 1 reN
e (91,...,97«)ERT
(0) Ro, ptqg+2r=n

J

Ainsi, & un changement de base orthonormé prés, appliquer une isométrie a un vecteur,

revient a appliquer une rotation (d’angle différent) sur chacune de ses coordonnées deux-
a-deux.

E) Inégalité A’HADAMARD ****

Proposition 11.1.7: Inégalité A’ HADAMARD

Soit (x1,...,zn) € E"™ Soit e une base quelconque de E. Posons A =
Mate (21, ..., x,). Alors :

n

[det A] < [ ] lla]

J=1

avec égalité si et seulement si (x1,...,x,) est orthogonale.

Démonstration. < Si(x1,...,: rn) liée, ¢’est évident car det A = 0.
< Sinon, (z1,...,: r,) est une base.
Soit W = (uq,..., uy) obtenue par orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT.
det A| = |dete(z1, ... ,: )| = |dete(uq, ..., up)| - |detw (z1, ... )]
. /

Or Matw (x1,...,: rn) € T, (R) car x; € Vect(uq, . .. u;).

n n n
D’ou |detw (x1,...,: tn)| = H ti] = H [z | uj)] < H 2]

J=1 J=1 J=1

IR : : 2 2
<1 On a égalité si et seulement si pour tout j € [1,n], ||z;||” = {(z; | u;)” si et seulement

Si
Vjie[l,n],z; € Vect(u,)

On a donc égalité si et seulement si (x1,...,: rn) est orthogonale.
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F) Systéme de générateurs de O(E) *

Définition 11.1.8: Réflexion

Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan.

Lemme 11.1.9: Une réflexion est indirecte

Soit r une réflexion. Alors r € O(E) n S(E) et detr = —1.

Démonstration. Dans une base orthonormée bien choisie e, obtenue par réduction des
isométries
1 (0)
Mate(r) =
(0) -1

Le déterminant est le produit des coefficients diagonaux, qui vaut —1.

Théoréme 11.1.10: Systéme de générateurs des orthogonaux

Les réflexions engendrent O(FE).

Démonstration. On propose ici deux démonstrations.

<1 Matrices et réduction. On sait réduire les isométries sous la forme de matrices par
blocs (composées de rotations et de multiples de identité) donc on travaille "par
blocs".

— En dimension 2, toute rotation est composée de deux réflexions.
En effet, soit 6 € R; notons ry la rotation associée. Soit = € F, et D = Vect(x).

Alors, si on note w le vecteur de E tel que 'angle entre x et w soit g ona:
SD © SVect(w) = 70

oll sp est la symétrie par rapport & D.
— Ensuite, on traite le cas général. Soit A € O,(R). On dispose de P € O, (R),

I, (0)

(0) Ry,

Par ce qui précede, pour i € [1,r], Ry, = S; 152 ou Si1,Si2 € O2(R), id est
St =8k =1
dimKer(S; 1 + Iz) = dimKer(S; 2 + Iz) = 1



282 CHAPITRE 11. ESPACES EUCLIDIENS

Posons pour j € {1, 2}, S;j =p' Sij P,oule S;; est

a la méme position que Ry, dans A.

(C’est une matrice de réflexion car : S;j e O,(R), S;jz = I, et dim Ker(S;j +
I,)=1
1

(0)

De plus, pour k € [p+1,p+q], T = PT —— P

est une réflexion.

Alors :
p+q T

A= H Ty H 5;15;2 produit de réflexions
k=p+1  i=1

<1 Récurrence descendente dans dim Ker(u — id).
Soit u € O(F). Notons n = dim E. Notons pour k € [0,n],

Hy - "sidim Ker(u — id) = k alors u est produit de réflexions."

— H,, est évidente car v = idg.

— Si ke [0,n— 1] tel que pour tout j > k + 1, H; soit vérifiée.
Construisons une réflexion s telle que dim Ker(s o u — id) > k + 1. Pour cela,
si x € E\F avec |[z]| = 1 et [Ju(z)]] = 1, il faut que s o u(z) = z. De plus,
u(z) € FL (en effet F est stable par u et son adjoint donc F= aussi).
Prenons donc H = Vect(u(z) — )* qui contient F'.

Vedr(wix)-n)

of

INCAEN
Vesk (v, u,1)

\

En effet dans ce cas u(x) —z = s(u(z) — x) = s(z) — s o u(z). Comme

(x+u(z)|z—u(z))=0
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z +u(z) = s(z +u(r)) = s(x) + sou(x) donc sou(x) = x.

L
De plus pour tout y € F, u(y) = y € F donc sou(y) = y et Vect(x) ® F <
Ker(sou —id).

— On applique alors H; avec j = dimKer(s o u —id) > k + 1, et on conclut
aisément.

IT) Endomorphismes et matrices symétriques

A) Factorisation et réduction simultanée *xxxx

Théoréme 11.2.1: Racine carrée

Soit A € S (R). Alors il existe une unique B € S;”(R), B> = B' B = A.

Démonstration. Soit A € S (R).

<1 Existence : D’apres le théoréme spectral, on dispose de P € O,(R) et D diagonale
telles que :

A=P'Dp=pPT p=prT P
(0) An (0) vV,

car les (A;)ie[1 ] sont positifs. Ainsi A = PTA’P = (PTAP)?.
Ainsi B=P'APe S, (R), et B2= BB = A.

<1 Unicité : Soit a ’endomorphisme canoniquement associé a a et b tel que a = b?. a et
b commutent et par le théoréme spectral,

1
E= @ Exa)()

XeSp(a)

Chaque FE)(a) est stable par b. Soit A € Sp(a). Soit b Pendomorphisme induit par b
sur F' = Ey(a).

Comme b est diagonalisable, b est diagonalisable. Or b* = a donc (b)? = ajp = Aidp.
Ainsi pour tout u € Sp(b), u? = \.

Or b e ST (R") dott r = VX. Comme b est diagonalisable, b = v/ Aidp. Ainsi b est
déterminé uniquement sur chaque F)(a) donc sur F entier d’aprés (x).

Enfin, voici un complément essentiel :
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Théoréme 11.2.2: Réduction simultanée entre une matrice symétrique

et une matrice définie positive

Soit A € SFT(R) et B € S,(R). Alors il existe P € GL,(R), et D une matrice
diagonale telles que :
A=P'Pet B=P'DP

On remarquera qu’on a seulement P € GL,(R) et non P € O,(R) comme dans le
théoréme spectral.

Démonstration. A € S} (R) donc elle admet une racine carrée d’aprés le théoréme précé-
dent : A =Q"Q ou Q € GL,(R).
Soit By = (Q~H"BQ ™! € 8,(R). On lui applique le théoréme spectral : on dispose alors
de Re O,(R), By = RTDR, avec D diagonale.
Ainsi B = (RQ)'DRQ = P'DP avec P = RQ € GL,(R).
Deplus PTP=(RQ)'RQ=Q" R"TRQ=Q'Q = A.

' ~—

=In

B) Décomposition polaire x*x

Théoréme 11.2.3: Décomposition PS

Soit A € GL,(R). Tl existe un unique couple (P,S) € O,(R) x ST T(R) tel que
A= PS.

Démonstration. <1 Unicité : Si A = PS avec la décomposition voulue, alors A' A =
T T P ) ot 4 . . , ,
STPTPS =52 Or ATAe ST (R), elle admet donc une unique racine carrée S.
Ainsi, S est déterminée de facon unique et P = AS~! également.

< Existence : On considére S la racine carrée dans S+ (R) de AT A, puis P = AS™L.
On a bien A = PS et
P'P=(S1H)TATAS ' =571 ATA S~' =1, dou P e O,(R).
——

q2

Cette décomposition polaire A = PS peut étre rapprochée de I'écriture complexe z =
e,
En effet p? = 2% tout comme S? = AT A.

Proposition 11.2.4: Homémorphisme associé

Posons
y [ STTR) X Ou(R) — GL,(R)
1 (P,S) — PS

Alors 6 est un homéomorphisme, c’est-a-dire une bijection continue d’inverse
continu.

Démonstration. <1 Bijectivité : c’est le théoréme de décomposition polaire.
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<1 Continuité de 0 : (A, B) — AB est continue (bilinéarité en dimension finie).

< Continuité de 87! : On sait d’apres la Proposition que O, (R) est compact. On
montre la continuité de ' par critére séquentiel.
Soit (Ag)ken € GLy,(R) qui converge vers A € GL,(R). On note :

(1)/\",' Sk) - 971 (*4/\‘) et (P S) - Hil (‘4)

Montrons que P, — P et S, —— S.
k— 400 k— 400
La suite (Py) est a valeurs dans un compact donc elle admet au moins une valeur
d’adhérence. On montre que P est la seule.
Soit @ = hm P,y € On(R) une valeur d’adhérencde de (Py).

Comme pour tout k€N, Ay = PuSk, Sy = PT( JApr)- Or Aygy ——— A et

k—-+o

par continuité de la transposée, PT(A;) — Q. Donc, par continuité du produit
ks k— 400

matriciel,
Soy —— QA=T
k—+
et A= QT oa Q € Oy(R). Or T € S (R) car Sy € S (R) fermé (voir TTLA).
Comme A € GL,(R), T € S,y " (R) donc A = QT est une décomposition polaire.

Par unicité de la décomposition polaire, Q = P. Ainsi Py P P. Comme ci-
K— 400

dessus, PAT A = S PR—— PTA.
) c—+00

Donc 61 est continue.

C) Théoréme de COURANT-FISCHER ***

Dans cette sous-partie, on considére u € S(E), et on note A\; < --- < A, son spectre
ordonné, o n = dim F.
On note e = (eq, ..., e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u (par
théoréme spectral).

Proposition 11.2.5: Réexpression de )\ et \,

AL = mems(lonl)@( z) | z) et Ay = gglgﬁ)@( z) | z)

n
Démonstration. Soit x € E. Alors, notons x = Z r;e;. On a :
i=1

(u(z) | ) = 2 iz
Alors il vient les inégalités :

M lz ] < Cule) [ 2) < A el

Donc pour tout x € S(0, 1), A\; < (u(x) | z) < Ay, avec égalité pour x = e; puis = = ey,

Cette propriété est un cas particulier du théoréme de COURANT-FISCHER, aussi appelé
théoréme "min-max"
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Théoréme 11.2.6: COURANT-FISCHER

Notons, pour j € [1,n], V; ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension
j. Alors :
AL = min max <(u(z) |x
k FeVy zeFnS(0, 1)< ( ) | >

A, = ma min u(x
k GGVn_);i_H xeGmSOl)< ( )| >

Le minimum est atteint pour Fj = Vect(ey,...,ex) € Vi et le maximum pour
Gy = Vect(ek, ..., en) € Vi _ki1-

Démonstration. < Comment le retrouver ?
A.
— Pour z € F, n §(0,1), x = Z zje; donc
j=1
(ulz) | ) = ZA a2 < A ||zl = A
J=1
atteint pour z = e € Fj.
On a donc montré que : A\, = max  {u(x) | ).
zeF},nS(0,1)
On montre alors que A\ = min md\ <1/( ) | ).
F GVA TeF NS

n

— Pour z € G, nS(0,1), =z = Z zje; donc
ik

(u(z) | z) = 2 Nja? = Ny |zl® =

i=k
atteint pour x = ¢ € Gj,.
On a donc montré que : A\ = min  {u(x) | ).
2€GxS(0,1)
On montre alors que \y = max min  (u(z) | )

GeVy k41  xEGNS (J 1

<1 Démonstration du théoréme :

— Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension k. On montre que

max <u(z) | x) = A\
.z~e1v‘mf~:(().1)< ) [ x) b
Comme dimF =k et dimGy =n—k+ 1, F n Gy # {0}.
Soit donc x1 € F' n G\ {0}. Quitte & le normaliser, ||z1|| =
Comme z1 € G, comme vu ci-dessus, (u(zy) | 1) = Ag.
Donc max <u( ) | ) = Ag. Cela conclut la premiére inégalité.
zel

— Soit G un b()l,lb—ebl)d(]e vectoriel de dimension n — k + 1. On montre que

111111 <z/( ) | ) < Ak

reGNS

Comme dimG =n—k + 1 et dim Fy, = k, G n Fy, # {0}.
Soit donc z9 € G N Fi\ {0}. Quitte a le normaliser, |z2|| = 1.
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Comme zy € Fy, comme vu ci-dessus, {u(z2) | z2) < Ak

Donc  min <u( 2) | ) < Ag. Cela conclut la seconde inégalité.
2eGNS(0

D) Encadrement du déterminant

Lemme 11.2.7: Positivité des coefficients diagonaux d’une matrice sy-

métrique positive

Soit A = (aij)1<ij<n € S (R). Alors pour tout i € [1,n], a; = 0.

Démonstration. Pour i€ [1,n],a4 = B AE; >0 car Ae S (R).

Lemme 11.2.8: Majoration du déterminant

n
Soit A = (ai;)1<ij<n € S (R). Alors 0 H a;j avec égalité si et seule-

ment si A est diagonale.

Démonstration. La positivité du déterminant est évidente car Sp(A4) € R..
On écrit ensuite A = B' B avec B = (C]...|C,) € M,(R). Alors d’aprés I'inégalité de
HADAMARD,

det A = (det B)? H 1C; I

n n
Or ||Cj]* = Z b?j = a;j. D’apreés le cas d’égalité de HADAMARD, det A = Haﬂ si et
: ol
seulement si (C1,...,Cy) est une base orthogonale si et seulement si A diagonale.

E) Norme d’algébre triple

On rappelle que la norme ||| est celle associée au produit scalaire euclidien. Ce qui
suit n’est donc en général pas valable pour une norme quelconque.

Lemme 11.2.9: La norme triple donne le rayon spectral

Soit u € S(E). Alors [|ul| = p(u) = Anslagc |-

Démonstration. Comme précédemment, on note \; < --- < A\, le spectre ordonné de wu.
On note e = (eq, ..., e,) une base orthonormée de F formée de vecteurs propres de u (par
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théoréme spectral). Alors :

lu(@)|* = Y Aa? < ) p(u)?a? = p(u)?
i=1

=1

Il y a égalité pour x = e; ou e, selon que p(u) = || ou |\,].

Corollaire 11.2.10

Pour u € L(E), ||ul] = v/p(u* o w).

Démonstration. On a u* ou € ST(F) donc son spectre est inclus dans R, .
Pour tout x € S(0, 1),

lu(@)[|* = Culz) | u(z)) = (w* o ulx) | z)

Ainsi

2 2: _ # >
lull? = s ()l = max (u* o u(e) | ) = plu” 0w) > 0

Lemme 11.2.11: Deux remarques utiles

Pour z € E, ||z|| = m(aX (x| y).
Pour v e L(E), [[ul] = L [u(z)] = e (u(z) | y).

Démonstration. Six = 0, c’est évident. Sinon par CAUCHY-SCHWARZ, {z | y) < ||z ||y|| =
x

||

La deuxieme égalité est un corollaire évident.

||| avec égalité pour y =

Lemme 11.2.12: Norme triple de I’adjoint

Pour tout u € L(E), [[u*]] = |lul.

Démonstration. On propose ici deux démonstrations.

< |Ju*|| = v/ p(u* ou). Comme Xy#oy = Xuout (& redémontrer), p(u® ou) = p(u o u*)
d’ou ’égalité des normes triples.

< flull = max @) |=  max Golut@) =l
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IIT) Topologie sur un espace euclidien

A) Structure de S (R)

Théoréme 11.3.1: Structure de cone fermé

ST (R) est un cone fermé de M, (R). C’est-a-dire que :
< ST(R) est fermé dans M,,(R);
<1 Pour tous (4,B) e S (R)?, A+ Be S (R);
<1 Pour tout A € S,/ (R), pour tout A € Ry, M € S, (R).

A fortiori, S, (R) est convexe.

Démonstration. < On sait déja que S,(R) est fermé en tant que sous-espace vectoriel
en dimension finie. Pour X € R", considérons :

X - A . <AL\’

X)
quli est continue car linéaire en dimension finie.
Alors, S (R) = Su(R) n ) 0%' (Ry) ferme de My, (R).
XeRm\{0}
< D’une part, pour (4,B) e ST(R)? et A\e Ry, ona A+ B e S,(R) et M € S,(R) car
c’est un espace vectoriel.
De plus, pour X € R",

(AX + BX | X) = (AX | X)+(BX | X) =0 et AAX | X) = AAX

X) =0

Proposition 11.3.2: Superstabilité

Pour tout A € S, (R), Be M,(R), B'AB € S (R).

Démonstration. (BT AB)T = BT AB donc B"AB € S,(R). De plus pour X € R™,

(BTABX | X)=(ABX | BX) =2 0

B) Structure de S (R)

Théoréme 11.3.3: Caractére ouvert de S, ' (R)

ST(R) n’est pas un ouvert dans M,,(R) mais un ouvert dans S, (R).
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Démonstration. D’une part, S;' " (R) n’est pas un ouvert dans M, (R) car S,/ " (R) = S,(R)
qui est un sous-espace vectoriel strict de M, (R).

Soit maintenant A € S," " (R). Montrons qu’il existe une boule centrée en A qui est incluse
dans S (R).

Considérons pour cela a = . nhf) |)<AX | X) qui existe car X — (AX | X) est continue

sur S(0, 1) compacte.

Soit B € S,(R), telle que ||A — B|| < a. On montre que v € S, " (R).

Pour tout X € S(0,1), (BX | X) = (AX | X)+{(A — B)X | X). Donc par inégalitée de
—

CAUCHY-SCHWARZ, [{(A— B)X | X)| < (A-B)X| || X]| <||A-B|| <€a.
Ainsi, (BX | X) > 0 et donc Bg, g)(4, @) € S, (R) qui est donc ouvert dans S, (R).

n

Proposition 11.3.4: Densité de S *(R) dans S, (R)

STT(R) est dense dans S, (R).

1
Démonstration. Soit A € ST (R). Considérons A, = A + E]” — A

k— -+
Ainsi
1 .
VX € RN\ {0},(A: X | X) = (AX | XD+~ || X|* >0
Nl St/
=0
- >0

n

D’ou (Ag) € S, (R)N.

C) Projection sur un convexe fermé *x*x

Soit (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel, tel que (E, ||-||) soit complet.

Théoréme 11.3.5: Existence et unicité du projeté

Soit K < E un convexe fermé non-vide. Pour z € E, d(x, E) est atteinte en un
unique point appelé projection de z sur K et notée pg ().

Démonstration. <1 Existence : Par caractérisation de la borne inférieure, on dispose de
(Yn)nen telle que ||z — yy,|| — d(z, K).
n— D

— Si E est euclidien : Comme la suite (|2 — yn||)nen est bornée, (y,)nen est bor-
née dans un espace de dimension finie. D’aprés le théoréme de BOLZANO-
WEIERSTRASS, on dispose d’une extractrice ¢ telle que

Yo(n) 4@ zelH

Comme K est fermeé, z € K et d(x, K) = . Ainsi, la distance est atteinte.

z — x|
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— Si FE est de dimension infinie : on sait que (E, ||-||) est complet ; on montre donc
que (Yn)nen est une suite de CAUCHY. Pour cela, on emploie l'identité du pa-
rallélogramme.

Yp + 1 R L
Pour p,q e N, % € K par convexité. Donc :

2 (H-’I' — |l + [z — 3/(1H2> = [lyp — yall* + 122 — (v + yo)|I”
d’ou

2
2 _ . : : , Yp t Y
lyp — U(/HZ =2 <H1 - L‘//)H2 + ||z — .’/aHZ) —4 HJ‘ a %

zd(z,K)

<2 | | = ypl* + ||z — ygl|* —2d(z, K)? | ——— 0
—_—

P,q—+00
—d(z,K) —d(z,K)
Ce qui prouve que (yn)nen est de CAUCHY et donc converge par complétude de
(E,||-||)- La limite z € K verifie comme précédemment ||z — z|| = d(z, K).
<1 Unicité : Supposons que d(z, K) = ||y1 —z|| = |ly2 — z||, avec y1 # ya. Alors par
I'identité du parallélogramme,
2
, Y1+ Y2\ : _, .
o= 22 gl =2 (1 =l + o 3el?)
2 2
, + 1 . ) o ll?
donc |z — ¥ . Y2 _ : <H=’17 4 ||z — ;4/2\\2) Al Jr!/z”
< d?
Y1+ Y2

Ce qui est absurde car € K. Donc y; = yo2 et on a unicité du projeté.

Proposition 11.3.6: Caractérisation par angle obtus

Pour tout y € E, y = pr(x) si et seulement si pour tout z € K I'angle formé par
les points (z,y, z) est obtus.
Ceci se réécrit :

y=pi(r) <= Vze K{x—y|z—y)<0

Démonstration. < = : On suppose que y = pg(z). Soit z € K. Alors par convexité
pour t € [0,1], (1 —t)y + tz € K. Donc :

(1—ty+tz—z|| = |y—z|

=(y—a)+t(z—y)
En développant par bilinéarité du produit scalaire,
Vte[0,1],2t{y — x

=+ z -yl =0

Ainsi pour t > 0%, (y—z|z2—y)=0et (z—y|z—1y) <O.



292 CHAPITRE 11. ESPACES EUCLIDIENS

<1 < : On suppose que pour tout z € K, (x —y | z —y) < 0. Alors,

—y)+ (y— )|
z — ,UHE +2z—yly—a)+|y— .1‘H2
—_—— — —

>0 >0

2
z — x|

A\Y

ly — x|

Ceci étant valable pour tout z € K, cela prouve que y = px(x).

D) Connexités par arcs

Théoréme 11.3.7: SO, (R) est connexe par arcs

SO, (R) est connexe par arcs.

Démonstration. Soit A € SO, (R). D’aprés le théoréme de réduction des isométries, on
dispose de P € O, (R),

I, (0)
A=pT o P
(0) | Ry,
On pose
0,1 — \4,,

(0)
o 1‘//) -1
' t ) P
Ry,
I,.

< Comme Ry = I, ¥(0) = PI,P ! =
< De plus v(1) = -

< Par continuité de cos et sin, 7 est continue (car continue sur toutes ses coordonnées),
et on a bien Im~y € SO, (R) (par son expression, cela se vérifie immeédiatement, en
utilisant la réduction des isométries).

Théoréme 11.3.8: GL,,(R)* est connexe par arcs

GL,(R)" = {4 € GL,(R),det A > 0} est connexe par arcs.

Démonstration. Deux démonstrations possibles.

<1 Nous avons déja proposé une démonstration de ce résultat & la Proposition qui
reposait sur un systéme de générateurs de GL,(R).
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<1 Nous en proposons ici une autre, basée sur la décomposition polaire.
En effet pour tout A € GL,(R), A = PS avec P € O,(R) et S € STT(R). Or
det S > 0.
— Si Ae GL,(R)*, P € SO, (R) car det P > 0.
— Si A= PS ot PeSO,(R) et SeS(R), det A > 0.
Ainsi. § - { SO,(R) x S H(R) —> GLV,,,(R)
' (P,S) — PS
Or, on sait que SO, (R) est connexe par arcs, S,; ¥ (R) aussi car il est convexe. Donc
GL,(R)™ est convexe comme image d’un connexe par arcs par une application conti-
nue.

est une bijection continue.

IV) Matrices de GRAM-SCHMIDT

On considére dans cette partie un espace préhilbertien réel (E,{. | .»), c’est-a-dire un
espace euclidien ou de dimension infinie.

A) Définition et premiéres propriétés xxx

Définition 11.4.1: Matrice de GRAM-SCHMIDT

Soit (x1,...,2,) € E™. On définit la matrice de GRAM-SCHMIDT de la famille
(T1,...,2p) :

G = Gram(z1,...,2n) = (& | ©))1<ij<n € Mnp(R)

On considére dans la suite une telle matrice G et une telle famille (z1,...,zy).

Lemme 11.4.2: Expression avec la matrice de la famille

Soit Ey un sous-espace vectoriel contenant (z1,...,z,) (ainsi Fy = E si E est de
dimension finie).
Soit e = (e1,...,eq) une base orthonormée de E et A = Matc(x1,...,2,) €

Mn(R), alors
G=A"A

\ J

Cette matrice mesure le caractére orthogonal, orthonormal ou libre de la famille. En
effet :

< Si (z1,...,2y) est orthogonale, G est diagonale.
< Si (z1,...,xy,) est orthonormeée, G = I,,.
< Si (21,...,%,) est libre, G € S *(R) comme nous allons le montrer.

Lemme 11.4.3: Lien avec la liberté

Ge S (R)et rgG =rg(wy,...,70).
Ainsi G € S7T(R) si et seulement si (x1,...,2,) est libre.
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Démonstration. Par symétrie du produit scalaire, G € S, (R).

Y1
Soit Y =] : |. Alors :
Un
n 2
Y'GY = Z yilzi | zj)y; = Z yixi|| =0
(i.5) i=1
On en déduit que G € S,/ (R). Montrons maintenant que rg G = rg(xy,...,x,). Pour cela,
remarquons que
(03]
V(aq,...,apn) € RY, Z ari=0 << G| + |[=0
i=1
o

n n n
< = :8Si Z a;z; = 0 alors pour tout j € [1,n], Z aiz; | xj) = <Z a;x; | ) =0
i=1 i=1

i=1
o
douG| : |=0
[&70)
o Qg n 2 n
< <=:51G| | =0, alors 0 = (a] an) G| ' |= Z a;x;|| dou Z oL =
o o ! !

0.

On en déduit la propriété souhaitée.

Remarque 11.4.4

Toute matrice de S;7 (R) s’écrit comme une matrice de GRAM.
En effet, toute matrice G € S;"(R) s’écrit G = B'B. Ainsi si on note (z;) les
colonnes de B,

G = Gram(z1,...,zy)

\. J

B) Gram(zy,...,z;) = Gram(yi, ..., yg) ***

Théoréme 11.4.5: Deux familles de méme matrice de GRAM ne différent

que d’une isométrie

Soit F un espace euclidien de dimension n, et e une base orthonormée de E.
Soient (x1,...,xx) € E¥ et (y1,...,yx) € E¥. Notons par ailleurs A =
Mate(zy, ..., xr) et B = Mate(y1,...,yx). Alors, les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Gram(zy,...,2;) = Gram(y,...,yx) ou A'A = B'B.
2. V(i,j) € [1,n]” o | @) = Cyi | yy)-
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3. 1l existe ¢ € O(FE), telle que pour tout i € [1,k], p(z;) = v;.
4. Il existe O € O,(R), B = OA.

Démonstration. < (1) <= (2) : par définition.
< (3) = (2) : évident.

<1 (3) < (4) : évident, par traduction matricielle.

< (2) = (3) : Posons Fy = Vect(21,...,2x) et Fy = Vect(yi, ..., yk)-
On a dim Fy = rg(xy,...,2) = 1;,G =rg(y1,...,yx) = dim Fy = d.
Quitte a renuméroter, considérons (x1,...,xq) base de Fi. On pose :
U Fl — F2
ol an1<i<d — oy

qui est bien définie car (x1,...,x4) est une base de F}.

De plus, ¢; est bien une isométrie de F; vers Fy. En effet, pour (z,2') € FZ, on a :
{p(x) | p(2")) = {x | ') Donc c’est vrai en particulier pour les (x;).

On prolonge ensuite 1 en ¢ € O(E) en envoyant une base orthonormée de Fj- sur

une base orthonormée de Fj-.
Il reste & montrer que pour i € [d+ 1,k], p(x;) = y;. Soit donc un tel i, et notons
d

T = Z ajz;. Alors :

j=1
a1
Xd
d 0
o(x;) = Z ajyj donc X = | | [eKer A =Ker(A'A) = KerG = Ker(B' B) = Ker B

j=1 :
—1
0

d

Ainsi, 2 a;y; = y;. Ceci conclut la démonstration.
Jj=1

C) Distance d’un point 4 un sous-espace vectoriel en base non-orthonormée
*

Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Si (eq,...,e,) est une base
orthonormée de F,

Vz e B, d(x, F)* = ||z —pp(@)|* = |lz]* — |pr@)|* = a|* - Z@c | e5)”
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ou pp(x) = 2<$ | eie;.
=1

1=
Nous allons généraliser cette expression de la distance, lorsque la base n’est plus nécessai-
rement orthonormée, ni orthogonale.

Proposition 11.4.6: Généralisation

Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit (z1, ..., z,) une base
de F non-orthonormée. Alors :

det(Gram(z, z1, ..., 2q))
det(Gram(z1, ..., zn))

Ve E,d(z, F) :\/

Démonstration. Soit x € E. Alors z = pp(z) +w ot pp(r) € F et we F.
, . ‘ ‘ ‘ 9

Alors d(x, F) = ||w|)?, et [|z]|* = |lpr(2)]]* + ||jw||*-

De plus, pour j € [1,d],{x | zj) = {pr(x) | zj)-

Ipe(@)|? + lwl® (a1 [ pr@)) ... <za|pr(z))
/ \
{pr(z) | Z1)
let Gram(z, z1,...,24) = .
det Gram(z, 21 2 : Gram(z1,...,2q)
pr(@) | za)
lpe (@)1 + [lw]|? Ipr ()] ]|
(pp(x) | z1) (pp(x) | z1) 0
Or, ) = . | .
{pp(x) | zq) pr(z) | za) 0
Ainsi, par n-linéarité du déterminant,
o]
‘ 0
det Gram(z, z1, ..., 24) = Gram(z1, . . ) + il(‘l‘(Gram(pF(.r)‘ 21y 2d))
0 =0 car pp(x)eVect(z1,...,: 2d)
Finalement :
det Gram(z, z1,...,2q4) = HwH‘) Gram(z1,...,24)

et on obtient le résultat souhaité.

V) Réduction des endomorphismes normaux

Définition 11.5.1: Endomorphisme normal

Soit E un espace euclidien. On dit que u € L(F) est un endomorphisme normal si
u*ou=muou".

Les endomorphismes symétriques, orthogonaux et antisymétriques sont normaux ; cela
se vérifie immédiatement.
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A) ATAet AA' sont semblables

Théoréme 11.5.2

Si Ae M,(R), AAT et AT A sont semblables.

Démonstration. ATA et AAT sont symétriques donc diagonalisables. On note u et u* les
endomorphismes canoniquement associés a A et A'.

Soit A € Sp(A4)\{0}. Comme montré a la Proposition |5.1.22] pour A # 0 les espaces
E\(AA") et E\(A"A) sont isomorphes. En particulier ils ont méme dimension :

YA€ Sp(A),dim E\(AAT) = dim E\ (AT A)

Or Z dim E)(AA") = dim E et de méme pour A" A. On en déduit que
AESp(AAT)

dim Eg(AAT) = dim Ey(AT A)

Ainsi A" A et AAT sont orthogonalement semblables a la méme matrice diagonale. On en
conclut qu’elles sont semblables.

B) Généralités sur les endomorphismes normaux

Lemme 11.5.3: Lemmes utiles

Soit u € L(E) un endomorphisme normal. Soit F' stable par u. Alors :
< F et F* sont tous deux stables par u et u*;

< @ = u;p € L(F) est normal.

1
Démonstration. < On a E = F@ F*. Considérons (ei,.. ., ep) une base orthonormée
de F et (ept1,.-.,e,) une base orthonormeée de F L En concaténant, on trouve une

base orthonormée de FE.

Soit M = (f)l g) = Mat(u). MM = MM" < CTC+D"D=DD". Ainsi,

Tr(C'C) 4+ Tr(D'D) = Te(DD') = Tr(D' D)

d’ou Tr(C'TC) = 0, soit 2 (z?j = 0. Cela ameéne pour tous i,j que ¢;; = 0;

(i,9)e[1 ,n]?
d’ou C = 0.

< On montre pour la deuxiéme propriété que @* = u*, c’est-a-dire que P'adjoint de
I'induit est I'induit de I'adjoint. Soit (z,y) € F2.

Ca(w) | yy = (o | u*(y))

Ainsi @ et u* commutent.
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Théoréme 11.5.4: Réduction des endomorphismes normaux

Soit 4 un endomorphisme normal. Alors, il existe e une base orthonormée de F,
de[0,n], (A1,...,Aq) eR%et g€ N, (a1,...,aq,b1,...,bq) € R?7 tels que :

A1 (0)

Ad

Mat,(u) = Y
a

1,b1

(0) M,

‘Z?bq

Démonstration. On remarque en premier lieu que comme u*u = wu®™, pour X\ € Sp(u),
E(u) est stable par u et u* donc Ej(u)® est stable par u et par u*.
Procédons ensuite par récurrence sur dim £ = n.

<1 Traitons le cas n = 2 : Soit e une base orthonormée de E. Alors,

a &
(¢ )

Mais comme u*u = uu®, on a a® + 2 = a® + b et ab + ¢d = ac + bd.

Si b = ¢, 'endomorphisme est symétrique donc on a la forme voulue.

Sinon, b = —e¢, et u est antisymétrique. On a 2(a — d)b = 0 d’out @ = d et ainsi
Mate(u) = My p.

Mate ()

<1 Hérédité. Supposons le théoréme vrai pour les endomorphismes normaux des espaces
de dimensions k£ < n — 1.
On distingue 2 cas :
— Sp(u) # &. On applique 'hypothése de récurrence a Ey (u)™.

En effet si A € Sp(u), Ex(u) est stable par u et u* donc E)(u)’ est stable par
u et par u*. Alors d’aprés le lemme précedent, les endomorphismes U|Ey (u) €1
U,TE\(”)A existent.
Alors en notant my la multiplicité de A comme valeur propre, on trouve deux
bases orthonormeées e; et ey telles que :

A (0)
Mate, ('11,)('11,%&(“)) = - € Mp, (R)
(0) A

Mate, (u)(u g, (1) = A de la forme souhaitée
- 1
Comme E = E)(u) ® Ex(u)—, on a

Mat (e, cp) = (A(j(')')’”\ (?1)) qui est de la forme souhaitée
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— Sp(u) = &. Trouvons F un plan stable par u et u*.
Comme FE est un R-espace vectoriel, d’aprés la Proposition [.5.7} on trouve un
plan stable par u de la forme F' = Vect(x, u(x)).
Par les lemmes précédents, F et F- sont stables par u et u* et donc les endo-
morphismes induits sont normaux.
On conclut en leur appliquant I’hypothése de récurrence et en concaténant les
bases orthonormées obtenues.

C) Cas particulier des antisymétriques

On note par ailleurs A, (R) I’ensemble des matrices antisymétriques. Si A est une telle
matrice, le théoréme de réduction des normaux et le fait que A’ + A = 0 ameénent qu'il
existe P € O,(R), (b1,...,by) € R,

0 0)

A pT 0 —b

Lemme 11.5.5: Spectre d’un antisymétrique

Soit A € A, (R). Alors Spc(A4) < {0} UiR.

Démonstration. Soit A € Spe(A). Soit X un vecteur propre complexe associé. Alors, AX =
AX donc . .
p=X AX =X X=X |X|
——
>0
Onfi=fi' =X A X.OrA' = AT = —A. Ainsi i = —pu.

Ainsi, p e iR et A = —-— € iR.
Xl

Proposition 11.5.6: Rang d’un antisymétrique

Soit A € A, (R). Alors rg A est pair.

Démonstration. Considérons u I’endomorphisme canoniquement associé.

#y L 1 1 ~
On a Keru = Im(u*)~ = Im(—u)~ = (Imu)~. F = Keru® Imu.
Donc Im v est un supplémentaire du noyau stable par u. L’endomorphisme induit 4 est un
isomorphisme et est encore antisymétrique. Donc :

0 # det udet(a*) = det(—u) = (—=1)"®" det @
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D'ou (—1)"™®" =1 et rgu est pair.

VI) Matrices de covariance »*

Théoréme 11.6.1: Caractérisation des matrices de covariances

Soit A € M,,(R). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Ae S, (R).
2. 3(X1,...,X,), des variables aléatoires réelles telles que

A = (Cov(Xi, Xj))1<ijen
3. 3(X4,...,Xy), des variables aléatoires réelles telles que

A= (]E(Xin))lsi,jgn

Démonstration. < (2) = (1) : Aest symétrique car pour tous (i, 5) € [1,n]*, Cov(X;, X;) =
Cov(Xj, X;).
Y1
De plus pour tout Y = | @ | e R",

Yn

YTAY = 2 yiCov(X;, X;)y;

1<i,j<n

= Cov (i X,‘, i ‘Y,]'>

i1 =
n

=V (2 !//X;> =0
i=1

D'ow A € S (R).

< (3) = (1) : de méme, pour Y € R",

2
YTAY = Z Yy B(X; X;) = E (Z !/iXi,> >0

(.9

< (1) = (2):

— On traite d’abord le cas A = I,. En considérant (71, ..., Z,) i.i.d. des variables
de RADEMACHER, on a pour i # j, Cov(Z;, Z;) = 0 par indépendance.
Vie[l,n],V(Z) =E(Z}) = 1.

— Soit A € S,/ (R). On peut écrire :

A=M"M =M"I,M = M " (Cov(Z;, Z;))i jM
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Dans ce cas, pour (i,7) € 1, 71,]]2,

n

n
a;j = 2 myiCov(Zy, Z;)my; = Cov (2 Mk Lo Z mngl>

1<k, l<n k=1 =1

En posant X; = Z myiZi, on a bien a;; = Cov(X;, Xj;).
k=1
< (2) = (3) : les (X;) sont centrées.

Corollaire 11.6.2: Produit ’HADAMARD de matrices symétriques

Soient A, Be S; (R) Alors C' = (aibj)lgingn S SV_L‘_ (R)

. - . N s 2 ! !
Démonstration. Par le théoréeme précédent, on trouve (Xi,...,X,, X{,...,X,,) des va-
riables aléatoires telles que :

A = (Cov(Xi, X;))ij et B = (Cov(X], X]))i;

Par lemme des coalitions, comme les (X;) et les (X!) sont indépendants, pour (i,j) €
[1,n]?
cij = aijbij = B(X; X;)E(X;X}) = E((X;X])(X;X})) € S; (R)

par (3) = (1).

Proposition 11.6.3

det(Cov(X;, Xj))i<ij<d = 0 st et seulement si il existe un hyperplan affine H de
R? tel que (X € H) soit presque sar.

Démonstration.

det Cov(X) <= Ker(Cov(X;, X;))1<ij<d) # {Opa}

al al
— 3| [eRN{Opa}, (Cov(Xi, Xj))icijea) | 1 | =0
Qaq aq
d
== Jae RN {0},V (2 a,ij> =0
j=1

d
= JaeRN{0},3ceR,P (Z a;X; = c> =1

j=1
< IH hyperplan affine de R? tel que P(XeH)=1
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Chapitre 12

Analyse différentielle

I) Propriétés algébriques de I’exponentielle de matrices

Dans cette partie, K = R ou C et E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.
On ne rappelle pas la définition de I’exponentielle de matrices, ainsi que les plropriétés de
base : exponentielle d’une matrice diagonale, transposée de ’exponentielle, el AP , dérivée

de t — et

A) Convergences *xxx

Théoréme 12.1.1: Limite classique

Pour k=1, f : ( A)k converge uniformément sur tout
—

compact vers exp.

Démonstration. Sur R, le résultat est bien connu. En effet, pour k > |z,

T x 1 :
fr(z) = exp <n In (l + i)) =exp| k L +ol| -+ — et
k k k k—>+oc

k k
Maintenant, démontrons le résultat pour M, (K). Posons S, : A +—— Z ‘] :
. v.

J=0
et au programme que (Sp)reny converge uniformément sur tout compact vers exp. Soit

.11 est connu

303
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A€ B(0,R). Alors,

k J
Isia) - hal = | 2 5 - 3 (5) 5

I
D=
> =

N

—_

|

=

T

O =
e

=

N—
o

Jj=0 J
k j—1
IT 1 k—
<)) il H AIE
3=0 izOW—/
€jo.1]
17k —i
<> = R
j:UJ!i:O k
3 R & (k:) R
i A ANV
k- pi R\*
aPIE Tl R
j=0 7
On en déduit que
k k
R R
sup ||Sk(4) Z|—< ) —— et et =0
AeB(0,R) = k=00
Finalement,
sup [fu(A) — et < sup [|fu(A) = SE + sup[[Sp(A) — e
AeB(0,R) AeB(0,R) AeB(0,R)

[N O
k——+00

D’ou la convergence uniforme vers exp sur tout segment.

Lemme 12.1.2: Composition de limites réelles et fonctionnelles

Si (fx) € CO(E, F)N est une suite de fonctions qui converge uniformément au voi-
sinage de zg € E, et que (z3) € EN converge vers z, alors

fil@r) —— f(a0)

Démonstration. Notons V' le voisinage de o sur lequel on a convergence uniforme.

Soit € > 0.

Soit N € N tel que pour tout k > N, zp e V.
k=K

Soit K € N tel que pour tout ,sup || fr(x) — flzo)|| <
zeV

Pour k > max(K, N),
() = f@o)l < I fe(an) = f(@p)ll + 1F (zx) = fzo)ll <&

DO ™

ce qui conclut.



I). PROPRIETES ALGEBRIQUES DE I’EXPONENTIELLE DE MATRICES 305

Proposition 12.1.3: ¢"*? en cas de non-commutativité

Pour A, B € M, (K),

A . - . e A A 1
Démonstration. L’idée est de faire un "DL matriciel" et d’écrire e® = I, +]— +0r 10 (/’) .
v e

Mais comme il s’agit de matrices, il faut prendre des précautions et donc prouver formel-
lement les dominations / négligeabilités en jeu.

‘ A £ .
Montrons donc que K |le® — I, — - est borné si k — 40 :
+00 i +00 ]
5| 4 A AV || 1T Al .
k2 |lex — I, — =|| = —— || < 2 = ellAll - Al -1=CeRy
k kJ 2.5 |
‘ = =T
.l a A 1 .
Ainsi |le® — I, — A = Ot <}.__,). Ecrivons donc :

A B A+ B ] A+ B + )
('TE‘IT = ],] + + C)/"*)Jrr)() (H) = [“ + 7./, ot (M — ()'\/{,’(’ii:)

; ]1") k—+00

!

Donc

N A+ B+6\" i
) _(1,,+/,”‘> = [u(A+ B +4)

N
ENFS
-~
=t

avec (fx) qui converge uniformément vers exp sur tout compact et A+ B+, —— A+ B
k—+-o00

5 N P . ~ + B

donc d’aprés le lemme précédent, fix(A+ B + 6p) —— eAtB.
' k—+400

On conclut donc que ((’

M .
Démonstration. e = lim 2 —r € K[M] = K[M] car K[M] est fermé comme espace

vectoriel de dimension finie.

Attention néanmoins, ¢ = Py (M) avec Py € K[X] mais Py dépend bien de M.
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B) Algébres de LIE xxx

Définition 12.1.5: Algébre de LIE

Soit G un sous-groupe fermé de GL,(R). L’algébre de LIE associée a G est :

G(G) = {Ae M,(R),Vte R, e € G}

Proposition 12.1.6: G(G) est un sous-espace vectoriel

Soit G un sous-groupe fermé de GL,(R). Alors G(G) est un sous-espace vectoriel

de M, (R).

Démonstration. Soit A € G(G) et a € R.
< Sia=0:VteR, M4 =c0 =1 €@,

< Sia#0:
D’une part, V¢ € R, e e G car A € G(G) d’on aA € G.
D’autre part, montrons que si B € G(G), alors A+ B € G(G). On utilise la Proposition
213

En effet pour k € N*, e

tA . tA tB .
k € GG donc par loi de groupe, (e k ek ) € G. Mais GG

B
e k

est fermé donc :

tA B\ K AR
vt e R, (eTeT> — S tUHB e g

k—+00
Ainsi, A + B € G(G).

On conclut donc que G(G) est un sous-espace vectoriel.

Exemple 12.1.7: Exemples d’algébres de LIE

< G(SL,(R)) = Ker Tr

Soit A € G(SLy(R)). Alors pour tout ¢ € R, 1 = det(e!) = ¢! ™) don Tr A = 0.
La réciproque est claire.

< g(on(R)) = -An(R)

Si A€ A,(R). Alors pour ¢ € R, tA € Ay(R) et (eM)T = 47 = 74 = (¢H4)~1,
Ainsi e € 0, (R).
Si A e G(O,(R)), posons t € R. Alors :

e 0,R) = (T =1, = oA etd = 1,

En dérivant par rapport a t, et AT ATetA 4+ etAT Aetd = ) et en évaluant en ¢ = 0,

AT + A=0,dou Ae A,(R).
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C) Injectivité, surjectivité xxx

C.1 Dans M,(C)

Remarque 12.1.8: Non-injectivité sur M, (C)

exp : M, (C) — GL,(C) n’est pas injective.
2im
e (0)
En effet 2™ = =1, =¢
(0) 62171'

Théoréme 12.1.9: Surjectivité sur M, (C)

exp M,,(C) :— GL,(C) est surjective.

Démonstration. On construit 'antécédent & la main en "passant au In". On traite plusieurs
cas de plus en plus généraux :
<1 A= 1, + N avec N nilpotente :
On cherche donc M € M,(C) telle que I, + N = eM (artificiellement, "M =
In(Z, + N)").
On conjecture avec 'idée du logarithme naturel que

n—1 (_1)/&‘71 \*k

M = k — = NQo(N),Q(N) € C[N]

k=1

qui commute donc avec N. Ainsi,

M™ = N"Qo(N)" =0

n—1 k
Or, on en déduit que e = P(M) ou P = 2 E Ainsi, e = Po Q(N) on
k=0 "

Q _ ”Z:l (_1)!{'—1ka

? .
k=0
On montre maintenant que I,, + N = PoQ(N), en comparant les parties principales
des développements limités (classique).
i e’ = P(x) + 0p0(z™ 1)
Ona: n—1
In(1+2) =Q(x)ozo(z" )

0z—0(z" ). Par unicité de la partie principale d’'un DL :

donc par composition, 1+x = (PQ)(z)+

1+ X = (PQ)(X) — X"R(X) dans C[X]

Ainsi, PoQ(N) =1, + N + N"R(N) = I, + N par nilpotence. Ainsi, eM =1 +N.

< A= M, + N avec N nilpotente et A € C* : On dipose de p € C, A = e/ par surjec-
tivité de exp dans C.

Alors, A=¢e" | I, + XN = eteM = etntM apres le premier cas.
~—

nilpotente
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< Cas général, A € GL,(C) : décomposition en sous-espaces caractéristiques.

Mg, + Ny (0)
A=p! . P
(0) )\TId,. + ]V'r

ou Sp(4) = {\1,..., \n} € C*, P e GL,(C) et Ny, ..., N, nilpotentes.
Pour j e [1,7], A\jlq;, + Nj = eMi . Par le deuxieme cas, A = eM ou

M, (0)
M=p! . P
(0) M,

C.2 Dans M,(R)

Remarque 12.1.10: Non-injectivité sur M, (R)

exp : Mp(R) — GL,(R) n’est pas injective.

(0 =27\ 4 (cos(2m) —sin(2m)\ . o
En effet avec A = (27T 0 ), e’ = (sin(27r) cos(2m) ) = Ihr=e¢"

Remarque 12.1.11: Non-surjectivité sur M, (R)

exp M, (R) :(—> GL,(R) n’est pas surjective.
En effet YA € M, (R),det(e?!) = e > 0 donc toute matrice de déterminant
strictement négatif n’admet pas d’antécédent.

J

Montrer que exp(M,(R)) = {A € GL,(R),3B € GL,(R), A = B*}.

\. J

D) Application a un probléme d’optimisation **x*

Soient n € N* et ¢ I'application de M,,(R) dans R définie par

VM € M, (R), (M) = Oé%a}(cR) Tr(OM)

Proposition 12.1.12: Bonne définition et continuité

 est bien définie et continue.

Démonstration. L’existence du maximum provient du fait que O, (R) est compact (Propo-
sition [6.6.7)), et que la trace est continue.
Montrons que ¢ est continue. Soit € > 0. Soient Mj, My € M,(R), et O1,02 € O, (R)
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telles que p(01) = M; et ¢(Oz) = M.
Par continuité de la trace, soit 6 > 0 tel que si [|A — B|| < 9, alors |Tr(A) — Tr(B)| < e.
Alors, si || My — Mz <0, 0n a
lOVM; — Oy My || < J|OA| 1M =1 = M| < =
——

=1

De méme, [|O2M; — O2Ms|| < €. Ainsi, [Tr(O1 M) — Tr(O1Ms)| < € et |[Tr(O2M1) — Tr(O2Ms)| <

5

< D’une part (M) = Tr(O1My) = Tr(O1 M) —e = (M) — €.
<1 D’autre part p(Ms) < Tr(O2M7) + e < Tr(O1 M) + € = (M) + €.
Finalement |@(M;) — p(M3)| < £, et on conclut.

Théoréme 12.1.13: Méthode trés classique

Si ¢ atteint son maximum en O, alors OM € S,/ (R).

Démonstration. Soit M € Mup(R) et O € O,(R) telles que p(M) = Tr(OM) soit le
maximum de . Montrons que OM € S, (R).

<1 On considére, pour A antisymétrique, le chemin ot — Tr(e™ AOM )|, qui est C !

comme composée d’applications C!.
<~ atteint son maximum en ¢ = 0. En effet pour tout ¢t € R, !4 € O, (R) car A est
antisymétrique :
((JA)T oA A ((,’,’f,;l)—
Ainsi pour tout ¢ € R, v(t) = Tr(e" OM) < Tr(OM) = ~(0).
< Ainsi, on a 7/(0) = 0. Or, 7/ (t) = Tr(Ae'*OM). Ainsi,

On en déduit que OM € S,(R). En effet, pour le produit scalaire (B | C) = Tr(B' C),
Sn(R) = A,,(R)J‘. 1l reste seulement & montrer que OM est positive.

<1 On diagonalise OM en base orthonormée, par théoréme spectral. On trouve P €
On(R),
M (())
OM =P’ P
(0) An

g

=D

On veut montrer que : Vi € [1,n],\; = 0. Si par I'absurde on dispose de ig € [1,n],
Aip < 0, posons la matrice

—N
Oi, = diag(1,..., 1 ,...,1) € On(R)
Alors
TI(P 0; P(() \[)) Tr(O; P(() \[) ) Tl(()/()D) iy + 2 )\J- > Tl'(()ﬂ[)

10 i0
J#i0

ce qui est absurde.
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Finalement OM € S, (R).

E) Morphismes continus de R dans GL,(K) *x

) R, GL,(K), .
Soit A € M, (K). Alors 64 : { R,+) — (tA n(K), ) est un morphisme de
t — e
groupes continu.
Démonstration. <1 04 est un morphisme : pour tous t,s € R, tA et sA commutent, dou
Oa(t + s) = T4 = A4 — 0, (1)04(s).

<1 04 est continue, et méme C!, d’aprés le théoréme de dérivation des exponentielles de
matrices.

Théoréme 12.1.15: Caractérisation des morphismes continus de R dans

GL,(K)

Soit ¢ : { ER’ +) : SOG(‘r;n(K), x) un morphisme de groupes continu. Alors :

<1 ¢ est une application C*.

< De plus, ¢ : s+ ¢ (0)

Démonstration. < Montrons tout d’abord le caractére C. On montre pour cela que ¢
s’exprime comme l'intégrale d’une fonction continue.
Pour (s,t) € R% o(t + s) = @(t)@(s). Pour sq € R fixé,

S0 S0

f{:u p(t +s)ds = J p(t)p(s)ds = p(t)J p(s)ds

0 0

S0
On montre ensuite qu’on peut trouver un sg € R tel que J ©(s)ds € GL,(K).
0

©(0) = I,, € GL,(K) qui est un ouvert donc on dispose de § > 0, B(I,,,d) € GL,(K).
Par continuité de ¢, on fixe n > 0 tel que pour |s| <,

li(s) = Lull = lle(s) = £(0)]| < 3

Ainsi pour sg € |0, 7],

1 S0 1 S0
— f p(s)ds — I,|| = ||— J o(s) — I, ds
S0 Jo S0 Jo
T 1 | [0
<[ et -l as
[sol [Jo
1 S0
< — 6ds =96

S0 Jo
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S0

1 - -
Ainsi — ©(s)ds € B(I,0) < GL,(K). Finalement, pour ¢ € R,

S0 Jo
50 1 50 —1
o(t) = J o(t+s)ds (J ©(s) ds)
0 50 Jo

Vit s) € R, o(t + ) = () (s)

On dérive & s € R fixé, par rapport a t :

- h eat CL
Donc ¢ est C™.

<1 On sait que

VseR,VteR, ¢/ (t +5) = ¢'(t)p(s)

On évalue alors en t = 0 : Vs € R, ¢'(s) = ¢'(0)p(s) et p(0) = I,.
Finalement, s — e°% ) est solution. De plus elle est unique d’aprés le théoréme de
CaucHy-LipscHITZ. On en conclut que ¢ : s — % ©),

II) Equations différentielles
A) Wronskien

A.1 Wronskien de deux solutions (au programme) *x**x

On considére I'équation (E) : y"(t) + p(t)y' (t) + q(t)y(t) = 0, o1l p et g sont continues
de I dans K. On a alors, si (y1,y2) sont deux solutions de (E),

I — K
Wit 0 o)
y1(t)  ya(t)
Par ailleurs, on remarque qu’avec les notations du cas général A(t) = < 0 1 )
’ ° —a(t) —p(H))’

Théoréme 12.2.1

W est solution de W'(t) + p(t)W () = 0.

Démonstration. Comme y; et yo sont deux fois dérivables, W est une fois dérivable.
W = y1y5 — y1y2 donc W’ = yyy5 — 4495 +5195 — ¥1y2. On a donc :
-
=0
W = y1(=pys — ay2) — (=py1 — qy1)y2 = —p(y1s — y1y2) = pW.

Corollaire 12.2.2: Cas particulier

Si p =0, c’est-a-dire dans le cas ot (E) : ¢y + qy = 0, W est constante.

Démonstration. W est solution de W’ = 0.
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Exemple 12.2.3: Application : recherche d’une solution non-bornée

Considérons pour ¢ € C°(R,, R) intégrable, (E) : y” + qy = 0. Montrer que (E) a
une solution non-bornée.

<0 Soit y une solution de (E). Alors 3/ (t) oo T
—+00
+00
En effet, 3’ = —qy est intégrable. Comme J y" converge, 3y a une limite
0
finie ¢ en +oo0.

Si £ > 0 (quitte a prendre —y), on dispose de A > 0 tel que pour tout ¢t > An

y'(t) = = donc y(t) = g(t - 1)+ y(A) —— +©

t—+00

N

ce qui est impossible. Ainsi £ = 0.

<1 Alinsi, si par 'absurde y; et y2 sont solutions bornées de (E), W (t) = (y1y5—
y1y2)(t) PR 0. C’est absurde car W(t) = C constante non-nulle.
—+00

A.2 Meéthode d’abaissement du degré *xx

On considére toujours équation (E) : y"(t) + p(t)y'(t) + q(t)y(t) = 0, ot1 p et ¢ sont
continues de I dans K. On suppose que 'on connait une solution y;. On cherche yo telle
que (y1,y2) géneére 'espace des solutions Sy

Méthode 12.2.4: Abaissement du degré

On cherche, sur des intervalles ol y; ne s’annule pas, ys sous la forme
y2 ot Ay (1)
Ainsi, yo est solution de (F) si et seulement si

Ayt + oyl +ay) N (208 +py1) + Ny =0

. -/

~-
=0 car y1€Sp

Finalement, on doit résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1 en N
On résout puis on intégre pour trouver .

A.3 Cas général xx

Considérons I’équation différentielle (E) : X'(t) = A(t)X(t), avec A € CO(I, M,(K)).
Soit Sg I’ensemble des solutions qui est un K-espace vectoriel de dimension n.

Définition 12.2.5: Wronskien de n solutions

Soient (Y7,...,Y,) € Sy. Le wronskien de ces n solutions est ’application :

I — K
W { t — det(Yi(b),...,Y,(t))
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Lemme 12.2.6: Une conséquence du théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ

Soit (Y1,...,Ys) € 8, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. (Y1,...,Y,) est une base de Sp.
2. Tl existe to € I, W(tg) # 0.
3. Pour tout tg € I, W(ty) # 0.

\. J

Démonstration. < (3) = (2) = (1) : toujours vrai.
SU s K"
X — X(to)
le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ. Ainsi, il envoie toute famille libre de Sy sur une
famille libre de K".

qui est un isomorphisme d’aprés

< (1) = (3) : Considérons 6, : {

Théoréme 12.2.7: Equation différentielle vérifiée par W

W ainsi défini est solution de I’équation différentielle linéaire :

W'(t) = Tr(A(t))W (1)

Démonstration. L’application W est n-linéaire. Donc pour t € I,

On suppose que (Y7,...,Y,) est libre (sinon le résultat est évident). D’aprés le lemme
précédent, pour t € I, W(t) # 0. Ainsi e; = (Y1(t),...,Yn(t)) est une base de K".

n

W'(t) = Z detp.c.(er) dete, (Yi(t), ..., A@)Y;(t),.... Yo (t))
iz 1
W (1)
! aij
Yo
1
=W(t))j=1" ajj
1
(0) :
oy 1
= W(t) Z ajj
j=1
ou A(t Z ;;Y;(t). Finalement, la trace étant un invariant de similitude, W'(t) =

W () Tr(A(t)).
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Corollaire 12.2.8: Expression de W

Wt — W(to) exp (J: Tr(A(s)) ds)

0

Démonstration. Immédiat d’aprés le cours.

n—1
B) Résolution de y™ + Z a;y? =0 Hkx
=0
n—1 . d
Posons P = X" + 2 X! = H(X — i)™ dans C[X], et
j=0 i=1

n—1
(B) : y™ + Z ajy(J) =0
j=0

Proposition 12.2.9: Cas ot P est SARS

Si P est scindé a racines simples, Sg) = {t — Z ﬂje”‘f, (B1y.--,0n) € K”} =
j=1

Vect (t — et>‘j)
Je[1,n]

Yy
Démonstration. Soit Y = : . Alors y est solution de E si et seulement si Y est
y(n—l)
solution de
-
0 (0) ao
/ N T 1 . :
Y'=AY ou A=Cp =
0 :
(0) 1 ap_q
Dans ce cas, comme x4 = P, d’aprés le Théoréeme[5.3.6] A est diagonalisable.
Zl n
D’apreés le cours, Y est de la forme Y : ¢t — e [ © | = Z zjei €, avec (C4,...,Ch)
Zn =1 T

une base de vecteurs propres de A.

A est

n
Ainsi, y : t — 2 b’jeMJ est solution de (F). Réciproquement, pour tout j, t — e
i=1
solution de (F).
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Théoréme 12.2.10: Cas général

Sipy = {tH DI Pi(t)e™ | Ve [1,d], P, E(ijl[X]}

200 l R 700 !’ R
Démonstration. Considérons D : { CPRR) — (/ (R, R) . Alors
Yy Yy
ye S <= P(D)y)=0
On en déduit que
Sey = Ker( @ Ker((X — \;)™ (D)) par théoréme des noyaux

]*]
—=F}

Chaque Fj est I’ensemble des solutions d’'une EDL d’ordre m; donc pour j € [1,d], F} est
un K-espace vectoriel de dimension m;. De plus,

Vect(t — f/"(:“/)u: k<m;—1 = E;
En effet, pour k € [0,m; —1]si fr : t — thetNi on a (X — MN)YDY(fe) = f1. —

Mikt*~1erit. Donc comme k < mj — 1, (X — X;)™(D)(fx) = 0. On a donc bien fj € F;.
De plus dim Vect(t — the M/)(,g,\.g,“vl_l = m; d’ou I'égalité.

C) FEtude des zéros d’une EDL d’ordre 2

C.1 Principe des zéros isolés *xxx

Théoréme 12.2.11: Zéros isolés

Soit (E) : y" +py’ + ¢ = 0. Alors toute solution non-nulle de (E) a ses zéros isolés.
C’est-a-dire que pour tout zg € I :

y(xg) = 0= 136 > 0,V € |Jag — 6,20 + [\ {z0},y(z) # 0

; ) . . . L y(xg) =0
Démonstration. La fonction nulle est la seule solution de (FE) vérifiant { v ,<( “>) 0
Yy {ro) =
d’aprés le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ.

Donc si y est une solution non-nulle de (E) s’annulant en zg, y'(x¢) # 0
=0

Par exemple, y/(z¢) > 0. Or, y(@) = (o) y'(x9) > 0. Ainsi, on dispose de § > 0

r — TQ T—T0

> 0.

tel que pour z € |xg — &,z + 0[ \ {zo}, y(z)
T —
A fortiori, y(x) # 0.
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C.2 Entrelacement de zéros *xxx
Considérons, pour ¢ et g9 deux fonctions continues sur I telles que g1 < ¢o :
(B :y +qy=0ety’ +qy=0

Soient y; et ya2 solutions de (E7) et de (Es) telles que y1(zo) = y2(xo) = 0.
On introduit une nouvelle notion pour étudier ces deux solutions :

Définition 12.2.12: Wronskien mixte

y1(t) yo (t)‘ le wronskien mixte de y; et ys.
() wh(t)

Il differe du wronskien tel qu’abordé précédemment. En effet, y; et yo sont solutions
de deux EDL différentes.

Lemme 12.2.13: Propriétés du wronskien mixte

Soit W le wronskien mixte associé a y; solution de (E7) et yo solution de (FEs).
Alors :

< WecCl(I,R).
< W' = (@1 — @2)y192-

Démonstration. Le caractére C' provient du fait que pour t € I, W(t) = y1(t)yh(t) —
Y1 (t)ya(t), avec y; et yo qui sont C2.
Ensuite, W = y1y5 — y1y2 = (61 — ¢2)y192.

Proposition 12.2.14: Entrelacement

Soit x1 un zéro consécutif de zg (c’est-a-dire y; ne s’annule pas sur |z, z1[).
Alors yo s’annule sur |z, z1]

Voici une illustration de cettre proposition dans le cas ot qi(t) = w? et go(t) = w3.
Notons que dans ce cas on connait aisément les solutions de (E7) et (FEs), ce sont des
oscillateurs harmoniques.

L' J

Ici, y1 s’annule en zg et x1 et yo s’annule en xo. Démontrons-le dans le cas général
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Démonstration. On a W (xzg) = 0 car g est un zéro commun a y; et y2. On suppose y; > 0
sur |zo, z1].
Par l’absurde, supposons que y2 ne s’annule pas sur |zg,z1]. Sans perte de généralité,
y2 > 0 sur [xg,x1]. Ainsi ,
7!
W'= (g1 — q2)y1y2 <0

W est donc décroissante sur [xq,z1]. Mais W (z1) = —y)(z1)y2(z1), avec ya(x1) > 0.

Or, yj(z1) < 0. En effet, y; > 0 sur [z¢, 1] et s’annule en zo. Si on avait ¥} (x1) = 0, 11
serait nulle sur [zg,x1] donc sur tout I par CAUCHY-LIPSCHITZ.

En conclusion, W(x1) > 0, cela contredit la décroissance de W. Ainsi, yo s’annule sur

Jxo , 1]

Exemple 12.2.15: Application a ’encadrement de 1’écart entre les zéros

Si gy est telle que 4" + qy =0 avec m < g < M ou 0 < m < M, et que x¢ et x1
sont deux zéros consécutifs de y, montrer que
T o T
X T 0 =
M \/m
<1 Posons les équations harmoniques "limites" :

y" +my=0
y(xo) = 0

(£ {

. . 7r
<y @ x> sin(v/m(x — o)) est solution de (E1). zg et o + W sont deux
m
zéros consécutifs de y.
. . 0
On applique alors ce qui précéde & y et y;. Comme ¢ = m, 1 < g + ——.

N

<1 Deméme, ys :  — sin(v M (x—1x0)) est solution de (E») ; xq et et xo—l-\/iﬂ

sont deux zéros consécutifs de yo.
b
Comme ¢ < M, z9g+ — < 1.

VM

<1 On obtient ’encadrement souhaité.

C.3 ' +qy=0avec ¢ <0 **x*

Proposition 12.2.16: Majoration du nombre de zéros

Toute solution non-identiquement nulle de 3” + qy = 0 avec ¢ < 0 s’annule au plus
une fois.

Démonstration. D'une part, y? est convexe car (y?) = 2yy’ et (v°)" = 2uyy" + (v/)? =
—2qy° 4+ 2y > 0.

Ainsi, y? est convexe, positive, et on suppose par 'absurde qu’elle s’annule en a et en b
distincts.

La courbe de y? est en-dessous de sa corde reliant a & b donc y? <0 et y = 0 sur [a,0].
Par CAvucHy-LipscHITZ, y = 0.
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C.4 oy +qy=0avec ¢ = a >0, intervalle fini **

Soient (a,b) € R%. On étudie dans un premier temps les zéros de (F) sur I = [a,b].

Proposition 12.2.17: Finitude du nombre de zéros

Toute solution non-nulle de (E) a un nombre fini de zéros.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’il existe (z,,)nen € IV, 2-3-2 distincts tels que
pour tout n € N, y(x,) = 0.

Par compacité de I, on extrait une sous-suite convergente de () : Ty ——> 2 € 1.
R ) n— +00

Par continuité de y, y(z) = 0. Mais z n’est pas un zéro isolé, puisque z = lim ), avec
n—+0o0 N

es termes 2-a-2 distincts. Cela contredit le principe des zéros isolés vu précéde ent.
les termes 2-a-2 distinct ‘ela contredit le prin les zér | u précédemment

C.5 9" +qy=0avec ¢ = a >0, intervalle infini **

Soit @ € R. On étudie dans un second temps les zéros de (E) sur intervalle [a, +o0[.

Proposition 12.2.18

Toute solution de (E) s’annule une infinité de fois.
Plus précisément, ’ensemble des zéros d’une solution de (F) n’est pas majoré :
pour b > a, on dispose de z¢ = b tel que y(zg) = 0.

Démonstration. Par 1’absurde, on suppose que y ne s’annule pas sur [b, +o0[. Sans perte
de généralité, supposons y > 0 sur cet intervalle (en effet par TVI y ne change pas de

signe).

Alors, y" = —qy < 0 donc g/ est décroissante.

Nécessairement, ' > 0. En effet si’il existe ¢ = b tel que 3'(¢) < 0, alors pour = > c,
y(z) < y'(c)(x — ¢) + y(c) ——— —oo (car y/(c) < 0), absurde. Donc y est croissante.

T— 400
Ainsi pour = = b, y(z) = y(b) > 0 donc

y'(z) = —q(z)y(r) < —q(2)y(b) < —ay(b) = <0

En intégrant,

oy (x) = B(x — b) + 1/ (b)) ——— —o0, absurde.
T—>-+00

Donc y s’annule sur tout intervalle [b, +o[, avec b quelconque dans [a, +o0[.

On peut donc définir par récurrence la suite (),
< 29 = min(y ' ({0}) n [a, +oo])

<1 Pour n € N, si z, est bien défini, c’est un zéro isolé, on trouve 4,, > 0 tel que y ne
s’annule pas sur |x, , Ty, + On|
On pose alors z,,1 = min(y 1({0}) N [z, + 6, , +0[).
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Proposition 12.2.19: (x,) diverge

Avec la suite (x,) définie précédemment, x,, ———> +00.
n—+0oo

Démonstration. Pour tout b € [a,+o[, {n € N,z, € [a,b]} est fini donc majoré par un
certain V.
Ainsi pour n > N + 1, z,, > b. Donc z,, —> +00.

On a finalement
y 1(0) = {zn,n e N}

D) Lemme de GRONWALL et applications **x

Lemme 12.2.20: Lemme de GRONWALL

Soient u,p € C%([a, +0[) et C' > 0. On suppose que :

Vo =a,0<ulzx)<C+ f u(t)p(t) dt

Alors : .
Vo = a,u(r) < Cexp (J p(t) dt)

a

Démonstration. D’apreés 'hypothése pour x > a,

X

u(x)p(x) < Cp(x) + p(x) L u(t)p(t) dt

Ainsi pour x = a,

T

o ) <u<.z:>p<sr> ~ (o) [

u(t)p(t) dt) < COp(z)e dar®dl
0 —

_—

v~

dérivée de xz — S; u(t)p(t) dte™ fa p(t)dt

.y o
dérivée de x> —Ce™ Ja P(D) d1

On intégre donc entre a et x :

(J u(t)p(t) dt) e lardt < 0 Celartdt

D’ou B
u(z) < C + J p(t)u(t) dt < CelaP(t)dt

Qa
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Exemple 12.2.21: Application : caractére borné des solutions si ¢ est

croissante strictement positive

Considérons (F) : y" + qy = 0 ott ¢ € C*([0, +oo[ ,R%) croissante. Montrer que
toutes les solutions de (E) sont bornées.
"o !

< On a 9"y = —qyy'. On intégre entre 0 et x :

y%@Z—y%m2=—ajm«wmwy@wﬂ
0

Il
|
—
K
—~
~
SN—
<
N
_~
~
S~—
[E—
o8
_|_
%
8
‘Q\
—
~
~—
<
[}
—~
<~
~—
Q.
~

Ainsi

=C <0
o d ()
<0+quyw“ww

< Par le lemme de GRONWALL, comme — et gy sont continues sur [a, +00[, on
q

a pour = = 0,

x ¢’ (1)
0 < q(z)y*(x) < Cedo am = Cﬂ

q(0)

C
Ainsi pour z > 0,0 < y%(z) < — et y est bornée.

q(0)

E) Comportement en +oo des solutions de X' = AX *x

Soit (E) : X'(t) = AX(t) ot A est une matrice (constante) de M,,(R).

E.1 Cas A symétrique

Considérons A € S, (R). Notons A\ < --- < A, ses valeurs propres, et (Cy,...,C,) € R"
une base orthonormée de vecteurs propres de A associée, obtenue par théoréme spectral.

Proposition 12.2.22: Solutions de (E) et comportement asympotique

On a Sgy = Vect(Y; : t +—> e)‘thj)Kjgn.
De plus si j € [1,n], Y](t)ﬁo siA; <0
—>+00
Y; est constante  si \; =0

Démonstration. La description de S(gy est au programme. Le comportement asympotique

At

est donné par t +— €%, c’est donc le signe de A; qui influence la limite.
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Corollaire 12.2.23: Précisions dans le cas A€ S,/ ' (R)

Si Ae S, (R), pour X € Sy, | X ()] 7—— +o0.
Si Ae S, (R), pour X € Sy, [|X(t)|| — 0.

n
Démonstration. < Supposons A € STT(R). Soit X € S(g)- Ecrivons alors X = Z x;Y.
j=1
Ainsi pour t € I,
2

n I

2 2 < . 2 A1>0

X2 = Y ae?it = ||| ;| 9t 22D 4o

4 b ’ t—+400
7j=1 T
N

n

<1 Supposons A € S, (R). Soit X € § g)- Ecrivons de méme X = Z x;Y;. Ainsi pour

J=1
tel,
2
n T]
IX(®)]* = Z :1':‘;)-(72/\7’ < : (2nt An<0 o
=1 ' ’ t——+00
- Ln

E.2 Cas A antisymétrique

Considérons maintenant que A € A, (R).

Proposition 12.2.24: Une solution est de norme constante

Soit X € S(gy. Alors, t — || X (t)]| est constante.

Démonstration. Posons ¢ : t — | X (t)||>. Alors, ' (t) = (X'(t) | X(t)) = 2(AX(t) |

X(t)) = 0. Ainsi ¢ est constante et /¢ = || X|| aussi.

E.3 Cas A diagonalisable dans C

Supposons A diagonalisable dans C.
Notons Aj, ..., A, € C ses valeurs propres, et (C1,...,C,) une base de vecteurs propres de
C™ associée.

Proposition 12.2.25: Solutions de (F) et comportement asympotique

On a Spy = Vect(Yj : t +—> MO 1<j<n.
De plus :
< Si pour tout j € [1,n], Re(\;) < 0, alors toute solution X de (E) tend vers
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0 en +oco.

<1 Si pour tout j € [1,n], Re(\;) < 0, alors toute solution de (£) est bornée
sur R

<1 Si on dispose d'un j € [1,n], Re()A;) > 0, alors ||Y;(2)|| o T
—+00

Démonstration. Se ramener au cas réel, en passant a la partie réelle.

F) Recherche de solutions périodiques **

On considére f une fonction T-périodique. On cherche & résoudre

(B):y' +y=f

On cherche a étudier I'existence et/ou 'unicité de solutions T-périodiques a (E).
Pour cela, démontrons quelques résultats préliminaires.

Lemme 12.2.26: Résolution générale de (E)

Sk = {m —> Acos(z) + psin(z) + f: sin(x — t) f(t)dt, (A, pn) € R2}

Démonstration. Tres classique. Traitons ici le cas 3" + w?y = f.

y1 : t— cos(wt)
yo : t > sin(wt)

<1 Equation homogeéne : oscillateur harmonique. Sy = Vect(y1, y2) o {

<1 Solution particuliére : on utilise la méthode de variation de la constante. On cherche
a'y1 + f'y2 = 0
oy +Byy =1

yp une solution particuliére sous la forme y, = ay; + By2 avec {

Ceci s’écrit ici : pour tout t € I,

{ o (t) cos(wt) + B'(t) sin(wt)

wa! (t) —sin(wt) f(t)
—wd/ (t) sin(wt) + wf'(t) cos(wt) A {

0
f(t) wp'(t) = cos(wt) f(t)

cos(wt)

Soit tg € I. Ainsi, yp, : t > —
w

Par formule d’addition, on conclut

Jt sin(ws) f(s) derM Jt f(s) cos(ws) ds.
¢ w to

L0

t

Yp ot ! sin(w(t — s)) f(s)ds
w Jiy

On en conclut finalement, dans le cas qui nous occupe (w = 1) que

y x> Acos(z) + psin(z) + LL sin(x — t) f(¢) dt.
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Proposition 12.2.27: Solutions périodiques a v +y = f

On considére f une fonction T-périodique, et (E) : y” +y = f. Alors :

<1 SiT ¢ 2nZ, (F) admet une unique solution 7T-périodique.

< SiTe2nZ:
T T
— Si J sin(t) f(t) dt = J cos(t) f(t)dt = 0, toutes les solutions sont T-
0 0
périodiques.

— Sinon, aucune solution n’est T-périodique.

Démonstration. Soit y une solution de (E). Posons g : t — y(t + T'). Alors y est encore
solution de (F).

y est T-périodique <= Yte R, y(t+7T) = y(t)

= Y=y
5(0) = y(0) e
— { 7(0) = 4'(0) par CAUCHY-LIPSCHITZ
y(T) = y(0)
= L
{ y'(T) =y (0)

Or,y : 2 —> Acos(x) + psin(x) + J sin(x — t) f(t) dt donc
0

y : 2+ —\sin(z) + pcos(z) + J cos(z —t)f(t)dt
0
Ainsi,
-
A = Acos(T) + pcos(T) + J sin{(T —t) f(t)dt
y est T-périodique < 0
pw = —=Asin(T) + pcos(T) +f cos(T —t)f(t)dt

J

sin( f(t)dt

—Asin(T) + p(cos(T) — 1) = cos( ) f(t)dt

cos(T)—1  sin(T)
—sin(7T)  cos(T) —1
les cas.

Or, = (cos(T) —1)? +sin?(T) = 2(1 —cos(T)). On distingue donc

< Sicos(T) # 1, id est T ¢ 2nZ, (E) admet une unique solution T-périodique (car le
systéme admet une unique solution).
<1 Sinon, cos(T') = 1 et sin(T) = 0. Alors,

T T

sin(t) f (¢ )(lf—f cos(t)f(t)dt =0

y est T-périodique si et seulement si J
0

0
Cela fournit les deux cas restants.
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IIT) Calcul différentiel et optimisation
A) Différentiabilité

A.1 Différentielles classiques **x*xx

Proposition 12.3.1: Normes

Soit ||-|| une norme sur E. Montrer que ||-|| n’est pas différentiable en 0.

Démonstration. Soit v € E\{0}. L’application t —> f(0g +tv) = |t
en 0. Ainsi f n’admet pas de dérivée selon le vecteur v. f n’est donc pas différentiable en
0.

v

n’est pas dérivable

Proposition 12.3.2: Déterminant

L’application det : M, (R) — R est différentiable. On a de plus pour A € M,,(R),

Vdet(A) = Com(A)

M, (R) — R"

A — C /-(A—l)
linéaire donc différentiable. Le déterminant est une forme n-linéaire sur R". Donc det est
différentiable en tout point de M, (R).

On sait que d(det) € L (M, (R),R) et

Démonstration. ¢; : ou Cj(A) est la j-éme colonne de A est

) det, |
d(det)(A) - H= > S"Z(A)-hy

oa
Giellm]> 7

0 det

Soit (k,1) € [1, /1]2. On veut calculer (A). On développe par rapport a la [-éme
OQk]

colonne :
n

det(A) = Z(-l)'*’ det(Ai)ai

1=1

R
.. Odet
Ainsi

—(A) = (=1)*"det Ay = [Com(A)]. On en conclut que
oag

d(det)(A) - H = Z[Cmn(;l)],'_4,'/1,1,'
i,J

= Tr(Com(A)"H) = (Com(A) | H)

D’ou Vdet = Com(A).
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Proposition 12.3.3: AT A

Soit f : { AMn(R) : %ﬂf&) . Alors f est différentiable et

df(A): H— A"TH+H'" A

Démonstration. f(A+H)=A"A+ ATH+H"A+H"H = f(A) +¢(H)(A) + ||H| e(H)

ot e(H) W} 0 et p(H) linéaire.
H||—0

Proposition 12.3.4: A~}

Soit f : { ELR(R) : ilj?(R) . Alors f est différentiable et

df(A) : H— —A7'HA™!

Démonstration. f est bien définie car GL,,(R) = det ™! {R}, est un ouvert.
f(AA+H) = (A+ H)™ = (I, + A7 H)'A™ = (I, = A7'H + o(H))A™" = f(A) -
A'HAT 4 o(H).

A.2 Coordonnées polaires *xx*xx

Soit © un ouvert de R%. On considére

Q — R
: différentiable sur €
/ {<x,y> — )

Et le changement de variables :

R? R? : : :
Y { - continu et différentiable sur 2

(r,0) — (rcosf,rsinf)

Soit W = ¢ () ouvert. Soit g = foy : (r,0) —> f(rcos@,rsinf). Ainsi g est continue
et différentiable sur W.
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Théoréme 12.3.5: Changement de variables polaire

On les dérivées partielles suivantes :

( ?(r,e) = cosf Z—(rcos@,rsin@) +sin 6 (rcosf,rsinf)
r
Z‘Z( 0) = —rsinf (rcos@,rsinf) +rcosf (rcos@,rsin)
<

of
%

——(rcosf,rsinf) = cosf g—i r,0) e
g

r
cosf

dy
of
oy
of sin 6 (9_9
39

\ @(rcose,rsine) = sind é’_( r,0) . 50 r,0)
Démonstration. <1 On utlise la régle de la chaine.
27( L 0) = 2:}:(1 cos 6, r sin 0) Zj(l ) + ?Z(l cos 6, r sin 0)2’3(7', 0)
gg( 0) = —gf(r cos@,r sm@)a—(r 0) + Z;(r cosf,r sm@);—g( r,0)
d’out finalement
?i(r ) = cos Qg;(r cos 0, rsinf) + smﬁg‘:};(z cos 0, rsin 0)
g‘g(’m 0) = —rsin 9?;’:(1 cos @, rsinf) + rcos 02;(7' cos 0, rsin 0)
. cosf sin 0 ) .
<1 La matrice A = p ) est de déterminant r. Donc pour » > 0, A est
—rsinf rcosf
sin @
cosh —>2
inversible et A~ = . coérﬁ . Donc pour r > 0,
sin 0
-
0
25(1 cosf,rsinf) = (osﬁglg( L 6) — bl? gg( 0)
0
a;(l cosf,rsinf) = slnﬁgi]( 0) + (O; g‘g( 0)

A.3 Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs
* %

Soient E et F' des R-espaces vectoriels de dimension finie.

Lemme 12.3.6: Précisions sur la connexité par arcs dans le cas d’un ou-

vert

Soit €2 un ouvert connexe par arcs. Alors tous points de 2 peuvent étre reliés par
un chemin affine par morceaux.
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Démonstration. Soit a € Q et
W, = {be Q,a et b peuvent étre reliés par un chemin affine par morceaux}

On souhaite montrer que W, = . On sait que 2 est connexe par arcs donc connexe,
d’aprés le Théoréme Les seules parties ouvertes et fermées de 2 sont donc J et
lui-méme.

On montre ainsi que W, est non-vide, ouvert et fermé dans €.

<1 a € W, donc W, # .

<1 Soit by € W,. On dispose de v un chemin affine par morceaux qui relie a et by. Comme
Q) est ouvert, on dispose de 7 > 0 tel que B(bg,r) < Q.
Alors, pour b € B(bo,r), [bo,b] € Q. Donc b peut étre relié a by puis & a par un
chemin affine par morceaux.

bs

Aa

Ainsi B(bg, R) € W,. W, est donc un ouvert.

<1 De plus si by ¢ W,, on trouve r > 0 tel que B(b,r) < W. Pour b € B(by,r),
[bo,b] < Q. Donc si be W, by € W, ce qui est exclu. Donc B(bg,r) € Q\W,. Ainsi
O\W, est ouvert donc W, est fermé.

Par connexité, on a donc W, = Q.

Théoréme 12.3.7: Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert

connexe par arcs

Soit f différentiable sur €2 un ouvert connexe par arcs de E. Alors, f est constante
sur €) si et seulement si

Va € Q, df(a) = 0gp,m)

L’implication directe est toujours vraie, seule la réciproque n’est pas évidente.

. . B . . . . 9
Démonstration. < Démonstration plus simple si  est convexe : Soit (a,z) € Q*. Alors
[a,z] € Q et

1

f@)~ fla) = |

df(a+t(z —a))-(x —a)dt =0
0 ™

=0

donc f est constante sur €.
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< Cas général : on utilise le lemme précédent. Soit (a,z) € Q2. Considérons v un chemin
affine sur chaque [t;,¢; 1] reliant a a z, 00 0 =t9 <t < --- <ty = 1.
Comme par le premier cas,

FOHt1)) — FOr(ty) = j Af((s)) +'(s) ds = 0
Ainsi f(a) = F(3(t0) = F(v(t2)) = - = F(x(ta)) = f(x), et f est constamte.

A.4 Applications affines de jacobienne antisymétrique *

Soit n € N*,

Lemme 12.3.8: Applications affines

Soit f € F(R™,R") différentiable. Alors, f est une application affine si et seulement
st sa différentielle est constante.

Démonstration. < = : Supposons que pour z € R", f(z) = p(z) + b ou p € L(R") et
be R". Alors pour z € R", df(x) = ¢. Ainsi Papplication = — df(x) est constante.

<1 < : Supposons que pour tout z € R", df(x) = ¢ € L(R"). Posons b = f(0). Alors,

1 1
f(x) — £(0) = f Af(tz) -z dt = f o(z) dt = p(z)

0 0

Ainsi f @z o(x) + b.

Lemme 12.3.9: Un lemme sur les permutations

Soit X un ensemble quelconque et ¢ : X2 — R vérifie

V(J"aya Z) € X3,¢(33,y, Z) = d)(y7$7 Z) = —¢(Z,y,$)

alors ¢ = 0.

Démonstration. Soient x1, 2,23 € X. Soit 0 = (12 3) € Gs.
Alorson a (;5(:L’1./ 9, {L'3) = (;5(1‘03(1), l‘azz(g), l‘aza(g)) = (—I)ng(wl, o, J,g) Ainsi, gf)(l‘l, o, Lg) =
0 et ¢ est nulle.

On rappelle que pour f € F(2,R"™) (2 un ouvert de RP) différentiable en a € €2, on
définit la matrice jacobienne de f en a :

dfi
@)
Lj i,5€[1,n] x[1,p]

T(f)(a) = Matas o (df(a)) = (
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Théoréme 12.3.10: Applications de jacobienne antisymétrique

Soit f € C*(R™,R™). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Il existe Ae A,(R), beR", f : x> Ax +b;
2. Ve e R", J(f)(x) € A, (R).

Démonstration. < (2) = (1) : Par antisymeétrie de la jacobienne en tout point,
V(i,j, k)€1, nﬂs NVreR", ———(z) = ——2—(2)(x)
00T 0x0x;

IN

On pose ¢ : ofi . Alors :

(J, k,i) > (x)

[1 .//ﬂ:)’ — R

) )
0x 0T

ok, j,1) = &(j, k, i) par théoréme de SCHWARZ
o(k,j,1) = —o(k,i,j) par (%)

ja i
Ainsi par le Lemme [12.3.9] ¢ = 0. Donc pour tous (7, j, k) € [1,n]*, (”1(?1
R” T ROT 5
Af£.
Donc pour tous (3, j), ;—I/ = a;j constante. Ainsi, z — J(f)(x) = (aij)ije[1 ,n] =
Ae A,(R). !
Enfin, par le Lemme [12
on a la forme voulue.

< (1)=(2) : SizeR",

(S aax :
T (f) (@) = (( gty D) (a>>
i,7€[1 .nﬂ')

=0 sur

3.8 la différentielle de f est constante donc f est affine,

0
= ((I’v‘/'f)[._/'e[[] .//]]2
Ae A, (R)

B) Espaces tangents **x

On considére dans cette sous-partie £/ un R-espace vectoriel de dimension finie.

B.1 Définition

Définition 12.3.11: Vecteur et espace tangent

Soit X une partie de F, et a € 3.
Alors on dit que v € F est tangent a ¥ en a §'il existe € > 0, v € D! (]—¢,¢[, E),
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tel que :
Vi€ ]|—e,e[,v(t) e X
7(0) =a
7(0) =wv

On définit 'espace tangent a X au point a, noté 7,X, comme I’ensemble des vecteurs
tangents a X en a.

Attention néanmoins, en général 'espace tangent a une partie n’est pas un espace
vectoriel. Remarquons que dans la majorité des cas, 7,2 sera un espace vectoriel, mais il
ne faut pas tirer de généralité.

En realité, T,¥ est un sous-espace vectoriel de R™ lorsque ¥ est une sous-variété C! de R”
(largement hors-programme).

B.2 Exemples

Proposition 12.3.12: Espace tangent 4 une sphére

Soit a € S(0, R) € E, R > 0. Alors 7;S(0, R) = Vect (a)*.

Démonstration. Par double inclusion. Notons ¥ = S(0, R).

< = : Soit v € T,X. On a v = +(0) ot v : ]—e,e[ — R™ et pour tout ¢t €
|—e,e[,7(t) € S(0, R), v(0) = a. Ainsi,
2 2
@I = R?
En dérivant pour tout t € |—¢, [, 2{7/(t) | y(t)) =0 soit en t = 0, v € at.

<1 < : Soit v € Vect (a) . Si v = 0, le chemin constant égal a a convient. Sinon, posons
v i
u = R—— de norme R. On pose :

[l

R — F

v t +—— cos MT a + sin M?‘ U
R R

De la sorte, pour tout t, H*(/)H‘) = R? 7(0) = a et 7/(0) =

Démonstration. < <« : Soit A € A,(R). Considérons le chemin ~ : ¢t — e, Alors :
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— Vte R, y(t) € O, (R)

< = : Soit A € T7, On(R). Alors on considére v : |—e,e[ = O,(R) tel que v(0) = I,
et 7'(0) = A.

Ainsi pour t € R, v(t) 'y(t) = I,,. La dérivation de cette égalité donne : ~/(t) " y(t) +

~(t) "4/ (t) = 0. Puis finalement en évaluant en 0 on obtient AT + A = 0.

T

Proposition 12.3.14: Espace tangent en [,, de SL,(R)

71, SL,(R) = Ker Tr

Démonstration. < < : Soit A de trace nulle. Considérons le chemin 7 : ¢t — . Alors :
o 7’(()) = In
— ~(0)=A

]I.\:(‘(]:l

— Vte R, dety(t) = e
<1 = : Soit A € T1,SL,(R). Alors on considére v : |—e,e[ — SL,(R) tel que v(0) = I,
et 7'(0) = A.
Ainsi pour t € R, detv(t) = 1. La dérivation de cette égalité donne, d’aprés la
différentielle du det : Tr(Com(v(¢)) ~'(t)) = 0. Puis finalement en évaluant en 0 on
obtient Tr(A) = 0.

Proposition 12.3.15: Graphe d’une fonction de I dans R

Soit f € DY(I,R), on I est un intervalle de R. Notons T' le graphe de f et D la
droite tangente & f en xg. Alors :

X
D= (f(;)o)) + ﬁwo,f(xo))r

Démonstration. <0 Soit v € T(zy f(ze)l- Alors v = ~'(0) avec ¥(0) = (zo, f(z0)) et
o ]ee — T
o { t — (z(t),y(t) = f(z(1))
D’ou
v =1+/(0) = (2/(0),2"(0) f'(x(0))) = 2'(0) (1, f'(x(0)))

(
1
Ainsi, Tyt € Vect : .
v Tz, f(z0)) (71/(1“))>
<1 En prenant v : t —> (29 + ta, f(zo + ta)), on a

"

el

1
7(0) =a (fl(.l'(l)) € T(zo, f(zo))T

Ainsi, on a égalité.
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B.3 Lignes de niveau

Théoréme 12.3.16: Espace tangent & une ligne de niveau

Soit Q € E, et g e C'(Q,R).

Soit ¥ = ¢! ({a}) = {z € E, g(z) = a}.
Soit a € 2 tel que dg(a) # Oz(pR).-

Alors, 7,% = Ker(dg(a)) est un hyperplan.

Démonstration. Hors-programme, car nécessite un résultat difficile : le théoréme des fonc-
tions implicites.

Remarquons que dans R", on peut donner l’équation de cet hyperplan. En notant
Y1(t), ...,y (t) les coordonnées de v(t) dans la base canonique, on a pour tout ¢ :

Yty e g Ha} <= gn(t),...,m) =

= Z 59 (71( Yy (t)ve(t) = 0 par régle de la chaine

Finalement (en évaluant en ¢t = 0) ’équation de ’hyperplan tangent est :

(Tag™" {o}) - Z;—g k=0

Corollaire 12.3.17: Cas euclidien

Soit Q C E euclidien, et g € C}(Q,R).
Soit ¥ = ¢~ ({a}), et a € Q tel que Vg(a) # 0.
Alors, T,% = (Vg(a))*.

Démonstration. Provient du fait que dg(a) : h—— (Vg(a) | h).

On retrouve par exemple un démonstrations plus simple du fait que 77, SL,(R) =
Ker Tr. En effet, d(det)(I,) : H — Tr(Com' (I,)H) = Tr(H) # Op4, )+ donc

71,SL,(R) = Ker Tr
On peut également trouver lespace tangent a un graphe en 2D (déja vu), ou en 3D :

Soit ©Q wun ouvert de R?* et f € CYQR). Notons Iy =
{(z,y,2) e R®, (2,y) € Q, 2 = f(x,y)} le graphe de f.
Montrer que pour (xg,yo) € R?,

1 0

— 0 1
T(xoayo)rf = Vect a_f(x ) ) g(rﬂ o)
o 05 Y0 ay 0,90
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[ On pourra poser g : (x,y,z) — z — f(x,y). ]

C) Equations aux dérivées partielles

C.1 EDP classiques *x*x*

Proposition 12.3.18

Pour f € C'(R? R), considérons

of _ o _

(E) ry5 & 0

Les solutions sont

{@y)— g(Va> + ), g€ C'RLR) |

Démonstration. On fait un changement de variables polaire. Posons :

7. Q=RI x]-m,7n[ — R
T (r,0) —  f(rcosf,rsinf)
Alors,
s . .Of ‘ of N
(E) < VY(r,0) € Q,rsinf——(rsinf,rcosf) — rcos—=(rcosf,rsinf) =0
ox oy
— Y(r,0)eQ —,-%(, 6) =0
P

Ainsi, f(r, 0) = g(r), id est f(x,y) = g(n/ 22 + y?).

Proposition 12.3.19

Pour f € CY(R. x R,R), considérons

Les solutions sont

fi (e (). |5 5}

Démonstration. On fait également un changement de variables polaire. Posons :

i Q:}g*fx]_f_‘.g[ > R
o (r,0) RSN f(rcosf,rsinf)

N |
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Alors,

(F) < V(r,0)¢ Q, 7 cos ():l(/'ﬂill 0,rcosf) + rsin (/g(r(-(m 0,rsinf) =0
ox oy

A

> VY(r,0)e Q, /-:—'/(;g 6) =0
or

/I

Ainsi, }[(/ 0) = g(0), id est comme 6 € ]—g , :)[ flx,y) =g (Ar("mn (Z>>

Wi

Théoréme 12.3.20: Equation de d’ALEMBERT

Pour f € C'(R? R), considérons

2 2
() 5L - 2%]

oz Sz 0

Les solutions sont

{(x,t) — H(z —ct) + H(x + ct),H € C' (R,R)}

Démonstration. Vue en cours de physique des ondes.

C.2 Calcul du laplacien en polaires *x*x

Proposition 12.3.21: Laplacien en polaire

: : 7 R x |-7m, 7| — R
2 2 . + 3
Soit Q < R*. Soit f € C*(Q, R). Soit f : { (r. 0) s f(rcosf,rsinf)
Alors : - ~ )
1 1
Af(rcosf,rsinf) = %(r, 0) + ;g—‘i(r, ) + ﬁgeé(r’ 0)

Démonstration. Notons

77 }‘. )AN 77 .“),\7
g : (r,0) — cos ()(,‘—'/(/'. 0) — st (,‘—/ (r,0) et h : (r,0) —> sin()(,‘—'/(/z 0) + cost (_\'/ (r,0)

or r 00 or r 00

Alors d’apreés les expressions obtenues au Théoréme [12.3.5]

"2 p . ‘\

o0°f 0g 0 dg sinf dg
> = — =cosf— — —=

or? Oz or r 00

Ao T . z . —

o‘f sinfcdf sinf oOf
=cost | cosO—5 + — =, — P

or re 00 r  orob

sin 0 2f  cosOdf sinfo*f
_ sin (_ sinHi—f +(-()HH: f _ cos of _ sinf ¢ f)
or orol

r 0 r 00 r 002
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A2 ¢
On applique le méme principe pour obtenir —=. Ensuite,
dy
2f  o*f  0%f 1of 1 o2f
Af =—5+ — 0)+ ———(r,0)+ —-—=5(r0
/ or?  Oy? “72< ) r (77'( ) r2 (702( )

C.3 Applications a-homogénes **

Théoréme 12.3.22: Définition des applications a-homogénes

Soit f € Cl(R”,R), et a € R fixé. Alors, les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Ya e R", Y > 0, f(ua) = pu® f(a)

2. YaeR", df(a)-a = af(a)

3. Vze R",;ngi(x) = af(x)

Une telle application est dite a-homogéne.

Démonstration. < (2) <= (3) : par définition de df(a) - a.

< (1) = (3) : On suppose que Va € R"Vu > 0, f(ua) = pu®f(a). En dérivant par
rapport a u € R,

o uid
Va e R™, ap® ' f(a) = M(a)
op
n f\ . n\ .i ;
— 2. :1/, (//(l)c(gij) (a)

n Ap
of

= Z v"/ﬁT(/”’)
P— ox;

nooAp
. o .
Avec p =1, on obtient : Z ,"/ (a)z; = af(a).
ox;

i=1
<1 (2) = (1) : Soit v : t —> f(ta). 7y est dérivable car f est différentiable. Ainsi,

7 (t) = df(ta) - a
= %(d,/‘({,a) -ta) = %(1,/”(/(1)

Y (t) = —(t)

Ainsi, si ¢ : t— y(t)e In(t) ¢'(t) =0. Donc v : t —> Ct*,C € R.
En évaluant en t = 1, v(1) = f(a) = C donc f(ta) = f(a)t®.
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Exemple 12.3.23: Application

Résoudre, pour f € C1(R?,R), I'équation

B): 2L Y

ox oy

2 3
< On remarque que f, : (z,y) — g\/ a3 +y3 est E—homogéne. En effet,

ot ) = S/BT + B = b fy ()

<1 Donc f, vérifie d’aprés la proposition précédente

Af(a)w = 2 () = Vb P

c’est-a-dire que f, est solution particuliére de (E).
of . of

<1 Ainsi, f est solution de (E) si f — f, est solution de T —i—yaf = 0. D’apreés
x y

la Proposition 12.3.19, f — f, ne dépend que de 6 = Arctan (E)
x

Ceci s’écrit avec les notations précédentes : f(r,0) — f,(r, 0) = g(0).
Or, f et f, sont continues en (z = 0,y = 0) c’est a dire que r — f(r,0) et
7+ fp(r,8) sont continues en 0 & 6 fixé. Donc :

9(0) = 1im (f(r,0) = Fo(r,0)) = F(0,0)=1,(0,0) = £(0,0)=£,(0,0) = £(0,0)

r—

Ainsi g est constante.

< Donc f — f, = C' € R. On vérifie que toutes ces fonctions sont solutions et
on conclut que I’ensemble des solutions est :

2
{(;v,y) — C + g\/xi” +y3,CeR}

D) Optimisation

D.1 Exemples trés classiques *xxxx

Proposition 12.3.24: Exemple introductif

R* — R
1 1 .
x §xTAx —b'x= §<x | Axy — (b | z)

Alors f atteint un minimum global en A™1b.

Soit A € ST (R) et be R™. Soit f : {

Démonstration. Calculons en premier lieu df.
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Pour z,h e R",

df(z)-h = %<:xr Ah) + %Uz, | Az) —<(b| h)y =(Az —b | h)

Ainsi, Vf(x) = Az —b.

Donc, si f a un extrémum en a € R™, Vf(a) = 0 si et seulement si a = A~'b. Prouvons
maintenant que cet extrémum existe.

On remarque pour cela que || f(x)|| P +0o0. En effet,

A1

NTES 2 y +o0

1F @)= 5 llall” = Mol llall > +e0
Ainsi, on trouve R > 0 tel que pour = € R" tel que [|z]| > R, f(z) = f(0) + 1. Ainsi,
min f(x) = min f(x) qui est atteint (car f est continue sur la boule fermée de rayon
xeR" z€B(0,R)

R compacte).

Théoréme 12.3.25: Théoréme spectral

Soit A € S (R). Alors A est diagonalisable en base orthonormeée.

Démonstration. 11 suflit de trouver un vecteur propre de norme 1 de A. En effet si x( est

un tel vecteur, on construit une base orthonormeée de vecteurs propres de A par récurrence,

en induisant sur (Rzg)t

R" — R

r +— (Ax|z)

<t On montre tout d’abord que f admet un extrémum sur la sphére unité S(0, 1).
f atteint son maximum en xg € S(0,1), car f est continue sur la sphére unité, qui
est comapcte.

< De plus, pour (z,h) € (R)?, df(z)-h = (x| Ah) + (h | Az) = (2Ax | h). Ainsi
Vf(z) =2Ax.

Donc, appliquons le théoréme des extrémas liés :

Considérons pour cela 'application f : {

— On remarque que S(0,1) = g {1} sig : . — (x| 2) = ||z|>.

— Alors, fig-141; admet un extrémum en zo.
On trouve donc X € R, Vf(xg) = AVg(zo) = 2Axo. Ainsi Axy = Axg, et xo € S(0, 1)
est vecteur propre de A.

D.2 Cas particulier ou || f(z)|| — T xxx
T—+0

Nous avons déja rencontré ce cas lorsque nous avons traité

R" — R
f: 1 + T+ 1
Tz g Az —b x—§<x|A$>—<b|x>
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Lemme 12.3.26: Le minimum global de f est atteint

Si || f(z)]] ot le minimum global de f est atteint.
Tr—+00

Démonstration. Soit A > 0 tel que pour tout € R" tel que ||z|| = A, f(zx) = f(0) + 1.

Ainsi min f = min f qui est atteint.
Rn B(OR)

Donc f atteint son minimum global sur R".

Proposition 12.3.27: Fonction C! ot df(z) est inversible

Soit f € CH(R™,R") telle que :
< VzeR", df(z) € GL(R")

< f@ T +°

Alors f est surjective.

Démonstration. Trés classique. Soit b € R", on veut montrer qu’il existe a € R", f(a) = b.

— R
9 , et on montre que g(xr) ——— +00.

R’n
<1 Posons pour cela g : . | f(x) = b N
x > J|JT) — e

Soit A > 0. On dispose de R > 0 tel que pour ||z| = R, ||f(z)| = VA + ||b]|.
T
Ainsi ||[f(z)|| = b = |[[f(z)] = ||b]]] = VA et donc g(x) = A.

<1 On en déduit par le lemme que g atteint son minimum global en a € R™. On montre
que g(a) = 0, c’est-a-dire que f(a) = b.
On a dg(a) = Ogwn g)- Or, dg(a) : h— 2{df(a)-h| f(a) —b). On en déduit que

Vhe R",{ df(a) -h | f(a) —b) =0

eGL(R™)
Ainsi pour tout k € R",

(k| f(a) = by =0 dott f(a) =b
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E) Fonctions convexes

E.1 Définition **

Définition 12.3.28: Fonction convexe

Soit 2 un ouvert convexe de R".
Soit f € F(2,R). On dit que f est convexe si

V(z,y) e RVt e [0,1], f(1 —t)z +ty) < (1 —t)f(z) + tf(y)

On considére dans la suite  un ouvert convexe de R”.

Lemme 12.3.29: Une équivalence bien pratique

Soit f e F(2,R). f est convexe si et seulement si

2 ) [O , 1] — R
V(x7y) € 790337?/ . { t — f((]. o t)ﬂf + ty) est convexe
Démonstration. < < : On applique ceci avec t; = 0 et to =1, s € [0, 1]. Alors

?:L‘-y((l —8)t1 +t25) < (1 — 5’)531:.1/(“) + 5?1;1/('%2)

ce qui fournit f((1 —s)z+sy) < (1 —s)f(z) + sf(y).

< = : On suppose f convexe. Soient (t,t2) € [0,1]%. Soit s € [0,1]. Posons : 7 =
(1 — 8)t1 + sty. Alors :

1 =1 —t))z+t1y

Cay(T) = f((1 =T)z +1Yy) = f((1 — s)x1 + sx2) on { vy = (1— o)z + toy

Ainsi @z4(7) < (1 —35)f(z1) + sf(x2) < (1 = 8)pay(t1) + s@ay(ta).

E.2 Fonctions convexes différentiables x*

Théoréme 12.3.30: Caractérisation de la convexité avec le gradient

Soit f € F(,R) différentiable. Alors, f est convexe si et seulement si

V(w,y) € Q2 fy) = f(a) +(Vf(z) |y —2)

Démonstration. <1 = : On utilise la fonction ¢, , définie précédemment.
Comme f est convexe, pour z,y € R, ¢ = ¢, , est convexe. Ainsi : p(1) = ¢(0) +
©'(0)(1 — 0).
Or f est différentiable donc ¢ est dérivable. Pour t € [0, 1], ¢'(t) = df(x +t(y —z))-
(y—z)={(Vflz+tly—=x)) |y —z).
Dot f(y) > f(x) +(Vf(x) |y — o).
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< < : Soient (z,y) € Q2. Posons pour t € [0,1], z = (1 —t)z + ty. D’apres I’hypothese,

{ fl@) =f

fly) =f

Par combinaison linéaire, (1—t) f(x)+tf(y) = f(2)+Vf(z) | 1 = t)(z — 2) + t(y — 2)).

~-
=(

(z2) +<{Vf(z) | x—2)
(2) +<{Vf(2) |y— 2

)
Ainsi, (1 —t)f(x) +tf(y) = f(2). Donc f est convexe.

Proposition 12.3.31: Tout extrémum local est un minimum global

Soit f € F(Q2,R) convexe différentiable. Si f a un extrémum local en a € Q, alors
c’est un minimum global.

Démonstration. On a V f(a) = Ogn. Par le théoréme précédent, Vo € Q, f(x) = f(a) +0.

Proposition 12.3.32: Croissance du gradient

Soit f € F(£,R) différentiable. Alors f est convexe sur €2 si et seulement si

V(:L‘,y) € QQ,<Vf(y) - Vf(l‘) | Yy — $> 2 0

Démonstration. <1 = : On propose deux démonstrations.

— D’apres le Théoreme [12.3.30) f(z) = f(y) +<{Vf(y) |z —y) et f(y) = f(z) +
(Vf(y) | y —x). En sommant, il vient :

0=2<(Vf(x)|ly—az)+<{Vfy) |z—y

d’otut le résultat.

— gy est convexe et dérivable donc ;’ est croissante. Or
/ INT *~
o t— V(1 —-t)z+ty) |y —x)

Ainsi, ¢'(1) — ¢'(0) = 0.
< < : On montre que pour tous (z,y) € Q% ., est convexe sur [0, 1].
Pour cela, on montre que ¢, , est croissante sur Iintervalle. On a : ¢}, : t —>

VI —t)z + f;/) |y — ).
Soit (s,t) € [0, 'l]‘), s < t. Alors,
O'(t) —¢'(s) =<Vf(L=t)x +ty) = V(1= s)z+sy) |y —z)
E/Q_J %,;—/
=Y =T
Or,g—2 = (t—s)(y—x). Dou,
1
t—s

=0

O (t) — ' (s) =(Vf(§) - V(@) | §— )
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E.3 Fonctions convexes C? x

On considére désormais f € C?(Q, R).

Lemme 12.3.33: Développement limité & ’ordre 2

1

V) € P fy) = flo) + (Vi@ | oy — o) + J;<1 ~ By -
DTH() (- t)z + ty) (y — )

Démonstration. Posons pour (z,y) fixés, ¢ = ¢, ,. On a :

n 6f

=1 0%

©py o L (Vf(1=t)z+ty) | y—z) = (1-t)z+ty)-(yj—x;) = df(1-t)z+ty)-(y—x)

On redérive par rapport a t :

0= 3D (1=t + 1) (i~ )y — )

Comme ¢ est C?, par formule de Taylor reste intégral,

1
P1) = 9(0) + 1)+ | (1= 00

d’ou le résultat.

Théoréme 12.3.34: Caractérisation de la convexité avec la hessienne

[ est convexe si et seulement si Vo € Q, H(f)(x) € S} (R).

Démonstration. < < : Supposons que Yz € Q, H(f)(z) € S} (R).
Soient (z,y) € Q2. Alors pour t € [0, 1],

(y— o) TH(F) (1 =Dz + ty)(y —2) > 0

et f(y) = f(z) +{Vf(z) |y —x) d’ou la convexité.

<1 = : Supposons f convexe. Soit z € 2, h € R™ {0}, r > 0 tel que B(z,r) € Q. On
veut montrer que h' H(f)(h)h = 0.
Par 'absurde, si h' H(f)(h)h < 0, pour [t| < & tel que & ||h|| <, h" H(f)(z+th)h <
0.
Soit y = x + dh. Alors :

1
£6) = F(@) = (Tf(a) [y =) +8* | (1= 0) KT H()(a + t6h) o

<0

d'on f(y) < f(z) —{(Vf(y) | y — x), c’est absurde.
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F) Extrémas et laplacien **
F.1 Signe du laplacien en un extrémum local

On considére dans cette sous-partie € R” ouvert, et f € C*(,R).

Proposition 12.3.35: Signe du laplacien en un extrémum local

Si f admet un minimum local en a € Q, Af(a) = 0.
Si f admet un maximum local en a € 2, Af(a) < 0.

Démonstration. H(f)(a) € S,, (R). Or Vj € [1,n], en notant e; le j-éme vecteur de la base
N2 r
canonique, —5(a) = ¢ : H(f)(a)e; =0 d’ou

ox )
J

On fait de méme pour le maximum.

F.2 Principe du maximum et fonctions harmoniques

Proposition 12.3.36: Principe du maximum si Af >0

oit f e C%(B(0, R),R) telle que f € C*(B(0, R),R).
On suppose Af > 0 sur B(0, R).
Alors f atteint son maximum sur S(0, R).

Démonstration. Comme f est continue sur un compact, elle atteint son maximum en a €
B(0, R).
Par I’absurde si a € B(0, R), par ce qui préc-de, Af(a) <0, absurde. Donc a € S(0, R).

Définition 12.3.37: Fonction harmonique

Une fonction f C? sur un ouvert Q est dite harmonique si Af = 0.

Proposition 12.3.38: Principe du maximum pour les fonctions harmo-

niques

Soit f € C°(B(0,R),R), f € C*(B(0, R),R) harmonique sur B(0, R). Alors :

max ) = Imax X
er(o,R)f( ) :ceS(OR)f( )
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Démonstration. 1dée de preuve trés classique.

. . : 1 :
On pose pour k € N*, fr. : x +—> f(z) + Z H)HZ
n !
On pose g : 2 — ||z||* = Z 17) ainsi Vg(z) = 2.
J=1
Ainsi, pour x € B(0, R),

. . 1 2n
AU@) = Af (@) + 1 Ag(e) = 7 > 0
Par ce qui précede, on dispose de xp € S(0, R), fr(xx) = max fr. Comme S(0, R) est
B(0,R)

compacte, on dispose de # une extractice telle que

Toky — y € S(0, R)
k— 4o

Alors

2

: . 1
f()(’;«)("u(/.w)) = f(-l‘()(l,-)) + m H-’If()(i«)H (y)

k—+o00

Ainsi f(y) = / lim  fory(zg(k))- Donc, pour tout = € B(0, R), pour tout k € N*,
kK——+00
2 9
_ _ x| _ R*
f(x) = fouy(z) — o(k) < fowy (o)) — 0]
—~1) -0

Donc en passant a la limite,

f(z) < f(y)

F.3 Expression polaire pour une fonction harmonique R?

Soit ) < R2.

Proposition 12.3.39: Expression intégrale

Soit f € C*(Q,R), telle que Af = 0 sur Q.
Soit (a,b) € Q% et R > 0 tels que B ((a,b), R) < Q.
Alors, pour r € [0, R,

21

1
fla,b) = — fla+rcosf, b+ rsinf)dd
2w 0

Un rapprochement peut étre fait avec la formule de CAUCHY (vue au Théoréme ,
qui était valable pour une fonction développable en série entiére. Les notons de fonction
harmoniques, développables en série entiére sont étroitement reliées, par le concept d’ho-
lomorphie (dérivabilité sur C).

On peut en fait montrer que la formule de CAUCHY est une conséquence directe de cette
Proposition.
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Démonstration. On prend f : (z,y) —> f(a + x,b + y), pour se ramener au cas ou
(a,b) = (0,0). On pose

[0,R] — R
R 1 27 )
r —_ — f(rcosf,rsinf)de
2 0

On souhaite montrer que ¢ est constante. Posons f : (r,0) —> f(rcos®,rsinf). Ainsi

pour 7 € [0, R,
1 21

pr)=o— | f(r0)do

21 Jo
< e %[0, R]) : théoréme de continuité des intégrales a parameétres.
— A0 fixé, r — f(rcos6,rsinf) est continue sur [0, R|.
— A rfixé,0 — f(rcosf,rsinf) est continue par morceaux sur [0, 27].
— Pour tous (r,0), |f(rcosf,rsinf)| < ||f||oo7§(07R) = 11(0) intégrable sur [0, 27].
Par le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, ¢ € C°([0, R]).
< ¢ e C*(]0,R][) : théoreme C? des intégrales a parameétres.
— A6 fixée,r — f(r,0) est C2.
, _— : of of
— A r fixe, les applications 6 — f(r,0), 0 — ﬁ(r,ﬂ) et 0 +— %(r, ) sont
continues donc intégrables sur [0, 27].
— Pour tout r € [e, R[ (¢ > 0), pour tout 6 € [0, 27],
*f *f

W(r, 0) —=(r,0)

002 = ¢2(9)

o,[e ,R]x[0,27]

~

avec 1y intégrable sur [0, 27]
Par le théoréme C? des intégrales a paramétres, ¢ € C2(]0, R][).
< EDL vérifiée par ¢ : Toujours d’aprés le théoreme C?, pour r € 10, R],

1 2w af
, [ — ——
or)y = om )y ar Er, 0)de
1 2T 62]0
" .
¥ (T) - ot 0 07'2 (7’, 9) dﬂ
. L 1of L o°f -
Or, Af(rcosé,rsind) = 0 soit ﬁ(r, ) + ;g(r,ﬁ) + ﬁﬁ(r’ 8) = 0. Ainsi,
ey s Ly = L [T _
¥ (T) + 7“90 (T) - 27'('7"2 0 602 (Tv 0) dg =0

car 0 — a—g(r, 0) est 2m-périodique, comme dérivée d’une fonction 27-périodique.

Ainsi :

10,R[ —

La résolution de 1’équation différentielle améne que ¢ : {
—>

R
A pour A € R.
,

Ainsi, pour 7 € |0, R[, ¢(r) = An(r) + p.
Par continuité de ¢ sur [0, R[, A = 0. Finalement, ¢ = u = ©(0) = f(0,0), ce qui fournit
le résultat souhaité.
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