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Chapitre 1

Suites et séries numériques

I) Suites

A) Suites sous-additives et lemme de Fekete ���

Dé�nition 1.1.1: Suite sous-additive

Soit punqnPN une suite réelle avec u0 � 0. Alors on dit que punqnPN est sous-additive
si :

@n, p P N�, un�p ¤ un � up

Lemme 1.1.2: Fekete

Soit punqnPN une suite sous-additive.

� Si
!uk
k
, k P N�

)
est minoré, alors lim

nÑ�8
un
n
� inf

kPN�
uk
k
.

� Sinon, lim
nÑ�8

un
n
� �8.

Démonstration. � Supposons dans un premier temps
!uk
k
, k P N�

)
minoré. Considé-

rons ℓ P R sa borne inférieure.
Soit ε ¡ 0. Alors on dispose de k P N� tel que : ℓ ¤ uk

k
¤ ℓ� ε.

Par récurrence immédiate sur la dé�nition de la sous-additivité, pour p P N� et
r P N�, upk�r ¤ puk � ur.
On prend r ¥ k et on e�ectue la division euclidienne (DE) de n par k :

un ¤ t
n

k
uuk � un�ktn

k
u

Ainsi :
un
n
¤ tnk u

n
k

uk
k
�
un�ktn

k
u

n
¤ tnk u

n
k

uk
k
� max t|u1|, ..., |uk�1|u

n

On en déduit qu'à k �xé, lim
nÑ�8

tnk u
n
k

uk
k
�
un�ktn

k
u

n
� uk

k
. Il existe donc N ¥ k tel

que :

@n ¥ N,
tnk u
n
k

uk
k
�
un�ktn

k
u

n
¤ uk

k
� ε ¤ ℓ� 2ε
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Finalement :
@n ¥ N, ℓ ¤ un

n
¤ ℓ� 2ε

donc
un
n
Ñ ℓ.

� Si ℓ � �8, on procède de même, on �xe k ¥ 2 et on dispose de N P N tel que

@n ¥ N,
un
n
¤ uk

k
� ε.

Exemple 1.1.3: Application probabiliste du lemme de Fekete

Soit x un nombre réel et pXnqnPN� une suite de variables aléatoires réelles mutuel-
lement indépendantes et de même loi. Pour tout n P N� on note Yn la variable
aléatoire réelle dé�nie par

Yn � 1

n

ņ

k�1

Xk

1. Montrer que si PpX1   xq � 1 alors pour tout n P N�, PpYn   xq � 1 et que
si PpX1 ¥ xq ¡ 0, alors pour tout n P N�, PpYn ¥ xq ¡ 0.

� On suppose que PpX1   xq � 1 et on pose Ω1 �
n£
i�1

pXi   xq.
Par indépendance, on a

PpΩ1q � P

�
n£
i�1

pXi   xq
�
�

n¹
i�1

PpXi   xq

Comme les Xi ont même loi alors, pour tout 1 ¤ i ¤ n, PpXi   xq � PpX1  
xq.
D'où PpΩ1q � pPpX1   xqqn � 1.

Si ω P Ω1, alors
ņ

i�1

Xipωq   nx donc Ynpωq   x. On a donc Ω1 � pYn   xq
d'où PpYn   xq � 1.

� On suppose que PpX1 ¤ xq ¤ 0. Pour ω P
n£
i�1

pXi ¥ xq, on a

Ynpωq � 1

n

ņ

i�1

Xipωq ¥ x

D'où PpYn ¥ xq ¥ P

�
n£
i�1

pXi ¥ xq
�
�

n¹
i�1

PpXi ¥ xq � pPpX1 ¥ xqqn ¡ 0.

2. Soit m et n deux entiers naurels non nuls. Montrer l'inclusion d'évènements
suivante : �

tYm ¥ xu ^
#
1

n

m�ņ

k�m�1

Xk ¥ x

+�
� tYm�n ¥ xu

et en déduire l'inégalité

PpYm�n ¥ xq ¥ PpYm ¥ xqPpYn ¥ xq
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Soit ω P pYm ¥ xq X
�
1

n

m�ņ

k�m�1

Xk ¥ x

�
. On a :

1

m

m̧

k�1

Xkpωq ¥ x et

1

n

m�ņ

k�m�1

Xkpωq ¥ x.

Ainsi,
m̧

k�1

Xkpωq ¥ mx et
m�ņ

k�m�1

Xkpωq ¥ nx, d'où Ym�n ¥ x et ω P pYn�m ¥ xq.

On en déduit que PpYn�m ¥ xq ¥ P

�
pYm ¥ xq X 1

n

m�ņ

k�m�1

Xk ¥ x

�
. Les Xi sont

indépendantes donc Ym et
1

n

m�ņ

k�m�1

Xk le sont aussi, puis

P

�
pYm ¥ xq X 1

n

m�ņ

k�m�1

Xk ¥ x

�
� PpYm ¥ xqP

�
1

n

m�ņ

k�m�1

Xk ¥ x

�

Les pXiq ont la même loi donc

P

�
1

n

m�ņ

k�m�1

Xk ¥ x

�
� PpYn ¥ xq

puis
PpYm�n ¥ xq ¥ PpYn ¥ xqPpYm ¥ xq

3. Démontrer la convergence de la suite�
pPpYn ¥ xqq 1

n

	
nPN�

Soit x P R.
Si Ppx1   xq � 1 : Dans ce cas, on a, pour tout n P N�, pPpYn ¥ xqq 1

n �
p1� PpYn   xqq 1

n � 0.

D'où la convergence de la suite
�
pPpYn ¥ xqq 1

n

	
nPN�

.

Si 0 ¤ PpX1   xq   1 : Pour tout n P N�, 0 ¤ PpYn ¥ xq ¤ 1.
On pose

un � � lnpPpYn ¥ xqq ¥ 0

Par le point (2), la suite punq est sous-additive, donc
�un
n

	
nPN�

est convergente

d'après le lemme de Fekete. L'image de cette suite par la fonction continue exp

n'est que la suite
�
pPpYn ¥ xqq 1

n

	
nPN�

d'où sa convergence.
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B) Suites sous-géométriques et sur-géométriques ��

Dé�nition 1.1.4: Suite sur-géométrique

Soit punqn P pR��qN. On dit que punqnPN est sur-géométrique si
un�1

un
Ñ �8.

Proposition 1.1.5: Sommes partielles d'une suite sur-géométrique

Soit punqnPN une suite sur-géométrique. Alors en notant pSnqnPN �
�

ņ

k�0

uk

�
nPN

,

on a :
Sn � un

Démonstration. D'après la règle de d'Alembert, comme
un�1

un
Ñ �8,

¸
un diverge.

De plus
un
un�1

Ñ 0 donc un � opun�1q.
¸
un�1 est une série divergente à termes positifs,

donc d'après le théorème de sommation des relations de comparaison, on a :

n�1̧

k�0

uk � o

�
n�1̧

k�0

uk�1

�

Ainsi Sn�1 � opSnq. Or un � Sn � Sn�1 � Sn � opSnq � Sn.

Dé�nition 1.1.6: Suite sous-géométrique

Soit punqn P pR��qN. On dit que punqnPN est sous-géométrique si
un�1

un
Ñ 0.

Proposition 1.1.7: Restes d'une suite sous-géométrique

Soit punqnPN une suite sous-géométrique. Alors en notant pRnqnPN �� �8̧

k�n�1

uk

�
nPN

, on a :

Rn � un�1

Démonstration. D'après la règle de d'Alembert, comme
un�1

un
Ñ 0,

¸
un converge.

De plus un�1 � opunq.
¸
un est une série convergente à termes positifs, donc d'après le

théorème de sommation des relations de comparaison, on a :

�8̧

k�n
uk�1 � o

��8̧

k�n
uk

�

Ainsi Rn � opRn�1q. Or un � Rn�1 �Rn � Rn�1 � opRn�1q � Rn�1.
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Exemple 1.1.8

On peut déterminer un équivalent simple de
�8̧

k�n�1

e�k
2
par cette méthode.

Posons un � e�n
2
pour n P N. On véri�e aisément que punq est sous-géométrique.

Alors on a
�8̧

k�n�1

uk � un�1. Ainsi :

�8̧

k�n�1

e�k
2 � e�pn�1q2

II) Etude théorique de séries

A) Séries "puissance-log"

A.1 Rappel sur les séries de Riemann

Rappel 1.2.1: Séries de Riemann

Soit α un réel. La série
¸
n¥1

1

nα
converge si et seulement si α ¡ 1. Dans ce cas, elle

converge absolument.

Démonstration. Par comparaison série-intégrale.

A.2 Séries de Bertrand ����

Théorème 1.2.2: Séries de Bertrand

Soient α et β deux réels.

La série
¸
n¥2

1

nα lnpnqβ :

� converge si α ¡ 1 ;

� converge si α � 1 et β ¡ 1 ;

� diverge dans tous les autres cas.

Démonstration. Considérer tous les cas possibles.
Pour α � 1, procéder par comparaison série-intégrale.
Pour α ¡ 1, prendre γ ¡ 1 et étudier la croissance comparée.
Procéder de façon symétrique pour les autres cas.



18 CHAPITRE 1. SUITES ET SÉRIES NUMÉRIQUES

Remarque 1.2.3

Ce principe de convergence se généralise pour les séries de la forme :

¸
n¥2

1

nα0 lnpnqα1 lnplnpnqqα2 ... lnp... lnpnqqαk

pour k entier naturel, avec l'ordre lexicographique.

B) Théorème de Césàro ����

Théorème 1.2.4: Césàro

Soit punqnPN P CN et ℓ P C. Alors, en notant @n ¥ 0, σn � 1

n� 1

ņ

k�0

uk, on a :

�
lim

nÑ�8un � ℓ



ñ

�
lim

nÑ�8σn � ℓ




Démonstration. Méthode e�cace à retenir. On a un� ℓ � op1q. Ainsi comme 1 ¥ 0 et
que la série

¸
1 diverge, on a par théorème de sommation des relations de comparaison,

ņ

k�0

uk � pn� 1qℓ �
ņ

k�0

uk � ℓ � o

�
ņ

k�0

1

�
� opn� 1q

Ainsi pour n P N,

σn � 1

n� 1

ņ

k�0

uk � ℓ� op1q

On en conclut que
σn ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 ℓ

Attention, la réciproque est fausse : on peut prendre pour cela un � p�1qn, pour n P N.
En e�et dans ce cas punq diverge mais

σn � 1

n� 1

ņ

k�0

p�1qkloooomoooon
Pt0,1u

donc σn ¤ 1

n� 1
ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0

C) Règle de Raabe-Duhamel ��

Parfois, étudier les rapports entre les termes est intéressant. De même qu'étudier un�1�
un pour déterminer la monotonie d'une suite, étudier le rapport de termes consécutifs (dans
le cas d'une suite à termes strictement positifs), peut fournir une idée qualitative de
l'évolution de la suite à l'in�ni.
Ici, l'idée est que les termes se resserrent assez fort (cette "force" étant contrôlée par le
paramètre α) pour que la suite converge.
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Proposition 1.2.5

Soit punqn P
�
R��

�N
. Supposons qu'on dispose de α P R et h ¡ 0 tels que

un�1

un
� 1� α

n
�OnÑ8

�
1

n1�h




alors punq converge si et seulement si α ¡ 1.

Démonstration. On montre en fait un résultat plus fort : un � l

nα
, avec l ¡ 0.

On pose vn � lnpnαunq, et on montre que pvnq admet une limite.

On montre alors que vn�1 � vn � O
�

1

nminp2,1�hq



et donc que

¸
vn�1 � vn converge, et

par téléscopage, pvnq converge.

D) Etude de
¸ un

Sαn
��

On considère dans cette partie punqn P
�
R��

�N
, telle que

¸
un diverge.

Posons Sn �
ņ

k�0

uk. On cherche à étudier la série
¸ un

Sαn
.

Proposition 1.2.6

Si α ¡ 1,
¸ un

Sαn
converge.

Une seule idée à retenir : on procède par comparaison série-intégrale.

Démonstration. La fonction t ÞÑ 1

tα
est décroissante, donc pour n P N�, et pour Sn�1 ¤

t ¤ Sn,
1

tα
¥ 1

Sαn

donc » Sn

Sn�1

dt

tα
¥
» Sn

Sn�1

dt

Sαn
� Sn � Sn�1

Sαn
� un
Sαn

En sommant on obtient tous calculs faits

S1�α
0

α� 1
¥

» Sn

S0

dt

tα
¥

ņ

k�1

uk
Sαk

Les sommes partielles de la série à termes positifs étant majorées, la série converge.
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Proposition 1.2.7

Si α � 1,
¸ un

Sαn
diverge.

Démonstration. On remarque que
un
Sn

� 1� Sn�1

Sn
. On peut supposer que

un
Sn

Ñ 0, le cas

échéant la série diverge grossièrement.
On utilise le TCSTP (théorème de comparaison des séries à termes positifs), en ayant vu
que :

un
Sn

� � ln

�
1� un

Sn



� � ln

�
Sn�1

Sn



¥ 0

Ainsi la série
¸ un

Sn
et

¸
lnpSnq � lnpSn�1q ont la même nature. Comme lnpSnq Ñ �8,

on conclut.

Proposition 1.2.8

Si α   1,
¸ un

Sαn
diverge.

Démonstration. On compare avec le cas α � 1.

E) Comparaison série-intégrale dans le cas où f 1 est intégrable �

Proposition 1.2.9

Soit f P C1 pR�, Rq. On suppose f 1 intégrable sur R�. Alors la série
¸
fpnq est de

même nature que la suite

�» n
0
fptq dt



n

Démonstration. Soit n P N.����
» n�1

n
fptq dt� fpnq

���� �
����
» n�1

n
fptq � fpnq dt

����
�

����
» n�1

n

» t
n
f 1puq du dt

��������
» n�1

n
fptq dt� fpnq

���� IT¤
» n�1

n

» n�1

n
|f 1puq| du dt �

» n�1

n
|f 1puq| du

Mais f 1 est intégrable donc
¸» n�1

n
|f 1puq| du   �8 et ainsi

¸
n

����
» n�1

n
fptq dt� fpnq

����   �8
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Les séries
¸
n

fpnq et
¸
n

» n�1

n
fptq dt sont de même nature. Par relation de Chasles, la

série
¸
fpnq est de même nature que la suite

�» n
0
fptq dt



n

.

III) Développements asymptotiques

A) Séries de Riemann ����

A.1 Cas α � 1

Théorème 1.3.1: Equivalents des restes des séries de Riemann conver-
gentes

Soit α ¡ 1. Alors :
�8̧

k�n

1

kα
�

nÑ�8
1

pα� 1qnα�1

Théorème 1.3.2: Equivalents des sommes partielles des séries de Rie-
mann divergentes

Soit α   1. Alors :
ņ

k�1

1

kα
�

nÑ�8
n1�α

1� α

Démonstration. Il s'agit, pour les deux théorèmes, de comparaisons série-intégrale.

A.2 Cas α � 1, la série harmonique

On pose pour n ¥ 1, Hn �
ņ

k�1

1

k
.

Lemme 1.3.3

Il existe γ P R��, tel que Hn � lnpnq � γ � op1q.

Démonstration. Posons Sn �
ņ

k�1

1

k
�
» k�1

k

1

t
dt, pour n P N�

Or, 0 ¤ 1

k
�
» k�1

k

1

t
dt ¤ 1

k
� 1

k � 1
.

Mais la suite

�
1

n



est décroissante minorée donc convergente. Par TCSTP,

¸ 1

k
�
» k�1

k

1

t
dt

converge. Ainsi Sn converge, vers un réel γ ¥ 0.
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Or Sn � Hn �
» n�1

1

dt

t
� Hn � lnpn� 1q, donc Hn � lnpnq � Sn � lnpn� 1

n
q Ñ γ.

Il reste à montrer que γ ¡ 0. Pour cela, on regarde le premier terme :

Sn �
ņ

k�1

1

k
�
» k�1

k

dt

t
¥

ņ

k�1

1

k
¥ 1

on a donc nécessairement γ ¥ 1 ¡ 0.

Théorème 1.3.4

Hn � lnpnq � γ � 1

2n
� 1

12n2
� o

�
1

n2




Démonstration. On écrit, par téléscopage (très classique) :

Hn � lnpnq � γ �
�8̧

k�n
δk

où

δk � pHk � lnpkq � γq � pHk�1 � lnpk � 1q � γq

Par DL du ln, δk � 1

2k2
.

Ainsi par théorème de sommation des relations de comparaison,

Hn � lnpnq � γ � 1

2

�8̧

k�n

1

k2

Onr d'après ce qui précède (Riemann α � 1),
�8̧

k�n

1

k2
� 1

n
. Alors on a :

Hn � lnpnq � γ � 1

2n
� o

�
1

2n




Le terme suivant est laissé en exercice, il faut appliquer la même méthode.

B) Méthode du α ����

Soit I un intervalle de R. punq une suite réelle dé�nie par :
$&
%

u0 P I
f P C0pI, Iq
un�1 � fpunq

On suppose un Ñ 0 et on cherche un équivalent de un.
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Méthode 1.3.5: Obtenir un équivalent d'une suite dé�nie implicitement
par récurrence

On cherche α P R tel que uαn�1 � uαn ait une limite �nie non-nulle, par analyse-
synthèse, en e�ectuant un développement limité qui dépend de f (voir exemple
ci-après). En e�et si on dispose de α tel que uαn�1 � uαn Ñ β � 0, comme

¸
β

diverge, par théorème de sommation des relations de comparaison,

n�1̧

k�0

uαk�1 � uαk � nβ

et donc par téléscopage uαn � nβ. Finalement,

un � pnβq 1
α

Exemple 1.3.6: Premier exemple, sur un cas concret

Supposons un�1 � sinpunq et u0 P
�
0;
π

2

�
L'intervalle

�
0;
π

2

�
est stable par sin puisque pour n P N, sinpunq ¤ un.

Par ailleurs, on connaît la limite de punq : la suite est décroissante, minorée par 0
donc converge vers ℓ qui véri�e ℓ � sinpℓq et donc ℓ � 0.

Soit α P R.

uαn�1 � uαn � sinpunqα � uαn

�
�
un � u3n

6
� opu3nq


α
� uαn comme un Ñ 0

� uαn

��
1� u2n

6
� opu2nq


α
� 1




� uαn

�
�αu

2
n

6
� opu2nq




� �αuα�2
n

6

On prend α � �2, et u�2
n�1 � u�2

n Ñ 1

3
.

Alors u�2
n � n

3
et

un �
c

3

n

Exemple 1.3.7: Second exemple, sur un cas plus général

Supposons fpxq � x� ax1�δ � opx1�δq, avec pa, δq P pR��q2.
On cherche donc α tel que uαn�1 � uαn ait une limite �nie non-nulle, on e�ectue un
DL :
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uαn�1 � uαn � fpunqα � uαn

� uαn

��
1� auδn � opuδnq

	α
� 1

	
� uαn

�
�αauδn � opuδnq

	
� �αauα�δn

On prend donc α � �δ, de sorte à ce que u�δn�1 � u�δn Ñ aδ. Ainsi u�δn � naδ et
donc

un �
�

1

naδ


 1
δ

C) Une autre méthode pour trouver un équivalent d'une suite dé�nie
implicitement �

Cette méthode dessert le même objectif que la méthode du α vue précédemment. Elle
permet de faire apparaître le α directement.

Exemple 1.3.8: Seconde méthode : passage du discret au continu

Le développement limité du sinus amène, comme un Ñ 0 : un�1�un � �u
3
n

6
�opu3nq.

Donc :
un � un�1

u3n
Ñ 1

6

Comme punq converge, un � un�1, et

un � un�1

u3n�1

Ñ 1

6

Or, par décroissance de punq et croissante de x ÞÑ x3, on a l'encadrement suivant :

un � un�1

u3n
¤

» un
un�1

dx

x3
¤ un � un�1

u3n�1

� 1

6

Alors par encadrement,

lim
nÑ8

» un
un�1

dx

x3
� 1

6

D'après le théorème de Cesàro,

1

n

n�1̧

k�0

» uk
uk�1

dx

x3
Ñ 1

6

Par relation de Chasles, cela amène

1

n

» u0
un

dx

x3
� 1

n

�
1

2u20
� 1

2u2n



Ñ 1

6

On retrouve �nalement le résultat :

un �
c

3

n
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IV) Familles sommables

Il est essentiel de bien connaître les théorèmes du cours à ce sujet : sommation par
paquets, Fubini... Se référer au cours de MPSI à ce sujet.

A) Le théorème de Riemann ��

Le théorème de Riemann illustre la nécessité du module dans la dé�nition de famille
sommable dans le cas non-positif (réel ou complexe).
Ce théorème dit que l'ordre dans lequel on somme les termes d'une suite impacte
la valeur de la somme, et peut même la rendre in�nie. Plus formellement :

Théorème 1.4.1

Soit punq une suite réelle telle que
¸
un converge mais

¸
|un| diverge (on parle

de série semi-convergente).

Alors, pour tout ℓ P R, on dispose de σ P SpNq telle que
¸
nPN

uσpnq � ℓ

Démonstration. On traite seulement le cas ℓ P R��, les autres se traitant de façon similaire.
On pose I� � tn, un ¥ 0u et I� � tn, un   0u, et on les ordonne : I� � tik, k P Nu et
I� � tjk, k P Nu
On construit σ de la façon suivante :

� On pose k0 � min

#
n,

ņ

k�0

uik ¡ ℓ

+
;

� Pour k ¤ k0, on pose σpkq � ik ;

� Puis on prend k1 � min

#
n ¡ k0,

k0̧

k�0

uik �
ņ

k�k0�1

ujk   ℓ

+
;

� Pour k0   k ¤ k1, on pose σpkq � jk ;

� Et ainsi de suite, on construit σ P SpNq qui convient.

V) Transformation d'Abel

Dans cette partie, K désigne un corps (R ou C)

A) Cas d'application ����

Théorème 1.5.1: Transformation d'Abel

Soit panq P KN une suite qui a ses sommes partielles Sn �
ņ

k�0

an bornées ; et pbnq
une suite réelle positive décroissante qui tend vers 0.
Alors, la série

¸
anbn converge.
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Démonstration. L'idée de la transformation est de réaliser une "intégration par parties"
mais de façon discrète. On primitive an en Sn (car an � Sn � Sn�1) et on dérive bn en
bn�1 � bn.

ņ

k�0

akbk �
ņ

k�0

bkpSk � Sk�1q

�
ņ

k�0

Skbk �
ņ

k�0

Sk�1bk

�
ņ

k�0

Skbk �
ņ

k�1

Sk�1bk pS�1 � 0q

�
ņ

k�0

Skbk �
n�1̧

k�0

Skbk�1

ņ

k�0

akbk � Snbn �
n�1̧

k�0

Skpbk�1 � bkq p�q

Comme pSnq est bornée et bn Ñ 0, Snbn Ñ 0. On montre ensuite que
¸
Skpbk�1 � bkq

converge absolument (attention, ce n'est pas une série à termes positifs, inutile de chercher
à majorer les sommes partielles).
Soit M un majorant de pSnq. Alors pour k P N, |Skpbk�1� bkq| ¤Mpbk�1� bkq. Or bk Ñ 0

donc
¸
bk�1 � bk converge et par TCSTP,

¸
|Skpbk�1 � bkq| converge.

Vu (�),
¸
anbn converge.

Remarque 1.5.2: Remarques sur l'utilisation de cette technique

� C'est hors programme, la démonstration est à refaire systématiquement.

� C'est inutile si la série est déjà absolument convergente.

B) Exemples ���

Exemple 1.5.3: Exemples très classiques

Les séries
¸ sinpnθq

n
,
¸ cospnθq

n
et

¸ einθ

n
sont convergentes.

En utilisant le théorème, il su�t de montrer que la suite

�
ņ

k�0

einθ

�
nPN

est bornée

(laissé en exercice, un cas plus général est détaillé dans l'exemple suivant).
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Exemple 1.5.4: Plus généralement...

Soit panqnPN une suite décroissante de limite nulle. Alors pour tout θ � 0r2πs,¸
ane

inθ converge. En e�et :

@N P N,

�����
Ņ

n�0

einθ

����� �
�����1� eipN�1qθ

1� eiθ

�����
¤ 1� ��eipN�1qθ��

|1� eiθ|
¤ 2

|1� eiθ|

La suite des sommes partielles de
¸
einθ est bornée : on retrouve bien les conditions

d'application du théorème d'Abel. D'où la convergence de
¸
ane

inθ.

C) Transformation sur les restes ��

Il se peut que la série
¸
an converge (on note S sa somme). Dans ce cas, il vaut mieux

choisir une autre "primitive" de an avec les restes. Posons Rn �
�8̧

k�n�1

ak.

ņ

k�0

akbk �
ņ

k�0

bkpRk�1 �Rkq

� R�1b0 �
ņ

k�1

Rk�1bk �
ņ

k�0

Rkbk

� Sb0 �
n�1̧

k�0

Rkbk�1 �
n�1̧

k�0

Rkbk �Rnbn

� Sb0 �Rnbn �
n�1̧

k�0

Rkpbk�1 � bkq

Or Rn converge (vers 0) donc Rnbn Ñ 0 et de même que précédemment
¸
Rkpbk�1 � bkq

converge absolument.
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Chapitre 2

Intégrales sur un intervalle

quelconque

I) Quelques fondamentaux

On notera C0
pmpI, F q l'ensemble des fonctions continues par morceaux sur un intervalle

I de R et à valeurs dans F � R.

A) Dé�nitions de l'intégrabilité ����

Pro�tions de ce cours pour rappeler la dé�nition de l'intégrale de Riemann, qui utilise
les fonctions en escalier.

A.1 Sur un segment (MPSI)

Dé�nition 2.1.1: Fonction en escalier

Soit f : ra , bs Ñ R. On dit que f est en escalier sur ra , bs s'il existe une subdivision
pσiq0¤i¤n�1 de ra , bs telle que

@0 ¤ i ¤ n� 1,@x P sσi , σi�1r , fpxq � αi

On note Esc pra , bs ,Rq l'ensemble de ces fonctions.

Dé�nition 2.1.2: Intégrale d'une fonction en escalier

Soit f P Esc pra , bs ,Rq, pσiq0¤i¤n�1 la subdivision associée et pαiq les valeurs de f
sur les intervalles sσi , σi�1r. On dé�nit l'intégrale de f sur ra , bs comme :

Ira ,bspfq �
n�1̧

i�0

pσi�1 � σiqαi

29
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Dé�nition 2.1.3: Intégrabilité d'une fonction sur un segment

Une fonction f dé�nie sur un segment ra , bs est intégrable (au sens de Riemann)
sur ra , bs si pour tout ε ¡ 0, il existe des applications φ,ψ P Esc pra , bs ,Rq telles
que :

ϕ ¤ f ¤ ψ sur ra , bs et Ira ,bspψ � φq ¤ ε

Théorème 2.1.4: Intégrale d'une fonction sur un segment

Soit f une fonction intégrable sur ra , bs. Alors, f est bornée sur ra , bs et

suptIra ,bspφq, φ P Esc pra , bs ,Rq , φ ¤ fu � inftIra ,bspψq, ψ P Esc pra , bs ,Rq , f ¤ ψu

Cette valeur commune est l'intégrale de f sur ra , bs, notée
» b
a
fptqdt.

Démonstration. Voir cours de première année.

Proposition 2.1.5: Densité des fonctions en escalier

Esc pra , bs ,Rq est dense dans C0 pra , bs ,Rq pour la norme in�nie ||.||8,ra ,bs.

Ceci se réexprime ainsi.

Soit f une fonction continue de ra , bs dans R. Soit ε ¡ 0. Alors on dispose de φ,
une fonction en escalier (qui appartient donc à Esc pra , bs ,Rq), telle que :

sup
xPra ,bs

|φpxq � fpxq| ¤ ε

c'est-à-dire que
@x P ra , bs , |φpxq � fpxq| ¤ ε

Démonstration. Soit ε ¡ 0.
f est continue sur ra , bs donc d'après le théorème de Heine, f est uniformément continue
sur ra , bs.
On dispose donc de η ¡ 0 tel que : @px, yq P ra, bs2 |x� y|   η ñ |fpxq � fpyq|   ε.

Soit p un entier tel que
b� a

p
  η.

Fixons σ la subdivision pσiq0¤i¤p �
�
a� i

b� a

p



0¤i¤p

.

Dé�nissons φ P Esc pra , bs ,Rq ainsi :
� Pour 1 ¤ i ¤ p, la restriction de φ à rσi�1 , σir est constante égale à fpσiq.
� La restriction de φ à rσp�1 , σps est constante égale à fpσpq � fpbq
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Montrons maintenant que ||f � φ||8,ra ,bs ¤ ε.
Soit x P ra , bs. On dispose de 1 ¤ i ¤ p tel que x P rσi�1 , σis

|fpxq � φpxq| � |fpxq � fpσiq| par dé�nition de φ

Mais |x� σi|   η donc |fpxq � fpσiq| ¤ ε et donc :

|fpxq � φpxq| ¤ ε

Ceci étant valable pour tout x dans l'intervalle ra , bs, on passe à la borne supérieure et on
obtient :

||f � φ||8,ra ,bs ¤ ε

On retrouve ensuite tous les résultats classiques sur les fonctions intégrables : inégalité
triangulaire, Chasles... Rappelons également que

Toute fonction monotone est intégrable sur un segment.
Toute fonction continue est intégrable sur un segment.

A.2 Sur un intervalle quelconque (MP)

Il s'agit du programme de deuxième année.
Nous ne rappellons pas ici les dé�nitions, mais retenons qu'évaluer une intégrale im-

propre consiste à faire tendre une borne vers une limite �nie ou in�nie ; si tant est que
cette limite existe. On parle le cas échéant d'intégrale convergente. Si l'intégrale de la
valeur absolue (ou le module) de f converge, on dit que f est intégrable sur l'intervalle
considéré.

A.3 Sommes de Riemann

Encore un rappel de première année, valable pour une intégrale d'une fonction continue
sur un segment (en réalité ce théorème est vrai pour toute fonction intégrable).

Théorème 2.1.6: Sommes de Riemann "propres"

Soit f une fonction continue sur ra , bs. Alors :
» b
a
fpxq dx � lim

nÑ�8
b� a

n

ņ

k�0

f

�
a� k

b� a

n




Plus généralement, soit pour tout n P N, σn � pσn,kqkPv0 ,lnw une subdivision, et
supposons que ppσnq Ñ 0 (le pas de la subdivision) et soit pour tout n P N et tout
k P v0 , ln � 1w, xn,k un élément de rσn,k , σn,k�1s. Alors

» b
a
fpxq dx � lim

nÑ8

ln�1̧

k�0

pσn,k�1 � σn,kqfpxn,kq

Mais qu'en est-il du cas impropre ? On peut toujours écrire, pour f intégrable sur
r0 ,�8r, » �8

0
f � lim

xÑ�8

» x
0
f � lim

xÑ�8 lim
nÑ�8

x

n

ņ

k�0

f

�
kx

n
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Mais attention, on ne peut pas toujours inverser les limites. Il faut une convergence
uniforme (ce sera vu lors des suites de fonctions). En attendant, il faut faire attention à ne
pas transposer tous les théorèmes valables sur un segment dans le cas impropre.
Voici un exemple où le théorème de sommes de Riemann reste vrai.

Exemple 2.1.7: Un cas particulier des sommes de Riemann "impropres"

Soit f : s0 , 1s Ñ R continue, décroissante et positive. On pose pour n P N�,

Sn � 1

n

ņ

k�1

f

�
k

n




Montrer que f est intégrable sur s0 , 1s si et seulement si la suite pSnq est conver-
gente et que si tel est le cas »

s0 ,1s
fptq dt � lim

nÑ�8Sn

� Supposons f intégrable sur s0 , 1s.
Par la décroissance de f , on remarque

» k�1
n

k
n

fptqdt ¤ 1

n
f

�
k

n



¤

» k
n

k�1
n

fptqdt

En sommant, on obtient

» 1

1
n

fptq dt ¤ Sn � 1

n
fp1q ¤

» 1� 1
n

0
fptqdt

Par théorème d'encadrement, on obtient : Sn ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

» 1

0
fptqdt.

� Réciproquement, supposons pSnq convergente. La même démonstration dans
l'autre sens su�t pour montrer que» 1

1
n

fptq dt ¤ Sn � 1

n
fp1q ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 lim
nÑ�8Sn

La suite des intégrales précédente est majorée, et puisque f est positive, cela
su�t pour conclure que l'intégrale de f converge.

On voit que les hypothèses supplémentaires de monotonie et de positivité sont
essentielles pour la démonstration, ce n'est pas anodin, c'est un cas particulier
d'un theorème de Dini (Théorèmes 7.5.1 et 7.5.2)
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B) Convergence d'intégrales classiques ����

Théorème 2.1.8: Intégrales du type "Riemann"

L'intégrale
» �8

1

dx

xα
converge si et seulement si α ¡ 1

L'intégrale
» 1

0

dx

xα
converge si et seulement si α   1

Démonstration. On sait calculer ces intégrales.
α � 1 : Soit x ¡ 1.

» x
1

dt

tα
� 1� x1�α

1� α
ÝÝÝÑ
xÑ8

"
1 si α ¡ 1
�8 si α   1

α � 1 :
» x
1

dt

t
� lnpxq Ñ �8.

On procède de même pour l'intégrale de 0 à 1.

Théorème 2.1.9: Exponentielles

» �8

0
e�αx dx converge si et seulement si α ¡ 0.

Démonstration. α � 0 : Soit x ¡ 0.

» x
0
e�αt dt � 1

α

�
1� e�αx

� ÝÝÝÑ
xÑ8

# 1

α
si α ¡ 0

�8 si α   0

α � 0 :
» x
0
1 dt � xÑ �8.

Théorème 2.1.10: Intégrales de Bertrand

L'intégrale
» �8

2

dt

tα| lnptq|β converge si et seulement si pα ¡ 1q ou pα � 1 et β ¡

1q. L'intégrale
» 1

2

0

dt

tα| lnptq|β converge si et seulement si pα   1q ou pα � 1 et β ¡
1q.

Attention, c'est bien pα � 1 et β ¡ 1q dans les deux cas. Autre point litigieux :
attention aux valeurs absolues autour du ln !

Démonstration. On applique la même méthode que pour les séries de Bertrand.
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Proposition 2.1.11: ln

t ÞÑ lnptq est intégrable sur s0; 1s.

Démonstration. On connaît une primitive de t ÞÑ lnptq.
De plus, sur cet intervalle, | lnptq| � � lnptq.

Proposition 2.1.12: L'intégrale de Gauss

»
R
e�t

2
dt   �8

Démonstration. Existence : t ÞÑ e�t
2
est continue donc continue par morceaux (C0

pm) sur
R.
Convergence sur R� : e�t

2 � ope�tq et t ÞÑ e�t est intégrable sur R� d'où la convergence.

Sur R : Par parité
» 0

�x
e�t

2
dt �

» x
0
e�t

2
dt ÝÝÝÑ

xÑ8

» �8

0
e�t

2
dt. D'où la convergence sur

R.

On connaît par ailleurs la valeur de cette intégrale. Plusieurs démonstrations, notam-
ment lors des Intégrales à paramètres, permettront de trouver cette valeur.

C) Di�érence de logique essentielle avec les séries ���

Soit a P R, et f une fonction C0
pmpR,Rq.

Remarque 2.1.13: Le point clé

Si l'intégrale
» �8

a
f converge, cela n'implique pas nécessairement fpxq ÝÝÝÑ

xÑ8
0 !
On peut même avoir f non-bornée.

Voici le contre-exemple : il faut prendre une fonction avec des pics.
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Pour tout x ¡ 2, » x
2
fptq dt ¤

txu̧

n�2

1

2n2
� 2ζp2q   �8

La réciproque est par ailleurs évidemment fausse (prendre t ÞÑ 1

t
).

Remarque 2.1.14

Soit b P R. On peut avoir fpxq ÝÝÝÑ
xÑb

�8 et
»
ra;br

f qui converge.

Voici l'exemple :
» 1

0

dx?
1� x

.

En e�et x ÞÑ 1?
1� x

est C0
pmpr0; 1rq, mais

» α
0

dx?
1� x

� ��2?1� x
�α
0
qui admet une

limite �nie quand αÑ 1.

D) Fonctions non-intégrables dont l'intégrale converge ��

Proposition 2.1.15

La fonction t ÞÑ sinptq
t

n'est pas intégrable sur r1;�8r, mais
» �8

1

sinptq
t

dt

converge.

Démonstration. Non-intégrabilité : On étudie
» pn�1qπ

π

����sin tt
���� dt lorsque nÑ �8.

» pn�1qπ

π

����sin tt
���� dt �

ņ

k�1

» pk�1qπ

kπ

����sin tt
���� dt �

ņ

k�1

Ik

On montre que
¸
Ik diverge.

Ik ¥
» pk�1qπ

kπ

| sin t|
pk � 1qπ dt � 1

pk � 1qπ
» π
0
| sin t|dt � 2

pk � 1qπ
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d'où comme la série harmonique diverge,
» pn�1qπ

π

����sin tt
���� dt ÝÝÝÑnÑ8 �8 ce qui montre que

t ÞÑ sinptq
t

n'est pas intégrable sur rπ;�8r et à fortiori sur r1;�8r.
Convergence de l'intégrale : On procède par IPP pour augmenter le degré en t au
dénominateur (très classique).

» x
1

sinptq
t

dt �
�
�cosptq

t

�x
1

�
» x
1

cosptq
t2

dt

� 1� cospxq
x

�
» x
1

cosptq
t2

dt

Or,
cospxq
x

ÝÝÝÑ
xÑ8 0.

De plus
cosptq
t2

� OtÑ�8

�
1

t2



avec t ÞÑ 1

t2
intégrable sur r1;�8r. Donc par théorème de

comparaison, t ÞÑ cosptq
t2

est intégrable sur r1;�8r.

Ainsi,
» �8

1

cosptq
t2

converge et donc
» x
1

sinptq
t

dt converge.

E) Techniques essentielles et exemples clés

E.1 Intégration par parties ����

Remarque 2.1.16: Attention aux crochets

Lorsqu'on rédige une IPP, il faut toujours véri�er la convergence du crochet
avant d'écrire l'IPP.

Introduisons pour les besoins de l'exemple qui va suivre la fonction

Γ : x ÞÑ
» �8

0
e�ttx�1 dt

Montrons que Γ est bien dé�nie sur R��. t ÞÑ e�ttx�1 est C0
pmps0;�8rq.

Sur r1;�8r,
e�ttx�1 � otÑ�8

�
1

t2



par croissances comparées

Par intégrabilité de t ÞÑ 1

t2
sur r1;�8r, par comparaison t ÞÑ e�ttx�1 est intégrable sur

r1;�8r.
Sur s0; 1s, e�ttx�1 � 1

t1�x
qui est intégrable sur s0; 1s si et seulement si 1� x   1, x ¡ 0.

Finalement Γ est dé�nie sur R��.

Exemple 2.1.17: Une relation sur Γ

Exprimons Γpx� 1q en fonction de Γpxq pour x ¡ 0.
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Γpx� 1q �
» �8

0
e�ttx dt

on véri�e que
��e�ttx�A

0
� �e�AAx ÝÝÝÝÝÑ

AÑ�8
0 car x ¡ 0

� ��e�ttx��8
0

�
» �8

0
e�txtx�1 dt

� xΓpxq

Question subsidiaire : Donner explicitement Γpnq pour n entier naturel.

E.2 Changement de variables ����

Rappel 2.1.18: Théorème de changement de variables (CDV)

Soit f P C0psa; br,Kq. Soit φ :sα;βrÞÑsa; br, C1, bijective et strictement mono-
tone. Alors, » β

α
f � φptqφ1ptq dt et

» b
a
fpuqdu ont même nature

Si φ est strictement croissante,
» β
α
f � φptqφ1ptqdt �

» b
a
fpuqdu

Si φ est strictement décroissante,
» β
α
f � φptqφ1ptq dt � �

» b
a
fpuq du

Les hypothèses de régularité sont indispensables même sur un segment.

Remarque 2.1.19: Emploi des changements de variable

1. Calculer une intégrale (comme vu en première année) ;

2. Montrer que deux intégrales ont même nature (sans devoir passer par le
calcul) ;

3. Utiliser des symétries pour faciliter le calcul.

Nous allons illustrer les points 2 et 3 dans l'exemple qui va suivre

Exemple 2.1.20

Montrons que les intégrales
» π

2

0
lnpsin tqdt et

» π
2

0
lnpcos tqdt ont même nature,

qu'elles convergent, et calculons leur valeur.

Même nature : Comme t ÞÑ π

2
� t est une bijection strictement décroissante de
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�
0;
π

2

�
sur lui-même,

» π
2

0
lnpsin tqdt converge si et seulement si

» π
2

0
lnpcos tq dt

converge et ont mêmes valeurs dans ce cas.

Convergence (intégrabilité) : t ÞÑ ln t est C0
pm

��
0;
π

2

�	
. Il faut étudier la borne en

0�.?
t lnpsin tq �

?
t lnpt� optqq ÝÝÝÑ

tÑ0�
0 par croissance comparée donc

lnpsin tq � otÑ0�

�
1?
t




intégrable sur s0; 1s par Riemann.
Ainsi t ÞÑ lnpsin tq est intégrable.
Valeur : On pourrait faire le CDV y � sin t, t � Arcsin y et dt � dya

1� y2
, etc.

Mais on va utiliser le fait que I �
» π

2

0
lnpsin tq dt �

» π
2

0
lnpcos tqdt et les propriétés

du ln.

2I �
» π

2

0
lnpsin tq � lnpcos tq dt

�
» π

2

0
lnpsin t cos tq dt

�
» π

2

0
ln

�
sinp2tq

2



dt

�
» π

2

0
ln psinp2tqq dt� π

2
ln 2

� 1

2

» π
0
ln psinpuqq du� π

2
ln 2 pu � 2tq

� 1

2
I �

» π
π
2

ln psinpuqq du� π

2
ln 2 pu � π � xq

� 1

2
I �

» π
2

0
ln psinpvqq dv � π

2
ln 2

2I � I � π

2
ln 2

D'où le résultat �nal I � �π
2
ln 2.

F) Application technique du théorème d'intégration des relations de
comparaison ��

Soit f P C1
�ra;�8r,R���, telle que :

f 1ptq
fptq �

tÑ�8
λ

t
où λ P Rzt0,�1u

Pour quelles valeurs de λ f est-elle intégrable ? Donner un équivalent des inté-
grales partielles ou des restes selon les cas.



I). QUELQUES FONDAMENTAUX 39

Au brouillon, on peut dire que ln f � λ ln t "donc" f � tλ qui est intégrable si et seulement

si λ   �1.
Cette idée va nous guider dans une démonstration rigoureuse.

F.1 Intégrabilité

Proposition 2.1.21: Cas λ ¡ �1

Si λ ¡ �1, f n'est pas intégrable.

Démonstration. Prenons γ Ps�1, λr. On dispose d'un A ¥ 0 tel que pour tout t P rA,�8r,

tf 1ptq
fptq ¥ γ car lim

tÑ�8
tf 1ptq
fptq � λ ¡ γ

Donc pour x ¥ A, » x
A

f 1ptq
fptq dt ¥

» x
A

γ

t
dt

d'où
ln fpxq ¥ γ lnx� C

Par croissance de exp, fpxq ¥ eCxγ , avec γ ¡ �1 et
» �8

1
xγ dx qui diverge.

Par comparaison pour les fonctions positives,
» �8

a
f diverge.

Proposition 2.1.22: Cas λ   �1

Si λ   �1, f est intégrable.

Démonstration. C'est la même démonstration, avec les inégalités inversées.

Prenons γ Psλ,�1r. On dispose d'un A ¥ 0 tel que pour tout t P rA,�8r,

tf 1ptq
fptq ¤ γ car lim

tÑ�8
tf 1ptq
fptq � λ   γ

Donc pour x ¥ A, » x
A

f 1ptq
fptq dt ¤

» x
A

γ

t
dt

d'où
ln fpxq ¤ γ lnx� C

Par croissance de exp, fpxq ¤ eCxγ , avec γ   �1 et
» �8

1
xγ dx qui converge.

Par comparaison pour les fonctions positives,
» �8

a
f converge.
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F.2 Equivalent

L'idée est que fptq ��8
tf 1ptq
γ

. On procède ensuite par IPP puis par théorème d'inté-

gration des relations de comparaison.

Proposition 2.1.23: Cas �1   λ   0

» x
a
fptqdt �

xÑ�8
1

1� λ
xfpxq

Démonstration. Par IPP, » x
a
fptqdt � rtfptqsxa �

» x
a
tf 1ptq dt

Or, �tf 1ptq �
tÑ�8 �λfptq ¡ 0 et

» x
a
�λfptq dt diverge. Par théorème d'intégration des

relations de comparaison, » x
a
�tf 1ptq dt �

xÑ�8 �λ
» x
a
fptq dt

Ainsi

p1� λq
» x
a
fptq dt � xfpxq � oxÑ�8

�» x
a
fptq dt




Finalement
» x
a
fptqdt �

xÑ�8
1

1� λ
xfpxq.

Proposition 2.1.24: Cas λ   �1

» �8

x
fptq dt �

xÑ�8
�1

1� λ
xfpxq

Démonstration. On procède de même par IPP (attention, ne pas l'écrire de suite, on n'a
pas montré que tout était intégrable et que le crochet convergeait) On détermine donc un

équivalent de
» �8

x
tf 1ptq :

D'une part, 0   �λfptq �
tÑ�8 �tf 1ptq donc par comparaison, t ÞÑ tf 1ptq est intégrable et

par théorème d'intégration des relations de comparaison,

�λ
» �8

x
fptqdt �

tÑ�8 �
» �8

x
tf 1ptq

Or
» x
a
fptq dt � xfpxq � afpaq �

» x
a
tf 1ptqdt. xfpxq a une limite �nie ℓ lorsque x Ñ �8

vu que f et t ÞÑ tf 1ptq sont intégrables. Mais on ne peut avoir ℓ � 0 car sinon on aurait
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fpxq � ℓ

x
qui est non-intégrable. Donc ℓ � 0.

On peut donc réaliser l'IPP sur les restes :

» �8

x
fptqdt � rtfptqs�8x �

» �8

x
tf 1ptq dt

� �xfpxq � λ

» �8

x
fptq dt� oxÑ8

�» �8

x
fptq dt




Finalement,
» �8

x
fptq dt �

xÑ�8
�1

1� λ
xfpxq.

II) Le lemme de Riemann-Lebesgue ���

A) Sur un segment

A.1 Cas C1

Lemme 2.2.1: Riemann-Lebesgue, segment

Soit f P C1pra; bs,Kq. Alors
» b
a
fptqeiλt dt ÝÝÝÝÑ

λÑ�8
0

Démonstration. On peut procéder par intégration par parties comme f est C1.

» b
a
fptqeiλt dt IPP�

�
� i

λ
fptqeiλt

�b
a

� i

λ

» b
a
f 1ptqeiλt dt

Donc pour λ P R,
����
» b
a
fptqeiλt dt

���� ¤ 1

|λ| p|fpaq| � |fpbq|q �
1

|λ| pb� aq||f ||8,ra,bs
ÝÝÝÝÝÑ
|λ|Ñ�8

0

En passant aux parties réelles et imaginaires, le résultat est aussi valable ainsi :

» b
a
fptq sinpλtq dt ÝÝÝÝÑ

λÑ�8
0

» b
a
fptq cospλtq dt ÝÝÝÝÑ

λÑ�8
0

A.2 Cas continu par morceaux
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Lemme 2.2.2: Riemann-Lebesgue, segment

Soit f P C0
pmpra; bs,Kq. Alors » b

a
fptqeiλt dt ÝÝÝÝÑ

λÑ�8
0

Démonstration. Impossible ici de procéder par intégration par parties. On fait la méthode
classique lorsqu'il s'agit d'intégrales de fonctions continues sur un segment : on utilise la
densité des fonctions en escalier dans l'espace des fonctions C0 pour la norme
in�nie.

� Pour φ � 1rα,βs où a ¤ α ¤ β ¤ b.����
» b
a
φptqeiλt dt

���� �
����
» β
α
eiλt dt

����
�

���� iλ
�
eiλα � eiλβ

	����
¤ 2

|λ| ÝÝÝÝÝÑ|λ|Ñ�8
0

� Pour φ P Escpra, bs,Kq. On a φ �
Ņ

j�1

γj1rαj ,βjs (somme de fonctions indicatrices).

» b
a
φptqeiλt dt �

Ņ

j�1

γj

» b
a
1rαj ,βjse

iλt dt ÝÝÝÝÑ
λÑ�8

0

� Quitte à faire la même démonstration sur plusieurs intervalles sur lesquels f P C0
pm

est continue, on suppose sans perte de généralité f continue sur ra , bs.
Soit maintenant f P C0pra, bs,Kq. Soit ε ¡ 0. On dispose de φ P Escpra, bs,Kq,

||f � φ||8 ¤ ε

2pb� aq
Alors, ����

» b
a
fptqeiλt dt

���� �
����
» b
a
pfptq � φptq � φptqq eiλt dt

����
IT¤

» b
a
|fptq � φptq| dt�

����
» b
a
φptqeiλt dt

����
¤
» b
a

ε

2pb� aq �
����
» b
a
φptqeiλt dt

����
� ε

2
�
����
» b
a
φptqeiλt dt

����
Mais par le point précédent

����
» b
a
φptqeiλt dt

���� ÝÝÝÝÝÑ|λ|Ñ�8
0 donc on dispose de A ¡ 0 tel

que pour tout |λ| ¥ A, ����
» β
α
φptqeiλt

���� ¤ ε

2
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Ainsi pour |λ| ¥ A, » b
a
fptqeiλt dt ¤ ε

2
� ε

2
� ε

B) Sur un intervalle quelconque

Lemme 2.2.3: Riemann-Lebesgue

Soit f P C0
pmpI,Kq, avec f intégrable sur I.

Alors »
I
fptqeiλt dt ÝÝÝÝÑ

λÑ�8
0

Démonstration. Il faut tout d'abord justi�er que t ÞÑ fptqeiλt est aussi intégrable sur I
(c'est évident, pourquoi ?).
On traite ici le cas I �sa, br, les autres cas se traitant de même.
Soit ε ¡ 0. Comme » β

α
|fptq|dt ÝÝÝÝÝÝÝÑ

pα,βqÑpa,bq

» b
a
|fptq|dt

On dispose de rα, βs � I tel que
» α
a
|fptq|dt �

» b
β
|fptq| dt ¤ ε

2
(on peut rendre les restes

d'une intégrale convergente aussi petits qu'on veut). α et β sont bien indépendants de λ,
l'inverse rendrait la démonstration fausse.

Ainsi (par Chasles),
» b
a
|fptq|dt�

» β
α
|fptq|dt ¤ ε

2
.

Pour tout λ P R :����
» b
a
fptqeiλt dt

���� IT¤
����
» α
a
fptqeiλt dt

�����
����
» β
α
fptqeiλt dt

�����
����
» b
β
fptqeiλt dt

����
IT¤

» α
a
|fptq|dt�

����
» β
α
fptqeiλt dt

�����
» b
β
|fptq|dt

¤ ε

2
�
����
» β
α
fptqeiλt dt

����
Comme

����
» β
α
fptqeiλt dt

���� ÝÝÝÝÑλÑ�8
0, on dispose d'un A ¡ 0 tel que pour tout |λ| ¥ A,

����
» β
α
fptqeiλt dt

���� ¤ ε

2

Ainsi pour tout |λ| ¥ A, ����
» β
α
fptqeiλt dt

���� ¤ ε
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III) Intégrales particulières

A) Intégrales de Wallis ����

Cet exercice est un grand classique de MPSI, les démonstrations seront rapides. N'hé-
sitez pas à le refaire en exercice !

A.1 Dé�nition, relation de récurrence et calcul

Dé�nition 2.3.1: Intégrales de Wallis

Pour tout n P N, on pose :

Wn �
» π{2
0

sinnpxqdx .

Par changement de variable x � π

2
� t, on peut aussi dé�nir de façon équivalente

Wn �
» π{2
0

cosnpxq dx .

Proposition 2.3.2: Relation de récurrence

@n P N,Wn�2 � n� 1

n� 2
Wn

Démonstration. On intègre par parties pour tout n ¥ 2 :

Wn�2 �
» π{2
0

sinn�1pxq sinpxqdx

� r� sinn�1pxq cospxqsπ{20 � pn� 1q
» π{2
0

sinnpxq cos2pxq dx
� pn� 1qpWn �Wn�2q

d'où Wn�2 � n� 1

n� 2
Wn.

Proposition 2.3.3: Calcul des intégrales

@p P N, W2p � p2p� 1qp2p� 3q . . . 1
2pp2p� 2q . . . 2

π

2
et W2p�1 � 2pp2p� 2q . . . 2

p2p� 1qp2p� 1q . . . 1 .

Démonstration. Démonstration par récurrence de la formule pour W2p (démonstration
similaire pour W2p�1) :

� C'est vrai en p � 0



III). INTÉGRALES PARTICULIÈRES 45

� Si c'est vrai jusqu'au rang p alors W2p�2 � 2p� 1

2p� 2
W2p � p2p� 1qp2p� 1q . . . 1

p2p� 2qp2pq . . . 2
π

2

A.2 Equivalent

Lemme 2.3.4

lim
pÑ�8

W2p

W2p�1
� 1

Démonstration. On montre tout d'abord que @p P N,W2p�1 ¤W2p ¤W2p�1. Pour cela on
remarque que :

@p P N,@x P r0, π{2s, 0 ¤ sin2p�1pxq ¤ sin2ppxq ¤ sin2p�1pxq

Donc par intégration

@p P N,W2p�1 ¤W2p ¤W2p�1

Donc 1 ¤ W2p

W2p�1
¤ W2p�1

W2p�1
� 2p� 1

2p
Et �nalement

lim
pÑ�8

W2p

W2p�1
� 1

Proposition 2.3.5: Formule de Wallis

lim
pÑ�8

1

p

�
2pp2p� 2q . . . 2

p2p� 1qp2p� 3q . . . 1
�2
� π .

Démonstration. On déduit de la question précédente :

lim
pÑ�8

π

2

�p2p� 1qp2p� 3q . . . 1
2pp2p� 2q . . . 2

�2
p2p� 1q � 1

Proposition 2.3.6: Equivalent de Wn

Wn �
nÑ�8

c
π

2n
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Démonstration. On fait la démonstration pour n impair . Soit n � 2p� 1 :

W2p�1 � 2pp2p� 2q . . . 2
p2p� 1q . . . 1

�
?
p

2p� 1

d
1

p

�
2pp2p� 2q . . . 2
p2p� 1q . . . 1


2

�
pÑ�8

1a
2p2p� 1q

?
π .

On conclut en�n comme W2p �W2p�1 d'après le Lemme 2.3.4

A.3 Applications importantes

Grâce aux intégrales deWallis, on a trouvé une expression de π, comme produit in�ni.
On peut aussi trouver la constante qui apparaît dans la formule de Stirling, ou calculer
l'intégrale de Gauss.

B) Intégrale de Dirichlet ���

L'intégrale de Dirichlet est :
» �8

0

sin t

t
dt. Il existe beaucoup de manières de calculer,

notamment avec des Intégrales à paramètres.

Proposition 2.3.7

I �
» �8

0

sin t

t
dt � π

2

J �
» �8

0

sin2 t

t2
dt � π

2

Démonstration. Introduisons la suite dé�nie pour n P N :

In �
» π

2

0

sinpp2n� 1qtq
sin t

dt

Elle est bien dé�nie car on peut prolonger t ÞÑ sinpp2n� 1qtq
sin t

en 0.

Calcul de In : pInq est constante. Soit n P N.

In�1 � In �
» π

2

0

sinpp2n� 3qtq � sinpp2n� 1qtq
sin t

dt

�
» π

2

0
2 cospp2n� 2qtq dt

�
�
sinpp2n� 2qtq

n� 1

�π
2

0

� 0
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Donc In � I0 � π

2
. Posons un �

» π
2

0

sinpp2n� 1qtq
t

dt. Montrons que un � In Ñ 0.

un � In �
» π

2

0
sinpp2n� 1qtq

�
sin t� t

t sin t



dt �

» π
2

0
sinpp2n� 1qtqfptq dt

avec f prolongeable par continuité en 0.
On peut donc utiliser le lemme deRiemann-Lebesgue (2.2.3) et a�rmer que un�In Ñ 0.
Calcul de I :

I �
» �8

0

sin t

t
dt

� lim
nÑ8

» p2n�1qπ

0

sin t

t
dt

� lim
nÑ8

» π
2

0

sinpp2n� 1quq
u

du par CDV u � t

2n� 1

� lim
nÑ8un � lim

nÑ8 In �
π

2

Calcul de J :

J �
» �8

0

sin2 t

t2
dt

�
�
�sin2 t

t

��8
0

�
» �8

0

2 cos t sin t

t
dt

� 0�
» �8

0

sinp2tq
t

dt

�
» �8

0

sinpuq
u

du � I � π

2

C) Intégrales de Frullani ��

Dé�nition 2.3.8: Intégrales de Frullani

Les intégrales de Cauchy-Frullani sont des intégrales impropres de la forme» �8

0

fpaxq � fpbxq
x

dx

où a, b ¡ 0 et f est une fonction continue de R� dans R.

Proposition 2.3.9

Supposons que
» �8

1

fpxq
x

dx converge. Alors

» �8

0

fpaxq � fpbxq
x

dx � fp0q ln
�
b

a
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En réalité, ce résultat est vrai dans un cadre plus large.

Démonstration. Borne supérieure �8 : L'intégrale
» �8

ε

fpaxq � fpbxq
x

dx existe pour ε ¡
0, il su�t de décomposer en deux intégrales :» �8

ε

fpaxq � fpbxq
x

dx �
» 1

ε

fpaxq � fpbxq
x

dx�
» �8

1

fpaxq � fpbxq
x

dx

Le premier terme est une intégrale sur un segment, le deuxième existe par hypothèse.
Simpli�cation par CDV :

» �8

ε

fpaxq � fpbxq
x

dx �
» �8

ε

fpaxq
x

dx�
» �8

ε

fpbxq
x

dx

�
» �8

aε

fpuq
u

du�
» �8

bε

fpuq
u

du par CDV u � ta

�
» bε
aε

fpuq
u

du par Chasles

Existence et calcul de
» bε
aε

fpuq
u

du : Soit g : t ÞÑ fptq � fp0q.

Alors,
» bε
aε

gpuq
u

du ¤ ||g||8 ln

�
b

a



.

Or, g est continue en 0 et gp0q � 0. Donc ||g||8 ÝÝÝÑ
εÑ0

0.

Ainsi, » bε
aε

gpuq
u

du ÝÝÝÑ
εÑ0

0

et donc » bε
aε

fpuq
u

du ÝÝÝÑ
εÑ0

fp0q ln
�
b

a






Chapitre 3

Algèbre générale : groupes, anneaux,

corps, polynômes

I) Généralités sur les groupes

A) Ordres d'un élement et théorème de Lagrange ����

A.1 Dé�nition et rappels

Dé�nition 3.1.1

Un élement x de G est d'ordre �ni s'il existe k ¥ 1 tel que xk � 1G, et l'ordre de
x est dé�ni par :

ordpxq � mintk ¥ 1, xk � 1Gu
Dans le cas contraire, x est dit d'ordre in�ni.

Remarque 3.1.2: Ordre d'un produit

Pour a, b P G, ordpabq � ordpbaq mais ceci devient faux pour trois éléments ou
plus.
Cela reste vrai pour une permutation circulaire.

A.2 Cardinal d'un sous-groupe, divisibilité

Théorème 3.1.3: Lagrange

Soit G un groupe �ni. Soit H un sous-groupe de G (noté H ¤ G). Alors

CardpHq | CardpGq

Démonstration. Soit H ¤ G. On dé�nit la relation suivante :

@a, b P G, a �H b ðñ Dh P H, a � bh

� On véri�e que c'est une relation d'équivalence (ré�exive, symétrique, transitive).

49
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� Par dé�nition, pour a P G, aH � tah, h P Hu � aH.

Or φ :

"
H ÝÑ aH
h ÞÝÑ ah

est une bijection. Donc |φpHq| � |H| et |aH| � |H|.

� Les classes de �H forment une partition de G. Si on note N le nombre de classes,
|G| � N |H|.

Théorème 3.1.4: L'ordre divise le cardinal

Soit G un groupe �ni. Pour tout a P G, a|G| � 1G donc

ordpaq | |G|

Démonstration. � Cas G abélien (au programme) : On considère x �
¹
gPG

g P G bien

dé�ni car G est abélien.

φ :

"
G ÝÑ G
g ÞÝÑ ag

est une bijection d'inverse φ�1 :

"
G ÝÑ G

g ÞÝÑ a�1g
.

Donc x �
¹
gPG

g �
¹
gPG

ag � a|G|
¹
gPG

g � a|G|x et ainsi a|G| � 1G.

� Cas général : On applique le théorème de Lagrange, alors ordpaq � |xay| | |G|.

Tout élement d'un groupe �ni a un ordre �ni, mais la réciproque est fausse.

Proposition 3.1.5: p-groupe quasi-cyclique de Prüfer

G �
¤
nPN�

Upn où p P P �xé est un groupe in�ni dont tous les éléments sont d'ordre

�ni (et même plus, tout sous-groupe strict de G est cyclique !)

Démonstration. � D'une part, G est un sous-groupe de U. Clairement, G � U et 1U P
G. Si a, b P G, on dispose de m,n P N tels que a P Upm et b P Upn . Si on suppose
sans perte de généralité que m ¤ n, pm | pn donc Upn � Upm , ce qui montre que
a, b P Upn sous-groupe de U, d'où l'on déduit que ab�1 P Upn donc ab�1 P G.

� Soit H un sous-groupe strict de G (noté H   G). Soit y P GzH et soit n � mintk, y P
Upku. Soit x P H et q � mintk, x P Upku.
Alors il existe un entier relatif k tel que x � exp

�
2ikπ

pq



. Comme x R Upq�1 , les

entiers k et p sont premiers entre eux, donc k et pq aussi. Par suite x engendre le
groupe Upq , donc xxy � Upq � H. On en déduit que H � Upn�1 ; en particulier H
est �ni. Nous notons m le plus petit entier tel que H � Upm et nous choisissons
un élément z de H appartenant à UpmzUpm�1 . Par un raisonnement analogue au
précédent, on prouve que xzy � Upm ; il en résulte que H � Upm � H. Finalement
H � Upm et ce dernier est un groupe cyclique.
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B) Produit de groupes

B.1 Produit direct ���

Dé�nition 3.1.6: Groupe produit

Considérons pG1, �1q et pG2, �2q deux groupes.
Posons H � G1 �G2 � tpg1, g2q, g1 P G1, g2 P G2u. Alors la loi dé�nie par

@pg1, g2q, pg3, g4q P H, pg1, g2q � pg3, g4q � pg1 �1 g3, g2 �2 g4q

munit H d'une structure de groupe.

Démonstration. Ce sont des véri�cations élémentaires laissées à la sagacité du lecteur.

Théorème 3.1.7: CNS pour qu'un produit direct soit cyclique

Considérons G1 et G2 deux groupes cycliques. Alors G1 � G2 est cyclique si et
seulement si |G1|^ |G2| � 1

Démonstration. Notons

"
n � |G1|
p � |G2|

Soit m � n_ p.

� Si n^ p � 1 : Alors n_ p   np. Or pour tout px, yq P G1 �G2,

px, yqm � pxm, ymq � p1G1 , 1G2q car
"

|G1| | m
|G2| | m

D'où l'ordre de px, yq divise m   np. Donc G1 �G2 n'a pas d'élément d'ordre np, il
ne peut donc être cyclique.

� Si n^ p � 1 : On note

"
G1 � xay
G2 � xby d'où

"
ordpaq � n
ordpbq � p

.

Pour k P Z,

pa, bqk � 1G ðñ pak, bkq � p1G1 , 1G2q

ðñ
"
ak � 1G1

bk � 1G2

ðñ
"
n � ordpaq | k
p � ordpbq | k

ðñ
n^p�1

np | k
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B.2 Produit semi-direct interne ��

Remarque 3.1.8: Cas général

Soient H et F deux sous-groupes de G.
xH Y F y � th1f1 . . . hrfr, r ¥ 1, hi P H, fi P F u.
Notons HF le sous-ensemble de G formé des éléments qui peuvent s'écrire comme
un produit hf avec h P H et f P F . On a l'inclusion évidente :

HF � xH Y F y

Attention, cette inclusion n'est pas stricte en général, et HF n'a aucune
raison d'être un sous-groupe de G, car il n'est a priori stable ni par
l'inversion, ni par le produit.

Il manque une propriété à H pour qu'on ait HF � xH Y F y, c'est-à-dire

th1f1 . . . hrfr, r ¥ 1, hi P H, fi P F u � thf, h P H, f P F u

Introduisons une nouvelle notion :

Dé�nition 3.1.9: Sous-groupe distingué

Soit H ¤ G. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. @g P G,@h P H, ghg�1 P H
2. @g P G, gH � Hg

On dit dans ce cas que H est distingué dans G, et on note H �G.

Démonstration. � p1q ñ p2q : Soient g P G et h P H.

ghg�1 P pgHqg�1 � pHgqg�1 � Hpgg�1q � H.

� p2q ñ p1q : Soit g P G. On a gHg�1 � H.

De plus, g�1Hg � H, en remplaçant g par g�1. Donc h � gHg�1.
D'où h � gHg�1 et Hg � gH.

Lemme 3.1.10

Soient H et F deux sous-groupes de G, avec H �G. Alors :

xH Y F y � HF

Démonstration. Il su�t de montrer que xH YF y � HF . Soit r un entier non-nul et soient
h1, . . . , hr (resp. f1, . . . , fr) des éléments de H (resp. F ). Par récurrence sur r, on montre
que h1f1 . . . hrfr P HF , ce qui établira le lemme.

Pour r � 1 c'est évident. On suppose donc r ¡ 1 et l'assertion établie pour r � 1.
En vertu de l'hypothèse de récurrence, h1f1 . . . hr�1fr�1 P HF ; il existe donc h0 P H et
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f0 P F tels que h1f1 . . . hr�1fr�1 � h0f0. Dès lors

h1f1 . . . hrfr � h0f0hrfr � h0f0hrf
�1
0 f0fr � hf

où l'on a posé h � h0f0hrf
�1
0 et f � f0fr. Comme H est distingué dans G, f0hrf

�1
0 P H,

d'où il découle que h P H, et f P F . Ainsi h1f1 . . . hrfr � hf appartient donc à HF .

Dé�nition 3.1.11: Produit semi-direct interne

Un groupe G est produit semi-direct interne d'un sous-groupe distingué H et d'un
sous-groupe K si et seulement si

� G � HK � xH YKy, c'est-à-dire que tout élément g de G s'écrit g � hk où
h P H et g P G.

� H XK � t1Gu, c'est-à-dire que l'écriture g � hk est unique.

B.3 Produit semi-direct externe �

Dé�nition 3.1.12: Produit semi-direct externe

Soient N et H des groupes et soit φ : H ÝÑ AutpNq un morphisme de groupes.
Notons N �

φ
H l'ensemble N �H muni de la loi de composition dé�nie par

pn1, h1q �
φ
pn2, h2q � pn1φph1qpn2q, h1h2q

Alors N �
φ
H est un groupe, appelé produit semi-direct de H par N relativement à

φ.

Démonstration. Véri�cations élémentaires mais techniques :

� Montrer que la loi �
φ
est associative ;

� Ensuite montrer que p1N , 1Hq est neutre pour la loi �
φ
;

� Finalement, on montre que tout élément admet un inverse.

Exemple 3.1.13: Produit direct ou semi-direct ?

Montrer que le produit semi-direct N �
φ
H est direct si et seulement si φ est le

morphisme trivial si et seulement si t1Nu �H est distingué dans N �
φ
H.

� Le produit semi-direct N�
φ
H est direct si et seulement si pour tous n, n1 P N

et h, h1 P H, on a
pn, hq �

φ
pn1, h1q � pn1, hh1q

si et seulement si pour tous n, n1 P N et h P H, nφphqpn1q � nn1 si et
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seulement si pour tous n1 P N , h P H, φphqpn1q � n1 si et seulement si φ est
le morphisme trivial.

� Pour tout n P N et h, h1 P H, on a

pn, hq �
φ
p1N , h1q �

φ
pn, hq�1 � pnφphh1h�1qpn�1q, hh1h�1q

On en déduit que φ est trivial si et seulement si t1Nu�H est distingué dans
N �

φ
H.

Il existe notamment des groupes que l'on peut décomposer en produits semi-directs
d'autres groupes. Par exemple,

� Sn est produit semi-direct du groupe alterné et du groupe engendré par une trans-
position.

� Le groupe des isométries a�nes est le produit semi-direct du groupe des translations
par le groupe des isométries laissant invariant un point donné.

� Le groupe diédral peut aussi s'écrire comme un produit semi-direct naturel.

C) Sous-groupes et générateurs d'un groupe cyclique ���

Théorème 3.1.14: Sous-groupes d'un groupe cyclique

Soit G un groupe cyclique, d'ordre n.

� Tout sous-groupe de G est cyclique.

� En outre, pour tout d | n, G admet un unique sous-groupe d'ordre d.

Démonstration. � On le montre pour G � Un (possible aussi avec Z{nZ). Soit H ¤ Un.
� Soit d � |H|.

Pour x P H, xd � x|H| � 1 donc H � Ud. Par égalité des cardinaux, H � Ud.
� Soit d | n. On a Ud � Un d'où l'existence. D'après ci-dessus, si H est un sous-

groupe d'ordre d de Un, alors H � Ud.
� Soit G cyclique d'ordre n. Soit θ : G

�ÝÑ Un.
Pour tout H sous-groupe de G, θpHq est un sous-groupe de Un de même cardinal.
Pour toutH0 sous-groupe de Un, θ�1pH0q est un sous-groupe deH de même cardinal.

Lemme 3.1.15: Ordre de ak

Soit a P G tel que ordpaq � n. Pour k P Z,

ordpakq � n

n^ k



I). GÉNÉRALITÉS SUR LES GROUPES 55

Démonstration. Soit d � n^ k. Alors

"
k � dk0
n � dk0

avec k0 ^ n0 � 1.

@l P N�, pakql � 1G ðñ akl � 1G

ðñ n | kl car ordpaq � n

ðñ n0 | k0l
ðñ n0 | l par lemme de Gauss

D'où ordpakq � n0 � n

d
.

Théorème 3.1.16: Générateurs d'un groupe cyclique

Soit G un groupe cyclique d'ordre n, et a P G tel que G � xay.
Alors les générateurs de G sont exactement les

tak, k P v0 , n� 1w , k ^ n � 1u

Donc G a exactement φpnq générateurs.

Démonstration. xaky � G ðñ ordpakq � n ðñ n

n^ k
� n ðñ n^ k � 1.

D) Exposant d'un groupe abélien ��

Lemme 3.1.17: Ordre d'un produit

Soit pG, .q un groupe abélien. Soient x, y P G tels que ordpxq ^ ordpyq � 1. Alors
ordpxyq � ordpxqordpyq.

Attention, cela devient faux quand le PGCD est di�érent de 1 (le voir avec y � x�1

par exemple).

Démonstration. On note

"
n � ordpxq
p � ordpyq . On suppose n^ p � 1.

Montrons que xxy X xyy � t1Gu. En e�et si z P xxy X xyy,
"

ordpzq | n
ordpzq | p et donc ordpzq |

n^ p � 1. Donc z � 1G.

Si k P Z, pxyqk � xkyk � 1G ðñ xk � y�k P xxy X xyy Ainsi,

pxyqk � 1G ðñ
"
xk � 1G
y�k � 1G

ðñ
"
n | k
p | k ðñ

n^p�1
np | k
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Proposition 3.1.18: Exposant d'un groupe abélien

Soit pG, .q un groupe abélien �ni. Alors il existe z P G tel que ordpzq �
ª
gPG

ordpgq

Démonstration. On montre que si px, yq P G2 il existe un élément z P G d'ordre ordpxq _
ordpyq. Après, par récurrence bornée, on applique à tous les éléments de G.

� Notons n �
d¹
i�1

qαi
i et p �

d¹
i�1

qβi avec pq1, . . . , qdq P Pd et αi, βi P N.

Ainsi n_ p �
d¹
i�1

q
maxpαi,βiq
i .

Quitte à renuméroter, on suppose

" @i P v1 , δw ,maxpαi, βiq � αi
@i P vδ � 1 , dw ,maxpαi, βiq � βi

. Alors,

n �
�

δ¹
i�1

qαi
i

��
d¹

i�δ�1

qαi
i

�
et p �

�
δ¹
i�1

qβii

��
d¹

i�δ�1

qβii

�

Ainsi n_ p � n0p0 avec n0 ^ p0 � 1.

� Comme n � n0n1 et ordpxq � n, ordpxn1q � n0.
De même, ordpxp1q � p0. Ainsi

ordpxp1xn1q � n0p0 � n_ p

Corollaire 3.1.19

Si G est un groupe abélien �ni,
ª
gPG

ordpgq � max
gPG

ordpgq.

Démonstration. � On a clairement max
gPG

ordpgq |
ª
gPG

ordpgq.

� D'après ci-dessus, il existe z P G, ordpzq �
ª
gPG

ordpgq. D'où la deuxième inégalité.



I). GÉNÉRALITÉS SUR LES GROUPES 57

E) Groupes particuliers

E.1 Groupe de cardinal premier ����

Proposition 3.1.20

Soit G un groupe de cardinal p P P. Alors :

G � Z{pZ

Démonstration. Soit g P Gzt1Gu. ordpgq | |G| � p. Comme ordpgq � 1, ordpgq � p.
Ainsi G est cyclique d'ordre p (donc abélien) et on a l'isomorphisme de groupes : G �
Z{pZ.

E.2 Groupe dont tous les éléments sont d'ordre ¤ 2 ���

Proposition 3.1.21

Soit G un groupe tel que pour tout g P G, ordpgq P t1, 2u. Alors :
� G est abélien ;

� Si de plus G est �ni,
Dn P N, G � pZ{2Zqn

Démonstration. On a pour tout g P G, g2 � 1G.

� G abélien : Par hypothèse pour tout g P G, g�1 � g.
Alors si pa, bq P G2, ba � b�1a�1 � pabq�1 � ab.

� Isomorphisme : Supposons maintenant G �ni. Attention, principe de démons-
tration un peu spécial, à bien retenir.
Rappelons que pour tout g P G, g2 � 1G. On peut munir G d'une structure de
F2-espace vectoriel :

θ :

" pF2, Gq ÝÑ G
pε, gq ÞÝÑ gε

Comme G est de cardinal �ni, sa dimension en tant que F2-espace vectoriel est �nie.
Donc G est isomorphe en tant que F2-espace vectoriel, en tant que groupe à Fd2 où
d � dimF2pGq
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E.3 Groupe diédral �

Dé�nition 3.1.22: Groupe diédral

Soit E le plan vectoriel euclidien. Notons Pn le polygône régulier à n côtes inclus

dans le cercle unité, ses sommets ont pour a�xe
�
e

2ikπ
n

	
kPv0 ,n�1w

.

Alors Dn � tu P OpEq, upPnq � Pnu est un sous-groupe de OpEq appelé groupe

diédral d'ordre n.

Dn est l'ensemble des isométries du plan a�ne qui conservent globalement les sommets
d'un n-gone régulier. Il contient 2n éléments :

� n rotations d'angle

�
2kπ

n



kPv0 ,n�1w

;

� n ré�exions (ou symétries) : si n est pair, il y a deux familles de ré�exions : celles
dont l'axe joint un sommet au sommet opposé, et celles dont l'axe joint le milieu d'un
côté au milieu du côté opposé. Si n est impair, il n'y a qu'une famille de ré�exions.
Leurs axes joignent un sommet au milieu du côté opposé.

Proposition 3.1.23: Système de générateurs de Dn

Soit r est la rotation d'angle
2π

n
et s la symétrie par rapport à l'axe des abscisses.

Alors :
Dn � xr, sy � tid, r, . . . , rn�1, s, sr, . . . , srn�1u

Notons alors que rk est la rotation d'angle
2kπ

n
pour k P v0 , n� 1w. Rappelons égale-

ment que s2 � id.

Démonstration. Soit τ P Dn.
� Si τ est une rotation, il existe k P v0 , n� 1w tel que τ � rk.

� Si τ est une symétrie, alors s � τ est une rotation (la composée de deux ré�exions
d'axes concourants en O, pOxq et pOyq, et une rotation d'angle 2ppOxq, pOyqq)
Donc s � τ � rk pour un certain k et τ � s � rk.

F) Actions de groupe ��

F.1 Dé�nition

Soit G un groupe et X un ensemble non-vide.

Dé�nition 3.1.24

Une action de groupe de G sur X est donnée par un morphisme

ρ :

"
G ÝÑ SpGq
g ÞÝÑ ρg
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Pour pg, g1q P G2, ρgg1 � ρg � ρg1 .

Exemple 3.1.25

� G agit sur lui-même par translation à gauche (qui est injective).

� G agit sur lui-même par conjugaison.

F.2 Stabilisateur, orbite

Dé�nition 3.1.26

Soit x P X. On dé�nit :

� L'orbite de x comme Orbpxq � tρgpxq, g P Gu � X.

� Le stabilisateur de x comme Stabpxq � tg P G, ρgpxq � xu ¤ G.

Proposition 3.1.27: Formule aux classes

Si G et X sont des ensembles �nis, pour x P X,

|Stabpxq| � |Orbpxq| � |G|

Démonstration. Soit y P Orbpxq. Alors on dispose de h P G tel que y � ρhpxq.
� Montrons que tg P G, ρgpxq � yu � hStabpxq.

ρgpxq � y ðñ ρgpxq � ρhpxq
ðñ ρh�1gpxq � x

ðñ h�1g P Stabpxq
ðñ g P hStabpxq

� G �
§

yPOrbpxq
tg P G, ρgpxq � yu d'où

|G| �
¸

yPOrbpxq
|tg P G, ρgpxq � yu|

�
¸

yPOrbpxq
|Stabpxq|

|G| � |Stabpxq|.|Orbpxq|
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F.3 Centre

Dé�nition 3.1.28

On dé�nit le centre d'un groupe par ZpGq � tg P G,@h P G, gh � hgu.

Si G est abélien ZpGq � G.

Proposition 3.1.29: Centre d'un pα

Soit G un groupe �ni de cardinal pα. Alors |ZpGq| ¥ p.

Démonstration. On considère l'action par conjugaison.
Soit a P G, alors Orbpaq � tgag�1, g P Gu et |Orbpaq| � 1 ðñ a P ZpGq.
Les orbites forment une partition de G, soient donc pa1, . . . , anq des représentatns de chaque
orbite, avec par exemple a1, . . . , ad P ZpGq et |Orbpajq| ¥ 2 pour j ¥ d� 1.

p | pα � |G| �
ņ

j�1

|Orbpajq|

� |ZpGq|�
ņ

j�d�1

|Orbpajq|

� |ZpGq|�
ņ

j�d�1

pα

|Stabpajq|looooomooooon
� pα

p
βj

car |Stabpajq|||G|

� |ZpGq|� pn� dq pα�βjloomoon
�1looooooomooooooon

divisible par p

Donc p | |ZpGq| ¥ 1 d'où le résultat.

Proposition 3.1.30

Soit G un groupe �ni de cardinal p2. Alors G est abélien.

Démonstration. Par la Proposition 3.1.29, |ZpGq| P tp, p2u. Par l'absurde si |ZpGq| � p  
p2.
Soit a P GzZpGq, alors comme a P Stabpaq mais ZpGq � Stabpaq, on a |Stabpaq|looomooon

divise p2

¥ p� 1.

Donc |Stabpaq| � p2 et a P ZpGq : impossible.
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G) Groupes quotient �

G.1 Dé�nition, structure

Théorème 3.1.31: Structure de groupe du quotient

Soit G un groupe, et H un sous-groupe distingué de G (voir Dé�nition 3.1.9).
On dé�nit la relation � . . . rHs sur G par :

x � yrHs ðñ x�1y P H ðñ
car H distingué

xy�1 P H

Alors :

� La relation � . . . rHs est une relation d'équivalence, appelée relation de
congruence pour la loi de G.

� La loi sur le quotient se traduit par le produit élément par élément

pabqH � paHqpbHq � tx.y, x P aH, y P bHu

� La loi induite sur le quotient munit celui-ci d'une structure de groupe.

Démonstration. � Relation de congruence : La ré�exivité est évidente car 1H P H. La
symétrie provient de la stabilité par inversion de H. La transitivité provient de la
stabilité par produit. De plus cette relation d'équivalence est une congruence :

Si x � x1rHs et y � y1rHs, montrons que x1y1 � xyrHs

On dispose de ph1, h2q P H2 tels que x1 � xh1 et y
1 � yh2. Alors,

x1y1 � xph1yqh2 donc il existe h11 P H, x1y1 � xpyh11qh2 � xy ph11h2qloomoon
PH

d'où le résultat.

� Correspondance avec le produit élément par élément : Soient pa, bq P G2. On montre
que :

pabqH � paHq � pbHq

� Si z P pabqH, z � abh � pa1Hqpbhq P paHqpbHq.
� Si z P paHqpbHq, z � pah1qpbh2q � aph1bqh2 d'où comme précédemment,

apbh11qh2 � pabq ph11h2qloomoon
PH

P pabqH

� Structure de groupe : On dé�nit la loi � sur G{H � gH, g P G par :

@a, b P G, a�b � ab

On véri�e aisément que cette loi est associative, admet un neutre 1G � H et que
chaque élément admet un inverse.
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Dé�nition 3.1.32: Groupe quotient par un sous-groupe distingué

Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. On note pG{Hq le groupe
dé�ni sur l'ensemble quotient par la loi induite, telle que décrite dans le théorème
précédent.

SiG est un groupe abélien, tout sous-groupe deG est distingué et on peut quotienter par
ce sous-groupe. Par ailleurs le groupe quotient résultant sera abélien (véri�cation facile).
De même le quotient d'un groupe cyclique sera cyclique.

G.2 Passage d'un morphisme au quotient

On note

π :

"
G ÝÑ pG{Hq
g ÞÝÑ gH � gH � Hg

le morphisme de projection.

Lemme 3.1.33: Passage au quotient d'un morphisme de groupe

Soit f : G ÝÑ K un morphisme de groupes et H un sous-groupe distingué de G.
Alors f passe au quotient et dé�nit

f̃ : G{H ÝÑ K

telle que f � f̃ � π si et seulement si H � Kerpfq.

Démonstration. Il s'agit de véri�er que H � Kerpfq est une condition nécessaire et su�-
sante pour que f soit invariant sur les classes d'équivalence de � ...rHs. Soit a P G.
� Si H � Kerpfq : Soient x, y P aH, écrivons x � ah1 et y � ah2.
fpxq � fpaqfph1q � fpaq car h1 P Kerpfq et de même fpyq � fpaq � fpxq.

� Si H � Kerpfq : Soit h P HzKerpfq. On a fphq � 1K � fp1Gq. f prend donc des
valeurs distinctes sur deux éléments d'une même classe. f ne passe pas au quotient.

Théorème 3.1.34: Premier théorème d'isomorphisme

Soit f : G ÝÑ K un morphisme de groupes. Alors Kerpfq est un sous-groupe
distingué de G et f passe au quotient, dé�nissant un morphisme de groupes injectif

f̃ : G{Kerpfq ÝÑ K

Ainsi,
f̃ | Im f : G{Kerpfq ÝÑ K est un isomorphisme de groupes

Démonstration. � Kerpfq est un sous-groupe distingué de G : l'écrire.

� f passe au quotient : d'après le Lemme 3.1.33, f passe au quotient.
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� f̃ est un morphisme de groupes : si a, b P G,
f̃pa�bq � f̃pabq � fpabq � fpaqfpbq � f̃ppaqq�f̃pbq

� Injectivité de f̃ :

Kerpf̃q � ta, f̃paq � 1Ku � ta, fpaq � 1Ku � t1Gu d'où l'injectivité.

Exemple 3.1.35: Quelques exemples de groupes quotients

� Le groupe pZ{nZ,�q est dé�ni comme le quotient du groupe pZ,�q par son
sous-groupe distingué nZ.

� Soit G � pC�,�q et f :

"
G ÝÑ R��
z ÞÝÑ |z| . Ce morphisme est surjectif, son

noyau est U. On en déduit que :

C�{U � R��

� On prend G � GLnpRq et det : G ÝÑ R� le déterminant. On sait que det
est un morphisme surjectif, de noyau SL2pRq. Ainsi,

GL2pRq{SL2pRq � R�

� G{G est un groupe trivial.

� G{teu est isomorphe à G.

Exemple 3.1.36: Lien avec le produit semi-direct vu plus tôt

Soient N et H des groupes et soit φ : H ÝÑ AutpNq un morphisme de groupes.
Identi�er le quotient de N �

φ
H par N � t1Hu.

� On dispose d'une application naturelle π : N �
φ
H ÝÑ H donné par la

seconde projection (πpn, hq � h). Il est clair que π est un morphisme de
groupes surjectif.

� Calculons son noyau : Soient n P N et h P H. On a πpn, hq � 1H si et

seulement si h � 1H , donc Kerpπq � N � t1Hu.
� Finalement, π passe au quotient par son noyau et induit, d'après le premier

théroème d'isomorphisme, un isomorphisme de groupes :

π :

�
N �

φ
H



{ pN � t1Huq �ÝÑ H.
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II) Groupe symétrique

A) Décomposition cyclique d'une permutation ����

Soit σ P Sn une permutation. On dé�nit une relation sur v1 , nw par :

a �σ b ðñ Dk P Z, σkpaq � b

C'est une relation d'équivalence. La classe d'équivalence de a est notée Orbσpaq, c'est
l'orbite de a par σ.
Ainsi Orbσpaq � tσipaq, i P Nu.

Dé�nition 3.2.1: Cycle

Un cycle est une permutation telle qu'il existe k P N�, et i1, . . . , ik des éléments
2-à-2 distincts de v1 , nw tels que :
� @l P v1 , k � 1w , σpilq � il�1 et σpikq � i1

� @l P v1 , nw zti1, . . . , iku, σpiq � i

Toutes les orbites sauf une sont réduites à un point.

Ainsi D!a P v1 , nw ,Orbpaq � tσipaq, i P v0 , |Orbpaq|� 1wu.

Dé�nition 3.2.2: Support d'une permutation

Le support d'une permutation σ, noté Supppσq est l'ensemble des éléments qui ne
sont pas laissés �xes par σ.
Dans le cas d'un cycle, le support est l'orbite non-réduite à un point.

Théorème 3.2.3: Décomposition en cycles à supports disjoints

Soit σ P Sn. Alors σ s'écrit comme produit de cycles à supports disjoints et cette
écriture est unique à l'ordre près des facteurs.

B) Conjugaison ����

Théorème 3.2.4

Soient τ � pa1 . . . adq un d-cycle et σ P Sn. Alors

σ � τ � σ�1 � pσpa1q . . . σpadqq

Si σ0 � τ1 � � � � � τd où τi � pai1, . . . , aidiq décomposition en cycles à supports disjoints,

σ � σ0 � σ�1 � τ̃1 � � � � � τ̃d où τ̃j � pσpai1q . . . σpaidiqq
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Proposition 3.2.5

Les transpositions sont toujours conjuguées.

Démonstration. Si τ � pa bq et τ 1 � pc dq, on dé�nit σ P Sn par

$&
%

σpaq � c
σpbq � d

v1 , nwσta, bu σ� v1 , nwσtc, du
, alors σ � τ � σ�1 � τ 1

Proposition 3.2.6

Deux permutations à supports disjoints commutent.

Démonstration. C'est intuitif.

C) Ordre d'une permutation ����

C.1 Ordre d'un cycle

Proposition 3.2.7

Soit σ P Sn un cycle de longueur l. Alors,

ordSnpσq � l

Démonstration. Soit k P N�. Soit j P v1 , lw.
Alors σkpajq � a

k�jl . Ainsi σ
l � id.

Si k   l, σkpa1q � a1�k � a1 donc ordSnpσq � l.

C.2 Ordre d'une permutation

Proposition 3.2.8

Soit σ P Sn . Alors, soit σ � τ1 � � � � � τN sa décomposition en cycles à supports
disjoints de longueurs l1, . . . , lN . Ainsi,

ordSnpσq �
Nª
j�1

lj
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Démonstration. Comme les τi sont à supports disjoints et commutent, pour k P N�,

σk � τk1 � � � � � τkN
Comme Supppτki q � Supppτiq, les pτki qiPv1 ,nw sont des permutations (pas forcément des
cycles) à supports disjoints.
Par unicité de la décomposition,

σk � id ðñ @j P v1 , Nw , τkj � id

ðñ @j P v1 , Nw , ordpτjqloomoon
�lj

| k ðñ
Nª
j�1

lj | k

D) Générateurs de Sn ���

Proposition 3.2.9

Les transpositions engendrent Sn

Démonstration. � Les cycles engendrent Sn d'après le Théorème 3.2.3.

� Soit σ � pa1 . . . alq un cycle. On a : σ �
l�1¹
i�1

pai ai�1q

Proposition 3.2.10

Les transpositions ppi i� 1qqiPv1 ,n�1w engendrent Sn

Démonstration. Soit pi jq avec j ¡ i. On montre que pi jq P xppi i� 1qqiPv1 ,n�1wy par
récurrence sur j � i P v1 , n� 1w.
� Initialisation : j � i � 1 et pi jq � pi i� 1q
� Hérédité : Supposons j � i� k � 1. Par H.R., pi i� kq P H. Or :

pi jq � pi� k i� k � 1qpi i� kqpi� k i� k � 1q P H

Proposition 3.2.11

Les transpositions pp1 iqqiPv1 ,n�1w engendrent Sn

Démonstration. Remarquer que pi jq � p1 jqp1 iqp1 jq
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Proposition 3.2.12

Ces trois systèmes de générateurs sont minimaux : n� 1 est le nombre minimal de
transpositions pour engendrer Sn.

Démonstration. Il s'agit ici d'un argument classique de théorie des graphes.
Soit E � Sn un ensemble de transpositions, qu'on suppose générateur de Sn.
Soit Γ � pv1 , nw , ti, j, pi jq P Euq un graphe non-orienté, qui est connexe puisque xEy �
Sn.
Il reste donc à montrer qu'un graphe connexe à n sommets possède au moins pn�1q arêtes,
par récurrence sur n :

� Initialisation (n=2) : c'est évident.

� Hérédité : Supposons |Γ| � n� 1.

� Si chaque sommet a au moins 2 voisins, alors Γ a au moins |Γ| � n� 1 arêtes.

� Sinon, il existe un sommmet s qui n'a qu'un unique voisin.
Considérons Γ1 � Γztsu (on retire le sommet et les arêtes adjacentes). Γ1 est
connexe à n sommets, donc par hypothèse de récurrence, Γ1 admet au moins
n� 1 arêtes, donc Γ a au moins n arêtes.

Cela conclut la preuve par récurrence.

Proposition 3.2.13

p1 2 . . . nq et p1 2q engendrent Sn.

Démonstration. Remarquer qu'on engendre les ppi i� 1qqiPv1 ,n�1w en appliquant p1 2 . . . nq
à p1 2q successivement.

E) Signature ����

Dé�nition 3.2.14: Dé�nitions équivalentes de la signature

� Pour σ P Sn, εpσq �
¹

1¤i j¤n

σpjq � σpiq
j � i

� ε � p�1qNσ où Nσ est le nombre d'inversions, c'est-à-dire

Nσ �
∣∣∣!pi, jq P v1 , nw2 , i   j, σpiq ¡ σpjq

)∣∣∣
� ε est l'unique morphisme de groupes non-trivial de pSn, �q vers pt�1u,�q
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Proposition 3.2.15: Valeurs remarquables

� Si τ est une transposition, εpτq � �1
� Si σ est un cycle de longueur p, εpσq � p�1qp�1

Démonstration. � On note τ � pi jq, i   j sans perte de généralité. Alors on peut
écrire

τ �
�
1 2 . . . i� 1 i i� 1 . . . j . . . n
1 2 . . . i� 1 j i� 1 . . . i . . . n



Compter le nombre d'inversions de τ revient à compter, pour chaque terme de la
seconde ligne, le nombre de termes qui le suivent et qui lui sont inférieurs. D'une
telle manière,

Npσq � 0
1
� � � � � 0

i�1
� pj � iq

i
� 1
i�1

� . . . 1
j�1

� 0
j
� � � � � 0

n
� 2pj � iq � 1

Donc, εpσq � p�1q2pj�iq�1 � �1.
� Tout p-cycle s'écrit comme produit de p � 1 transpositions d'après la Proposition

3.2.9, chacune de signature �1.

Remarque 3.2.16

ε est le seul morphisme non-trivial de pSn, �q vers pC�,�q.

Démonstration. Soit φ ; Sn ÝÑ C� un morphisme de groupes.
Pour toute transposition τ , τ2 � id. Par morphisme, φpτq2 � id.
Ainsi, φpτq P t�1,�1u.
Soient τ et τ 1 deux transpositions, qui sont conjuguées d'après la Proposition 3.2.5. Soit
donc σ, tel que

τ 1 � σ � τ � σ�1

Alors,
φpτ 1q � φpσq � φpτq � φpσq�1 � φpτq

Ainsi, soit φ � id, soit φ vaut �1 pour toute transposition, et auquel cas on a φ � ε.

F) Sous-groupe alterné ��

Dé�nition 3.2.17

On pose An � Kerpεq.
De plus, |An| � n!

2
.

Démonstration. ε :ÝÑ t�1, 1u est un morphisme de groupe surjectif.
D'où Sn � ε�1t1u \ ε�1t�1u et |ε�1t1u| � |ε�1t�1u| � |An|.
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III) Anneaux et arithmétique

Fixons, pour cette partie, K un corps.

A) Indicatrice d'Euler ����

A.1 Dé�nition et multiplicativité

Dé�nition 3.3.1: Indicatrice d'Euler

Pour n P N�, on dé�nit

φ :

"
N� ÝÑ N�
n ÞÝÑ |pZ{nZq�|

Lemme 3.3.2

Soient A1 et A2 deux anneaux.
Si θ : A1 ÝÑ A2 est un morphisme d'anneaux,

z P A�1 ðñ θpzq P A�2
et |A�1 | � |A�2 | en cas de �nitude des groupes.

Démonstration.

z P A�1 ðñ Dy P A1, yz � zy � 1A1

ðñ Dy P A1, θpyqθpzq � θpzqθpyq � 1A2 par injectivité

ðñ Dx P A2, xθpzq � θpzqx � 1A2 par surjectivité

ðñ θpzq P A�2

Théorème 3.3.3: Multiplicativité de φ

@pm,nq P pN�q2, φpmnq � φpmqφpnq

Démonstration. Si m � 1 ou n � 1 c'est évident.
Sinon on applique le lemme chinois, on considère un isomorphisme d'anneaux

θ : pZ{pmnqZq �ÝÑ pZ{mZq � pZ{nZq
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On a alors :

φpmnq � |pZ{pmnqZq�|
� |pZ{mZ� Z{nZq�|
� |pZ{mZq� � pZ{nZq�| par le Lemme 3.3.2

� |pZ{mZq�|� |pZ{nZq�|
� φpmqφpnq

A.2 Valeurs particulières

Lemme 3.3.4

Soit α P N�, et p P P. Alors

φppαq � pα � pα�1

Démonstration.

φppαq � |tk P v1 , pαw , k ^ pα � 1u|
� pα � |tk P v1 , pαw , k ^ pα � 1u|
� pα � |tk P v1 , pαw , p | ku|
� pα � pα

pα�1
|

� pα � pα�1

Théorème 3.3.5: Décomposition en facteurs premiers

Soit n �
n¹
j�1

p
αj

j , avec pp1, . . . , pdq P Pd 2-à-2 distincts et pα1, . . . , αdq P pN�qd.

Alors,

φpnq �
d¹
j�1

�
p
αj

j � p
αj�1
j

	
� n

d¹
j�1

�
1� 1

pj




Démonstration. Appliquer la multiplicativité puis le Lemme 3.3.4.

Corollaire 3.3.6

φpnq | n ðñ
d¹
j�1

pj
pj � 1

P N�
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Corollaire 3.3.7

Si φpnq | n,

v2

�
d¹
j�1

pj

�
¥ v2

�
d¹
j�1

ppj � 1q
�

Démonstration. Corollaires immédiats.

A.3 Egalité très classique n �
¸
d|n
φpdq

Proposition 3.3.8

Soit n P N�. Alors
n �

¸
d|n
φpdq

Démonstration. On note Vn l'ensemble des racines primitives n-ièmes de l'unité. C'est-à-
dire que

Vn �
"
exp

�
2ikπ

n



, k P v0 , n� 1w , k ^ n � 1

*

On a n � |Un|. Or, pour z P Un, ordpzq | n. Mais :

Un �
¤
d|n
tz P Un, ordpzq � duloooooooooooomoooooooooooon

�Hd

, c'est une partition.

� Si z P Hd, ordpzq � d et z P Ud donc z P Vd.
� Si z P Vd, comme Ud � Un, z P Un avec ordpzq � d d'où z P Hd.

Finalement, n � |Un| �
¸
d|n

|Vd| �
¸
d|n
φpdq.

A.4 Nilpotence dans Z{nZ

Proposition 3.3.9

Soit n ¥ 2 et k P N�. Notons n �
n¹
j�1

p
αj

j la décomposition en facteurs premiers de

n.

Alors k est nilpotent dans Z{nZ si et seulement si
d¹
j�1

pi | k.



72 CHAPITRE 3. ALGÈBRE GÉNÉRALE

Démonstration. � ñ : Supposons k nilpotente. On dispose de l ¥ 1, k
l � 0, soit n | kl.

Donc pour i P v1 , dw, pi | kl donc pi | k. Ainsi
d¹
j�1

pi | k.

� ð : Supposons
d¹
j�1

pi | k. On note k �
�

d¹
j�1

pi

�
m. Soit β � max

iPv1 ,dw
αi.

kβ �
�

d¹
j�1

pβi

�
mβ . Or

d¹
j�1

pβi | n d'où k
β � 0.

B) Inversion de Möbius ���

B.1 Fonctions arithmétiques

Dé�nition 3.3.10

Soit f : N� ÞÝÑ K, où K � R ou C. On dit qu'alors f est une fonction arithmétique.
Une telle fonction est multiplicative si :

@pm,nq P N2,m^ n � 1ñ fpmnq � fpmqfpnq

Proposition 3.3.11: Loi sur les fonctions arithmétiques

On dé�nit sur l'ensemble des fonctions artihmétiques la loi de composition interne
� :

@pf, gq P FpN�,Kq2, f � g :

$&
%

N� ÝÑ K
n ÞÝÑ

¸
d|n
fpdqg

�n
d

	

Cette loi est commutative, associative et dispose d'un neutre qui est donné par
1t1u : n ÞÝÑ δn�1.

Démonstration. � Commutativité : Pour tout pf, gq P FpN�,Kq2, pour n P N,

pf � gqpnq �
¸

pd,d1qPpN�q2
dd1�n

fpdqgpd1q

� Associativité : Soient f, g, h des fonctions arithmétiques. Pour n P N,

f � pg � hqpnq �
¸

pd,d1qPpN�q2
dd1�n

fpdqpg � hqpd1q

�
¸

pd,d1qPpN�q2
dd1�n

¸
pδ1,δ2q
δ1δ2�d1

fpdqgpδ1qhpδ2q

�
¸

pd,δ1,δ2qPpN�q3
dδ1δ2�n

fpdqgpδ1qhpδ2q

f � pg � hqpnq � pf � gq � hpnq
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� Neutre : Le véri�er.

B.2 Fonction de Möbius

Dé�nition 3.3.12: Fonction arithmétique de Möbius

Notons pour n P N�, sa décomposition en facteurs premiers : n �
d¹
j�1

p
αj

j . Posons :

µ :

$'''''''''&
'''''''''%

N� ÝÑ K
1 ÞÝÑ 1

n �
d¹
j�1

pj ÞÝÑ p�1qd

n �
d¹
j�1

p
αj

j | Dj, αj ¥ 2 ÞÝÑ 0

Proposition 3.3.13: Multiplicativité

µ est multiplicative.

Démonstration. Soient pm,nq P pN�q2, premiers entre eux.

� S'il existe p P P tel que p2 | n ou p2 | m alors p2 | mn et µpmnq � 0 � µpmqµpnq.

� Sinon

$''''&
''''%

m �
d¹
j�1

pj

n �
d1¹
j�1

qj

où tpj , j P v1 , dwu X tqj , j P
0
1 , d1

8u � H.

Ainsi mn �
d¹
j�1

pj

d1¹
j�1

pj tous premiers entre eux deux-à-deux.

Alors µpmnq � p�1qd�d1 � p�1qdp�1qd1 � µpmqµpnq.

Proposition 3.3.14: Inverse de µ

Pour tout n P N, ¸
d|n
µpdq � 1t1upnq
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Démonstration. On a td P N�, d | nu � t
d¹
j�1

p
βj
j ,@j, βj P v0 , αjwu.

Mais par dé�nition de µ :

td P N�, d | n et µd � 0u �
#

d¹
j�1

p
βj
j ,@j P v1 , dw , βj P t0, 1u

+

donc pour n ¡ 1,

¸
d|n
µpdq �

¸
pβ1,...,βdqPt0,1ud

µ

�
d¹
j�1

p
βj
j

�
loooooomoooooon

�p�1qk où k�|tj|βj�1u|

�
ḑ

k�0

p�1qk
¸

pβ1,...,βdqPt0,1ud
|tj|βj�1u|�k

1

�
ḑ

k�0

�
d

k



p�1qk

� 0 par bînome de Newton

B.3 Inversion de Möbius

Théorème 3.3.15: Formule d'inversion

Soit f P FpN�,Kq, on pose g :

$&
%

N� ÝÑ K
n ÞÝÑ

¸
d|n
fpdq . Alors :

fpnq �
¸
d|n
µpdqg

�n
d

	

Démonstration. On a g � f � 1. Or f � f � 1t1u � f � p1 � µq � g � µ.

Proposition 3.3.16: Convolution et multiplicativité

Si f, g P FpN�,Kq sont multiplicatives, alors f � g est multiplicative.

Démonstration. Soient pm,nq P pN�q2,m^ n � 1.

On écrit :

$''''&
''''%

m �
q¹
j�1

p
αj

j

n �
q�q1¹
j�d�1

p
αj

j

avec les ppjq premiers entre eux deux-à-deux.
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On a : pf � gqpmnq �
¸
d|mn

fpdqg
�mn
d

	
par dé�nition. Considérons :

φ :

$''&
''%

td | mnu ÝÑ tδ | mu � tδ1 | nu

d �
q�q1¹
j�1

p
βj
j , où 0 ¤ βj ¤ αj ÞÝÑ

�
� q¹
j�1

p
βj
j ,

q�q1¹
j�q�1

p
βj
j

�



qui est bijective d'inverse pδ, δ1q ÞÑ δδ1. Donc :

pf � gqpmnq �
¸
δ|m
δ1|n

fpδδ1qg
�mn
δδ1

	

δ^δ1�1�
¸
δ|m
δ1|n

fpδqfpδ1qg
�m
δ

	
g
�n
δ1
	

�
�
�¸
δ|m

fpδqg
�m
δ

	�

�
�¸
δ1|n

fpδ1qg
�n
δ1
	�


� pf � gqpmqpf � gqpnq

C) Anneaux Zrαs ���

C.1 Dé�nition

Lemme 3.3.17: important ! ����

Si P P ZrXs, P �
ņ

k�0

akX
k. Si P

�
p

q



� 0, alors q | an et p | a0

Démonstration. En e�et

P

�
p

q



� 0 ðñ

ņ

k�0

akp
kqn�k � 0 ðñ anp

n � �q
n�1̧

k�0

akp
kqn�k�1

De plus pn ^ q � 1 d'où q | an.
De même a0q

n � �p
ņ

k�1

akp
k�1qn�k et p^ qn � 1 d'où p | a0.

Dé�nition 3.3.18: Anneau Zrαs

Soit P � X2�aX�b P ZrXs sans racine rationnelle. Soient α et β les deux racines
complexes de P . On note :

Zrαs � tQpαq, Q P ZrXsu
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C'est un sous-anneau de C.

Démonstration. Posons θα :

"
ZrXs ÝÑ C
Q ÞÝÑ Qpαq qui est un morphisme d'anneaux.

Or, Zrαs � θαpZrXsq et ZrXs est un anneau donc Zrαs est un sous-anneau de C.

Proposition 3.3.19

Zrαs � tx� yα, px, yq P Z2u

Démonstration. � ð : évidente avec Qx,y � x� yα

� ñ : On a P pαq � 0 d'où α2 � �aα� b. De là, deux démonstrations possibles :

� Par récurrence, on montre que αn � xnα� yn où pxnq, pynq P Zn.
� Par division euclidienne, Q � Q̃P � R̃ si Q P ZrXs, P étant unitaire ; on a

pQ̃, R̃q P ZrXs2, degpR̃q ¤ 1 d'où

Qpαq � 0� x� αyloomoon
�Rpαq

Remarque 3.3.20

Par relations coe�cients-racines, Zrαs � Zrβs

Par exemple,

� Zris l'anneau des entiers de Gauss, très important en arithmétique.

� Zr
?
2s est dense dans R.

C.2 Conjugaison

Proposition 3.3.21

On dé�nit :

τ :

"
Zrαs ÝÑ Zrαs
x� αy ÞÝÑ x� βy

τ est bien dé�ni, et il s'agit d'un morphisme d'anneaux.

Démonstration. � Bonne dé�nition : l'écriture x� αy est unique par irrationnalité de
α.
En e�et, si x�αy � x1 �αy1, alors px� x1q � αpy� y1q. Si y � y1, alors α P Q, c'est

impossible. Alors,

"
x � x1

y � y1
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� Morphisme : on montre que @z, z1 P Zrαs, τpzz1q � τpzqτpz1q.
Si

"
z � x� αy
z1 � x1 � αy1 , zz1 � xx1 � αpyx1 � y1xq � α2loomoon

��aα�b
yy1

D'où τpzqτpz1q � τpzz1q.

Exemple 3.3.22: Conjugaison dans Zris

Dans Zris, la conjugaison ressemble à celle dans C :

τ :

"
Zris ÝÑ Zris
x� iy ÞÝÑ x� iy

puisque P � X2 � 1 � pX � iqpX � iq.

C.3 Norme et inversibilité

Posons N :

"
Zrαs ÝÑ Z
z ÞÝÑ τpzqz . En e�et si z � x� yα,

Npzq � px� βyqpx� αyq
� x2 � xypα� βq � αβy2

� x2 � axy � by2 P Z

Proposition 3.3.23: Inversibles de Zrαs

@z P Zrαs, z P pZrαsq� ðñ Npzq P t�1u

Démonstration. � ñ : Si zz1 � 1, NpzqNpz1q � Np1q � 1 d'où Npzq P t�1u.
� ð : Si Npzq � ε, alors zτpzq � ε d'où pετpzqqz � 1 et ainsi z�1 � ετpzq.

Dans certains cas, on parvient à déterminer totalement pZrαsq�.

D) Idéaux et anneaux principaux ���

Quelques rappels / remarques sur les idéaux :

� Si I est un idéal contenant un élément inversible, alors l'idéal est égal à l'anneau
entier. La notion d'idéal de corps n'est donc pas pertinente.

� Un idéal n'est pas un sous-anneau. Sinon, il contiendrait le neutre et serait égal à
l'anneau entier.

� Une intersection (même in�nie) d'idéaux est un idéal

� Une somme �nie d'idéaux est un idéal.
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Dé�nition 3.3.24: Idéal principal

Un idéal de la forme px0q � x0A pour x0 P A est un idéal principal.

Dé�nition 3.3.25: Anneau principal

Un anneau principal est un anneau dont tous les idéaux sont principaux.

Théorème 3.3.26: Z et KrXs sont principaux

Z et KrXs sont anneaux principaux.

Démonstration. � Z : tout idéal de Z est à fortiori un sous-groupe donc de la forme
aZ.

� KrXs : Soit I un idéal de KrXs. On le suppose non-trivial.
On considère D � tdegpAq, A P Iz t0uu ensemble non-vide de N. Soit d0 � minD et
A0 P Iz t0u tel que degpA0q � d0.

� On a pA0q � A0KrXs � I.

� Soit P P I. On réalise la division euclidienne de P par A0,

P � A0Q�R

avec degpRq   d0. Or R � P � A0Q P I. Comme degpRq R D, nécessairement
R � 0.

Proposition 3.3.27

Soit pA,�, .q un anneau principal. Alors toute suite croissante d'idéaux de A est
stationnaire.

Démonstration. Soit pInqnPN � panAqnPN une suite croissante d'idéaux.
Pour tout n P N, In � In�1 id est an�1 | an. Soit J �

¤
nPN

In.

� J est un idéal : Soient px, yq P J 2. Il existe pn, pq P N2 tels que x P In et y P Ip.
Posons k � maxpn, pq. Par croissance, px, yq P I2k . Ainsi x� y P Ik � J .
Si x P J et a P A, Dn P N, x P In d'où ax P In � J .

� On atteint J : On dispose de b P A tel que J � pbq. Nécessairement b P J donc on
dispose de N tel que b P IN .
Ainsi, pbq � panq � IN � J � pbq d'où J � In.
Pour tout n ¥ N , IN � J � In � J et In � J .
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Lemme 3.3.28

Soit A un anneau commutatif, intègre et principal. Tout élément a P A non-
inversible admet un diviseur irréductible.

Démonstration. Si a n'est pas irréductible, il admet un diviseur strict a1 non-inversilbe,
non associé à A. :

paq � pa1q � A

Si a1 est irréductible, on a terminé, sinon il admet un diviseur strict a2, non-inversible tel
que

paq � pa1q � pa2q � A

Comme il n'existe pas de suite in�nie strictement croissante d'idéaux par la Proposition
3.3.27, en un nombre �ni d'étapes on obtient ak irréductible.

Théorème 3.3.29: Décomposition en irréductibles

Soit pA,�, .q un anneau commutatif, intègre et principal.
Alors tout élement non-inversible se décompose en produits d'irréductibles.

Plus précisément, soit pPiqiPI est une famille de représentats de chaque classe d'ir-
réductibles associés. Alors, pour a P AzA�, il existe :$&

%
pi1, . . . , idq P Id 2-à-2 distincts
pα1, . . . , αdq P pN�qd
u P A�

tels que a � u
d¹
j�1

P
αj

ij

et cette écriture est unique à l'ordre près des facteurs.

Démonstration. Unicité : On suppose u
d¹
j�1

p
αj

ij
� v

d1¹
k�1

pβkjk

� Soit l P v1 , dw, pil | v
d1¹
k�1

pβkjk . Comme pil est irréductible, il est l'un des facteurs.

Comme v est inversible, on dispose de k P v1 , dw, pil | pjk . Par irréductibilité de
pjk , pil et pjk sont associés donc égaux (il y a un seul représentant par classe). Ainsi
tij , j P v1 , dwu � tjk, k P 0

1 , d1
8u. L'autre inclusion se montre séparément donc

d � d1.
� Quitte à renuméroter, on suppose ik � jk pour tout k.

Montrons que pour j P v1 , dw, αj � βj . Soit k P v1 , dw. Supposons par exemple
αk ¤ βk. Ainsi :

puv�1q
¹
j�k

p
αj

ij
� pβk�αk

ik

¹
j�k

p
βj
ij

Or pour tout j � k, pij ^ pik � 1. Donc

�
�uv�1

¹
j�k

p
αj

ij

�

^ pik � 1. Nécessairement,

βk � αk � 0.
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� Ainsi, u
d¹
j�1

p
αj

ij
� v

d¹
j�1

p
αj

ij
et donc u � v.

Existence : Soit a P A.
Si a est irréductible, on a terminé. Sinon, a admet un diviseur irréductible a1 par le Lemme
3.3.28. Ainsi, on a i1 P I, pi1 | a. Ainsi a � a1pi1 .

� Si a1 est inversible, on a une décomposition en irréductibles.

� Sinon, il admet un diviseur irréductible pi2 . On obtient ainsi une suite croissante
d'idéaux, en un nombre �ni d'étapes on obtient ak inversible et ainsi une décompo-
sition.

E) Anneaux euclidiens ��

Dé�nition 3.3.30: Anneau euclidien, stathme

Soit A un anneau commutatif intègre. On dit que A est euclidien s'il existe une
application ψ : A ÝÑ N véri�ant la propriété suivante : pour tout a, b P Az t0Au,
il existe q, r P A tels que

a � bq � r et pr � 0 ou ψprq   ψpbqq

L'application ψ est appelée stathme euclidien.

-

Proposition 3.3.31: Exemples

� Z est euclidien : le stathme est la valeur absolue.

� KrXs est euclidien, le stathme est le degré.

� Zris est euclidien, quel est le stathme ?

Démonstration. Voir première année.

Théorème 3.3.32: Principalité d'un anneau euclidien

Soit pA,�, .q un anneau euclidien. Alors A est principal.

Démonstration. C'est la même démonstration queKrXs euclidien, en remplaçant le stathme
par ψ.

Cette propriété est riche de conséquences : tout anneau principal véri�e l'identité de
Bézout, le lemme d'Euclide, on peut dé�nir un PGCD, PPCM...
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F) Idéaux maximaux ��

Dé�nition 3.3.33: Idéal maximal

Soit A un anneau commutatif. On dit qu'un idéal I est maximal si I � A et si
pour tout J idéal tel que I � J , J � A.

C'est dire que pA{Iq est un corps (en tant qu'anneau quotientn, notion largement hors-
programme mais indéniablement intéressante).

Proposition 3.3.34: Caractérisation des idéaux maximaux

I est un idéal maximal si et seulement si pour tout a P AzI, il existe b P A, x P I,
ab � 1� x.

Démonstration. � Soit a P AzI. On considère J � I�paq. Par maximalité de I, comme
I � J , J � A. A fortiori 1 P J d'où l'existence de x P I et b P A tels que 1 � x� ba.

� Soit I � J � A où J est un idéal. On dispose de a P JzI, et de b P A, x P I tels que
1 � ab� x P J d'où J � A.

Corollaire 3.3.35

� Les idéaux maximaux de Z sont les pZ avec p premier.

� Les idéaux maximaux de KrXs sont les pP q � PKrXs avec P irréductible.

Démonstration. � Z : pZ � nZ � Z ðñ n | p donc pZ maximal si et seulement si

ses seuls divisuers sont 1 et p.

� KrXs : même démonstration.

G) Idéaux premiers ��

Dé�nition 3.3.36: Idéal premier

I est un idéal premier si pour tout pa, bq P A2, si ab P I alors a P I ou b P I

C'est dire que pA{Iq est intègre.

Proposition 3.3.37

Si I est maximal, alors I est premier.
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Démonstration. Avec les anneaux quotients c'est évident : un corps est toujours intègre.

Mais faisons la démonstration avec les outils de MP :
On suppose I maximal. Soit pa, bq P A2 tel que ab P I. Supposons a R I. Par maximalité
de I, on trouve c P A et x P I, ac � 1� x.
D'où abc� xb � b P I.

IV) Corps

A) Caractéristique d'un corps ���

Soit pK,�, .q un corps.

A.1 Dé�nition

Théorème 3.4.1: Caractéristique d'un corps

Considérons

θ :

" pZ,�,�q ÝÑ pK,�, .q
k ÞÝÑ k.1K

qui est un morphisme d'anneaux.
Kerpθq est un idéal de Z de la forme pZ avec p P N. p est appelé la caractéristique

du corps, notée carpKq.
� Si θ est injectif, carpKq � 0 et Q s'injecte dans K.
� Sinon, carpKq � p P P et Fp s'injecte dans K.s

Démonstration. On a Kerpθq � ppq � pZ, p P N.
� Supposons θ injectif, alors p � 0. θ est un morphisme d'anneaux injectif de Z dans

K.
Soit Z0 � θpZq � Z en tant qu'anneaux. Comme K est un corps, on peut poser Q0

le sous-corps engendré par Z0, une copie de Q dans K.

θ̃ :

#
Q ÝÑ Q0
p

q
ÞÝÑ θppqθpqq�1

qui ne dépend pas des représentats choisis. C'est un isomorphisme de corps.

� Supposons que θ n'est pas injectif. Supposons p � ab, alors :

0K � θppq � θpaqθpbq

Par intégrité, θpaq � 0 ou θpbq � 0, id est p | a ou p | b : impossible, donc p P P.
On pose

θ̃ :

"
Z{pZ ÝÑ K
k
p ÞÝÑ θpkq

qui est injectif. Son image est une copie de Fp dans K.
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A.2 Cardinal d'un corps �ni

Lemme 3.4.2: Un surcorps est un espace vectoriel sur le sous-corps

Si k est un sous-corps de K, alors K est un k-espace vectoriel.

Démonstration. On dé�nit la loi de composition externe :

� :

"
k �K ÝÑ K
pα, aq ÞÝÑ α�K a

et on véri�e toutes les propriétés.

Théorème 3.4.3

Tout corps �ni a un cardinal de la forme pd où p � carpKq.

Démonstration. Soit K un corps �ni. Nécessairement, sa caractéristique est strictement
positive et première, notée p. De plus, Fp s'injecte dans K. Ainsi on a F̃p � K une copie
de Fp. Alors, par le Lemme 3.4.2, K est un F̃p-espace vectoriel de dimension �nie d.

Ainsi K est isomorphe à F̃p
d
, d'où |K| � |F̃p

d| � pd.

A.3 Morphisme de Frobenius

Proposition 3.4.4

Soit K un corps de caractéristique p.

Alors σ :

"
K ÝÑ K
x ÞÝÑ xp

est un morphisme de corps.

En particulier, @px, yq P K2, px� yqp � xp � yp.

C'est �nalement le rêve de tout élève de troisième qui ne connaît pas ses identités
remarquables :

pa� bq2 � a2 � b2

Démonstration. En e�et, si k P v1 , p� 1w, k!
�
p

k



�

p¹
j�p�k�1

j est divisible par p.

Or @j P v1 , p� 1w , p^ j � 1 d'où p^ k! � 1 et par le lemme de Gauss, p |
�
p

k



.

Par binôme de Newton, on conclut.

On remarque également que K � Fp, σ � id.
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B) Carrés de Fp ����

Lemme 3.4.5: Lemme du berger pour un morphisme de groupes

Soit ψ : G1 ÝÑ G2 un morphisme de groupes, avec G1 �ni. Alors :

|G1| � |Kerψ||Imψ|

.

Démonstration. On écrit G1 �
§

yPImpψq
ψ�1ptyuq.

Pour y � ψpx0q P Impψq donné, ψ�1ptyuq � x0Kerpψq. Donc |ψ�1ptyuq| � |Kerψ| et on a
le résultat.

Théorème 3.4.6

Pour tout x P F�p , x est un carré si et seulement si x
p�1
2 � 1 et

� |tx P F�p , Dy P F�p , x � y2u| � p� 1

2

� |tx P Fp, Dy P Fp, x � y2u| � p� 1

2

Démonstration. Considérons le morphisme de groupes :

φ :

"
F�p ÝÑ F�p
y ÞÝÑ y2

� Etude du noyau de φ : y P Kerφ ðñ y2 � 1 ðñ py � 1qpy � 1q � 0 et ainsi par
intégrité cela équivaut à y � �1. Ainsi, Kerφ � t�1, 1u.

� Cardinal de Imφ : On a par le Lemme 3.4.5

|Imφ| � |F�p |
Kerφ

� p� 1

2

Or, pour tout x P Imφ, x s'écrit x � y2 avec y P F�p . Donc, par le théorème de
Fermat :

x
p�1
2 � yp�1 � 1

Ainsi Imφloomoon
cardinal p�1

2

� Rac
�
X

p�1
2 � 1

	
looooooooomooooooooon
cardinal d'au plus p�1

2

et on a donc égalité.
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Corollaire 3.4.7

Soit p P P, p ¥ 3.
p�1q est un carré dans Fp si et seulement si p � 1r4s.

Démonstration. p�1q p�1
2 � 1 ðñ p� 1

2
� 0r2s ðñ p � 1r4s.

C) Tout sous-groupe �ni de K� est cyclique ���

Théorème 3.4.8

Soit G un sous-groupe �ni de cardinal N de K�. Alors G est cyclique.

Démonstration. Deux démonstrations possibles ici, plus ou moins élémentaires

� Nécessite la Proposition 3.1.18 : Comme G est abélien,

d � max
gPG

ordpgq �
ª
gPG

ordpgq ¤ N

Ainsi pour tout g P G, gd � 1G � 1K. Ainsi X
d�1 a au moins N racines d'où d ¥ N .

Alors d � N est G est cyclique.

� Sinon : Pour tout x P G, ordpxq P td, d | Nu.

G �
§
d|N

tx P G, ordpxq � dulooooooooooomooooooooooon
�Gd

On montre que GN � H. Soit d | N .

� Cas 1 : Gd � H.

� Cas 2 : On prend a P Gd. Alors xay � RacpXd � 1q qui a au plus d éléments.
Ainsi :

xay � RacpXd � 1q
Donc tout élément de Gd est dans xay. D'où |Gd| � |tx P xay, ordpxq � du| �
φpdq.

Ainsi |Gd| P t0, φpdqu. Mais
¸
d|N

φpdq � N �
¸
d|N

|Gd| d'après la Proposition 3.3.8.

Nécessairement, pour tout d | N , |Gd| � φpdq. En particulier, |GN | � φpNq ¥ 1.

D) Extension algébrique de corps �
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Lemme 3.4.9

Soient K � L deux corps tel que L est un K-espace vectoriel de dimension �nie.
Soit E un L-espace vectoriel de dimension �nie.
A fortiori, E est un K-espace vectoriel et

dimKpEq � dimKpLqdimLpEq

Démonstration. On prend pe1, ..., edq base de E comme L-espace vectoriel.
On prend pω1, ..., ωdq base de L comme K-espace vectoriel.
On montre aisément (liberté + caractère générateur) que pωiejqi,j est une base de E comme
K-espace vectoriel.

D.1 Elément algébrique sur un corps

Soit K un corps.

Proposition 3.4.10: Morphisme de spécialisation

Soit pA,�,�, .q une K-algèbre. Soit α P K.

θα :

$'&
'%

KrXs ÝÑ A
ņ

k�0

akX
k ÞÝÑ

ņ

k�0

akα
k

est un morphisme d'algèbres de KrXs vers A.

Démonstration. � pXnqnPN est une base de KrXs et θα est l'unique application linéaire
qui envoie pXnq sur pαnq.

� On a bien θαp1q � θαpX0q � 1A.

� Par linéarité, pour montrer θαpPQq � θαpP qθαpQq, il su�t de le montrer sur les
monômes.
Or θαpXpXqq � θαpXp�qq � αp�q � αpαq � θαpP qθαpQq.

On note Krαs � tP pαq, P P KrXsu � Impθαq. Vif avertissement sur la nature des
objets : α P A, P pαq n'est pas une évaluation.

Proposition 3.4.11

� Si θα est injectif, dans ce cas Krαs � KrXs et donc Krαs est de dimension
in�nie.

� Si θα n'est pas injectif, on dit que α est algébrique sur K (il existe P � 0 tel
que P pαq � 0A).
Kerpθαq � tP P KrXs, P pαq � 0u l'ensemble des polynômes annulateurs de
α est un idéal de KrXs.
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Ainsi Kerpθαq � PαKrXs où Pα est l'unique polynôme unitaire qui engendre
Kerpθαq. Il est appelé polynôme minimal de α.

Démonstration. Ce sont des véri�cations immédiates.

Supposons maintenant, pour la suite, α P A algébrique sur K.

Théorème 3.4.12

Avec les hypothèses et les notations ci-dessus, Krαs est un K-espace vectoriel de
dimension d � degpPαq et de base p1, α, . . . , αd�1q.

Démonstration. Par division euclidienne,

KrXs � Kerpθαq `Kd�1rXs � PαKrXs `Kd�1rXs

Comme Kd�1rXs est un supplémentaire du noyau Kerpθαq,θα|Kd�1rXs réalise un isomor-
phisme de Kd�1rXs dans son image Krαs. En particulier, il envoie la base canonique
p1, X, . . . ,Xd�1q vers p1, α, . . . , αd�1q base de Krαs.

Proposition 3.4.13

Supposons θα non-injectif. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Krαs est intègre.
2. Krαs est un corps.

3. Pα est irréductible.

Démonstration. � (1) ñ (3) : On a 0 � Pαpαq � QpαqRpαq, si Pα � QR donc par
intégrité Qpαq � 0 ou Rpαq � 0 soit Pα | Q ou Pα | R. Donc ils sont associés.
Ainsi, Pα est irréductible.

� (3) ñ (2) : Supposons que Pα est irréductible. Soit Qpαq P Krαsz t0u, avec Q P KrXs,
donc Pα ne divise pas Q (sinon Qpαq � 0).
Donc Pα ^ Q � 1. D'après le théorème de Bézout, on dispose de U, V P KrXs2,
UPα � V Q � 1 d'où V pαqQpαq � 1. Ainsi Qpαq est inversible.
De plus Krαs est un sous-anneau de A, donc c'est un corps.

� (2) ñ (1) : évident.

D.2 Cas où l'algèbre est un surcorps de K.

Soient K � L deux corps. A fortiori, L est une K-algèbre. Le point précédent s'applique
donc.
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Rappel 3.4.14: Caractérisation par la dimension

α P L est algébrique sur K si et seulement si Krαs est un K-espace vectoriel de
dimension �nie.

Démonstration. � Si α n'est pas algébrique sur K, θα est injectif donc Krαs � KrXs.
Alors Krαs est de dimension in�nie.

� Si α est algébrique sur K, Krαs est de dimension �nie égale à degpPαq.

On montre alors aisément que tout élément x P Krαs est algébrique sur K si α l'est.
En e�et K � Krxs � Krαs donc de dimension �nie.

Théorème 3.4.15: Structure de corps

Pα est irréductible sur K.
Krαs est un corps.

Attention, cela ne marche que lorsque A � L est un surcorps de K.

Démonstration. Krαs est un sous-anneau de L qui est un corps donc intègre. Ainsi, Krαs
est intègre. D'après les équivalences de la Proposition 3.4.13, on obtient le résultat.

Exemple 3.4.16

� K � R et α � i : i est algébrique sur R de polynôme minimal X2 � 1 et
Rris � C, de dimension 2 sur R.

� K � Q et α � j : j est algébrique sur Q, car X2 � X � 1 P QrXs annule j.
De plus il est de degré 2 sans racine dans Q donc irréductible : c'est bien le
polynôme minimal. Ainsi dimQpQrjsq � 2 de base p1, jq.

� K � Q et α �
?
2 : P?2 � X2 � 2

Lemme 3.4.17: Tour d'extensions

Si α et β sont algébriques sur K, Krαsrβs est de dimension �nie sur K. On a :

dimKpKrαsrβsq � dimKpKrαsqdimKrαspKrαsrβsq

Démonstration. Posons k � Krαs qui est un corps.
Pβ P KrXs annule β mais Pβ P krXs. Donc β est algébrique sur k. Ainsi, dimkpkrβsq   �8.
Or, K � k � Krαs � Krαsrβs. Ainsi, on a le résultat souhaité, en utilisant le Lemme 3.4.9
sur la multiplicativité des dimensions.
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Dé�nition 3.4.18: Clôture algébrique

On dé�nit la clôture algébrique d'un corps K comme le plus petit surcorps L de K
tel que tout polynôme de KrXs soit scindé sur L.
Un corps est algébriquement clos lorsque tout polynôme à coe�cients dans ce corps
est scindé. Autrement dit, tout α P K est algébrique sur K.

C est donc un corps algébriquement clos d'après le théorème de d'Alembert-Gauss.

Corollaire 3.4.19

k � tz P C, z est algébrique sur Qu est un corps algébriquement clos.

Démonstration. Soient α, β P k.
� Stabilité par addition et multiplication : Par le Lemme 3.4.17, Qrαsrβs est de dimen-

sion �nie sur k.

Or

"
α� β P Qrαsrβs
αβ P Qrαsrβs donc

"
Qrα� βs � Qrαsrβs
Qrαβs � Qrαsrβs . Ainsi Qrα�βs et Qrαβs sont

de dimenion �nie sur k. Donc α�β et αβ sont algébriques sur Q, donc appartiennent
à k.

� Stabilité par inverse : Soit α P kz t0u. Soit Pα sont polynôme minimal, et notons d

son degré. On considère XdPα

�
1

X



P QrXs : il annule 1

α
donc

1

α
P k.

Ainsi, k est un corps.

� k est algébriquement clos : Soit P P krXs. Notons

P �
ņ

j�0

αjX
j P Qrα0, . . . , αnsrXs

où αj P k. Soit β P C racine de P . β est algébrique sur Qrα0, . . . , αns � Qrα0s . . . rαns,
qui par le Lemme 3.4.9 (et une récurrence immédiate), est de dimension �nie sur Q.
Or Q � Qrα0, . . . , αns � Qrα0, . . . , αnsrβs tous de dimension �nie. A fortiori, Qrβs
est de dimension �nie sur Q. Donc β P k.

D.3 Automorphismes du corps Qrαs

Proposition 3.4.20

Soit α algébrique sur Q et φ un automorphisme du corps Qrαs. Alors

@x P Q, φpxq � x

Démonstration. � Par récurrence sur N, comme φp0q � 0 et φpn�1q � φpnq�1 � n�1.

� On transfère la propriété à Z.
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� Puis à Q en remarquant que pour
p

q
P Q, q P N�,

p � φppq � φpq � p

q
q � qφpp

q
q

Proposition 3.4.21

Si P est le polynôme minimal de α, φpαq est racine de P .

Démonstration. Appliquer φ et utiliser la propriété de morphisme d'anneaux.

Corollaire 3.4.22: Dénombrement des automorphismes de Qrαs

|AutpQrαsq| ¤ degpP q

Démonstration. Immédiate.

Cela permet parfois de trouver tous les automorphismes d'un Qrαs. Par exemple, consi-
dérons AutpQrjsq. On sait qu'il y a au plus 2 automorphismes de Qrjs.
Or, l'identité et la conjugaison conviennent : on les a tous.

V) Polynômes

Soit P P KrXs, P � 0. On notera degpP q P N le degré de P et rP s P K le coe�cient
dominant de P

A) Polynômes de Tcheybychev ����

Théorème 3.5.1

� Pour tout n P N, il existe un unique Tn P RrXs tel que pour tout t P R,
Tnpcos tq � cospntq.

� On a la formule par récurrence suivante :

$&
%

T0 � 1
T1 � X
Tn�1 � 2XTn � Tn�1

.

�
"

degpTnq � n

rT0s � 1 et @n P N�, rTns � 2n�1 .

� Le polynôme Tn admet n racines distinctes dans r�1 , 1s.

Démonstration. A savoir faire très rapidement.
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� Existence : Pour tout t P R,

cospntq � Repeintq � Re ppcos t� i sin tqnq

� Re

�
ņ

k�0

�
n

k



ik sinkptq cosn�kptq

�

�
tn
2
u¸

k�0

�
n

2k



p�1qkpsin2 tqkpcos tqn�2k

�
tn
2
u¸

k�0

�
n

2k



p�1qkp1� pcos tq2qkpcos tqn�2k

Ainsi en posant Tn �
tn
2
u¸

k�0

�
n

2k



p�1qkp1�X2qkXn�2k, on a cospntq � Tnpcos tq.

� Unicité : Si Pn et Tn conviennent, pour tout t P R, pPn�Tnqpcos tq � 0. Cela fournit
une in�nité de racines du polynôme Pn � Tn, qui ne peut donc qu'être nul. Alors
Pn � Tn.

� Formule de récurrence : Soit n ¥ 1.

cosppn� 1qtq � cosppn� 1qtq � 2 cospntq cosptq
Donc pour t P R,

Tn�1pcos tq � 2Tnpcos tq cos t� Tn�1pcos tq
Ainsi Tn�1�2XTn�Tn�1 s'annule sur r�1 , 1s et est donc nul. Ainsi Tn�1 � 2XTn�
Tn�1.

� Degré, coe�cient dominant : par récurrence rapide.

� Racines : Soit x P r�1 , 1s, et t P R tel que x � cos t.

Tnpxq � 0 ðñ Tnpcos tq � 0

ðñ cospntq � 0

ðñ Dk P Z, nt � π

2
� kπ

ðñ Dk P v0 , n� 1w , t � π

2n
� kπ

n

Ainsi pour k P v0 , n� 1w, xk � π

2n
� kπ

n
est racine de Tn.

Par décroissance stricte de cos sur r0 , πs,
�1   xn�1   � � �   x0   1

Tn a donc n racines distincts dans r�1 , 1s, on les a toutes car degpTnq � n.

B) Irréductibilité, racines et surjectivité

B.1 Racines et irréductibilité ����

Attention, il ne faut pas se �er à l'intution habituelle que l'on a sur R ou C. On peut
avoir K � Fp par exemple.
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Remarque 3.5.2

Soit P P KrXs irréductible, avec degpP q ¥ 2. Alors P n'a pas de racine dans K.
Ceci est bien connu : un polynôme irréductible n'a pas de racine (s'il est de degré
¥ 2) dans le corps considéré.

Mais attention ! La réciproque n'est vraie que pour les polynômes de
degré 2 ou 3. Voici le contre-exemple : P � pX2�X�1q2 n'a pas de racine dans
R mais n'est pas irréductible.

Démonstration. Si P est de degré 2 ou 3, P � Q1Q2 avec degQ1 � degQ2 P t2, 3u. Donc
l'un des polynômes est de degré 1 et P a un racine.

Alors il est facile de trouver P P F2rXs de degré 2 ou 3 qui est irréductible, il su�t
qu'il n'ait pas de racine : P � X2 �X � 1 ou P � X3 �X2 � 1.

B.2 PGCD et corps ���

Proposition 3.5.3: Indépendance du PGCD / corps

Soient deux corps K � L. Soient P,Q P KrXs � LrXs. Alors :

P ^KrXs Q � P ^LrXs Q

Démonstration. On obtient le PGCD par l'algorithme d'Euclide, en réalisant des divisions
euclidiennes successives qui ne dépendent pas du corps.

Corollaire 3.5.4

Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit P P KrXs irréductible. Supposons P
scindé sur un surcorps L. Alors toutes ses racines sont simples.

Démonstration. Comme K est de caractéristique nulle, 0   degpP 1q ¤ degpP q � 1. Donc
par irréductibilité de P , P ^ P 1 � 1 dans KrXs donc dans LrXs. Ainsi P et P 1 n'ont pas
de racine commune et toutes les racines sont simples.

B.3 Surjectivité d'un polynôme ��

Proposition 3.5.5

1. tP P CrXs, P pCq � Cu � CrXs
2. tP P CrXs, P pRq � Ru � tP P RrXs,degP impairu
3. tP P CrXs, P pQq � Qu � Q1rXs
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Démonstration. 1. C'est une conséquence directe du théorème de d'Alembert-Gauss.

2. Les polynômes de degré impair sont surjectifs d'après le théorème des valeurs inter-
médiaires. Ceux de degré pair admettent un extréma global.

3. Soit P P CrXs tel que P réalise une surjection de Q sur Q. Il est évident qu'un
polynôme de Q1rXs réalise une telle surjection, nous nous contenterons donc de
montrer l'inclusion directe.
� Montrons tout d'abord que P P QrXs.

On utilise les polynômes de Lagrange : en notant n � degP , on prend
pa0, . . . , anq P Qn�1 2-à-2 distincts.

Posons P̃ �
ņ

j�0

P pajq
¹

kPv0 ,nwztju

X � ak
aj � ak

P QnrXs.

Alors, P � P̃ est un polynôme de degré ¤ n qui a n� 1 racines (les a0, . . . an).
Ainsi P � P̃ P QrXs.

� Montrons que P �
ņ

k�0

bkX
k est de degré 1. Quitte à multiplier par le PGCD

des coe�cients de P , on considère que P P ZrXs.
On étudie l'image réciproque par P des

�
1

m



mPP

.

Soit m P P ; par surjectivité, soit
p

q
P Q tels que P

�
p

q



� 1

m
.

Ainsi m
ņ

k�0

bkp
kqn�k � qn d'où m | q, et ainsi q � mq0 avec q0 ^ p � 1 et

m^ p � 1.
Cela se réécrit

mbnp
n � q

n�1̧

k�0

bkp
kqn�1�k

loooooooomoooooooon
�∆

� mnqn0

et �nalement :
bnp

n �mq0∆ � mn�1qn0

Par l'absurde, si n ¥ 2, m | bnpn et par le lemme de Gauss, m | bn.
Il su�t donc de choisir m P P qui ne soit pas un diviseur de bn, dans ce cas

1

m
n'a pas d'antécédent. Donc n � 1 et on conclut.

C) Irréductibilité dans QrXs ��

C.1 Contenu

Dé�nition 3.5.6: Contenu d'un polynôme et primitivité

Soit P P ZrXsz t0u. Notons P �
ņ

k�0

akX
k, an � 0. On dé�nit le contenu de P par

contpP q �
n©
j�0

aj
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On dit que P est primitif si contpP q � 1.

Lemme 3.5.7

Si P et Q sont primitifs, alors PQ est primitif.

Démonstration. Proposons deux démonstrations.

� Par passage modulo p (à la frontière du programme) : Posons

π :

$'&
'%

ZrXs ÝÑ FprXs
ņ

k�0

mkX
k ÞÝÑ

ņ

k�0

mkX
k

On véri�e que c'est un morphisme d'anneaux. Ainsi :

πpPQq � πpP qloomoon
�0

πpQqloomoon
�0

car contpP q � contpQq � 1.
Comme Fp est un corps, FprXs est intègre, donc πpPQq � 0 et p ne divise pas
contpPQq.

� De façon élémentaire : PQ �
n�m̧

k�0

ckX
k où ck �

¸
pi,jq
i�j�k

aibj .

On peut donc dé�nir, comme contpP q � 1 et contpQq � 1,

i0 � minti, p ∤ aiu et j0 � mintj, p ∤ bju
Alors

ci0�j0 � ai0bj0loomoon
premier avec p

�
i0�1̧

k�0

akloomoon
divisible par p

bi0�j0�k �
j0�1̧

k�0

bkloomoon
divisible par p

bi0�j0�k

D'où ci0�j0 � ai0bj0rps.

Théorème 3.5.8

Pour tout pP,Qq P pZrXsz t0uq2,

contpPQq � contpP qcontpQq

Démonstration. Posons P0 � P

contpP q et Q0 � Q

contpQq qui sont primitifs. Or on a :

contpaP q � |a|contpP q
Donc contpP0Q0q � 1. Or PQ � contpP qcontpQqloooooooomoooooooon

PZ�
P0Q0 donc contpPQq � contpP qcontpQq.
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C.2 Critère d'Eisenstein

Théorème 3.5.9

Soit P �
ņ

k�0

akX
k P ZrXs avec an � 0.

On suppose qu'il existe p P P tel que :

$&
%

@j P v0 , n� 1w , p | aj
p ∤ an
p2 ∤ a0

Alors les seuls diviseurs de P dans ZrXs sont de degré 0 ou n.
P est donc irréductible dans QrXs.

Démonstration. On suppose P � QR avec pQ,Rq P pZrXsq2. Soit p P P véri�ant l'hypo-
thèse. Alors, en ayant

π :

$'&
'%

ZrXs ÝÑ FprXs
ņ

k�0

mkX
k ÞÝÑ

ņ

k�0

mkX
k

on a

anX
n � πpP q � πpQqπpRq

Par unicité de la décomposition en irréductibles dans FprXs (Théorème 3.3.29), πpQq et
πpRq sont de la forme bkX

k et clX
l avec k � l � n.

Par l'absurde, si k, l ¥ 1, alors bo � c0 � 0 id est p | b0 et p | c0. Alors p2 | a0 : c'est
impossible.

D) Polynômes cyclotomiques ��

On rappelle que Vd est l'ensemble des racines d-ièmes primitives de l'unité.

Dé�nition 3.5.10

Pour d P N� on pose le d-ième polynôme cyclotomique :

Φd �
¹
ωPVd

pX � ωq

Cela amène degΦd � φpdq.

Proposition 3.5.11

Xn � 1 �
¹
d|n

Φd
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Démonstration. Comme Un �
¤
d|n

Vd, on a :

Xn � 1 �
¹
ωPUn

pX � ωq �
¹
d|n

� ¹
ωPVd

pX � ωq
�
�

¹
d|n

Φd

Proposition 3.5.12

Pour tout d P N�, Φd P ZrXs.

Démonstration. On procède par récurrence forte sur d.

� Pour d � 1, Φ1 � X � 1.

� Soit n ¥ 2. Supposons pour tout d   n, Φd P ZrXs.

Xn � 1loomoon
�A

� Φn
¹
d|n
d n

Φd � ΦnB

Comme A et B sont dans ZrXs et que B est unitaire, par division euclidienne de A
par B dans QrXs, on a Φn P ZrXs.

Proposition 3.5.13

Pour p P P, Φp �
p�1̧

k�0

Xk.

Démonstration. Pour z P Up, ordpzq P t1, pu d'où Vp � Upzt1u.

Xp � 1 � pX � 1qΦp d'où Φp �
p�1̧

k�0

Xk.

Exemple 3.5.14: Quelques Φn

� Φ1 � X � 1

� Φ2 � pX � iqpX � iq � X2 � 1

� Φ3 � X2 �X � 1

� Φ6 � pX � jqpX � jq � X2 �X � 1
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� Déterminons Φ8.

Φ8 �
�
X � exp

�
iπ

8



�
X � exp

�
� iπ

8





�
�
X � exp

�
3iπ

8



�
X � exp

�
�3iπ

8





�
�
X2 � 2X cos

�π
8

	
� 1

	�
X2 � 2X cos

�
3π

8



� 1




�
�
X2 � 2X

a
2�?2

2
� 1

��
X2 � 2X

a
2�?2

2
� 1

�

� X4 � 1

Proposition 3.5.15: Irréductibilité

Pour p P P, Φp est irréductible.

Démonstration. On montre que ΦppX � 1q est irréductible. En e�et si Φp � AB, ΦppX �
1q � ApX � 1qBpX � 1q. C'est un corollaire du critère d'Eisenstein, Théorème 3.5.9.

� Rédaction 1 : On a Φp � Xp � 1

X � 1
�

p�1̧

k�0

Xk. Soit P � ΦppX � 1q.

Par binôme, P �
p�1̧

k�0

ķ

j�0

�
k

j



Xj �

p�1̧

j�0

p�1̧

k�j

�
k

j



looomooon

�cj

Xj .

� c0 � p est divisible par p mais pas par p2.

� cp�1 � 1 n'est pas divisible par p.

� Pour j P v1 , p� 2w, cj �
p�1̧

k�j

�
k

j



�

�
p

j � 1



divisible par p.

� Rédaction 2 : Xp � 1 � pX � 1qΦp d'où pX � 1qp � 1 � XΦppX � 1q.
Alors Xp � 1� 1 � XπpΦppX � 1qq et πpΦppX � 1qq � Xp�1.
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VI) Fractions rationnelles

A)
P 1

P
����

Proposition 3.6.1

Supposons P � λ
d¹
j�1

pX �αjqmj , avec les pαjqjPv1 ,dw deux-à-deux distincts. Alors :

P 1

P
�

ç

j�1

mj

X � αj

A.1 Premiers rappels de convexité

Ces rappels seront complétés lors du chapitre de Topologie.

Dé�nition 3.6.2: Convexité

A � E est convexe si pour pa, bq P A2,

ra , bs � tp1� tqa� tb, t P r0 , 1su � A

Théorème 3.6.3

A est convexe si et seulement si il est stable par barycentre à coe�cients positifs.

Démonstration. Par récurrence sur n, la longueur de la combinaison linéaire barycentrique.
n � 2 : c'est la dé�nition.
nÑ n� 1 : Supposons la propriété vraie pour n points.

Soit pa1, . . . , an�1q P An�1 et pλ1, . . . , λn�1q P Rn�1
� tels que

n�1̧

i�1

λi � 0.

Bar tpa1, λ1q, . . . , pan, λnqu � Bar

#�
b,
n�1̧

i�1

λi

�
, pan�1, λn�1q

+
par associativité,

où b � Bar tpai, biq, 1 ¤ i ¤ nu P A par hypothèse de récurrence.
A étant convexe, c P A.

Lemme 3.6.4

Si les pAiqiPI sont convexes,
£
iPI
Ai est convexe.
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Théorème 3.6.5

Pour B � E, il existe une plus petite partie convexe contenant B. C'est l'intersec-
tion de toutes les parties convexes contenant B. On l'appelle enveloppe convexe,
notée ConvpBq.

Théorème 3.6.6

ConvpBq est l'ensemble des barycentres à coe�cients positifs des points de B.

A.2 Théorème de localisation de Gauss-Lucas

Théorème 3.6.7

Soit P P CrXs. Les racines de P 1 sont dans l'enveloppe convexe de P .

Démonstration. On écrit P � λ
d¹
j�1

pX � αjqβj . Soit z P C.

� Soit z P tαj , j P v1 , dwu � ZpP q. A fortiori, z P ConvpZpP qq.
� Soit z R ZpP q, on écrit

0 � P 1pzq
P pzq �

ḑ

j�1

mj

z � αj
�

ḑ

j�1

mjpz̄ � ᾱjq
|z � αj |2

Donc
ḑ

j�1

mjpzαjq
|z � αj |2 � 0. Ainsi z � Bar

��
αj ,

mj

|z � αj |2


, j P v1 , dw



c'est-à-dire :

z � 1°d
j�1

mj

|z�αj |2

ḑ

j�1

mj

|z � αj |2αj

B) Pôle simple ����

Proposition 3.6.8

Soit F P KpXq, avec degF   0 (quitte à faire la division euclidienne).

F � P

Q
avec P ^Q � 1. Soit a un pôle simple de F , et Q � pX � aqR,Rpaq � 0

Dans la décomposition en éléments simples de F , la partie polaire associée à a est

λ

X � a
avec λ � P paq

Q1paq �
P paq
Rpaq
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Démonstration. F � P

Q
� λ

X � a
� F0. F0 P KpXq n'a plus a comme pôle.

On multiplie par pX � aq :
P

R
� λ� pX � aqF0 P KpXq

On évalue en a :
P paq
Rpaq � λ.

Or Q1 � pX � aqR1 �R d'où Q1paq � Rpaq.



Chapitre 4

Rappels d'algèbre linéaire

I) Matrices et changement de base

A) Matrice de passage ����

Voici des formules très souvent erronées dans les copies, alors qu'elles sont essentielles
lors d'un exercice d'algèbre linéaire.

Dé�nition 4.1.1

Soit E un K-espace vectoriel. Soit e une base de E et f � pf1, . . . , fnq une autre
base de E. On dé�nit la matrice de passage de e à f :

P fe � Matepf1, . . . , fnq � Matf,epidq

Une telle matrice est inversible : pP fe q�1 � P ef .

Théorème 4.1.2

Soit P � P fe matrice de passage de e à f .
Pour tout x P E, si on note Xe � Matepxq et Xf � Matf pxq, on a :

Xe � PXf � P fe Xf

Xf � P�1Xf � P efXe

B) Formule de changement de base et exemples essentiels ����

Théorème 4.1.3: Formule de changement de base

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension �nie, et e1, e2 deux bases de
E ; f1, f2 deux bases de F . Alors, si u P LpE,F q :

Mate1,f1puq � P f2f1 Mate2,f2puqpP e2e1 q�1

101
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Corollaire 4.1.4

Si u est un endomorphisme,

Mate1puq � P e2e1 Mate2puqpP e2e1 q�1

Traitons de façon complète un cas simple pour ne pas faire d'erreur.
Soit E un espace vectoriel sur R, de dimension 3, et soit f l'endomorphisme de E ayant
pour matrice dans la base B � pe1, e2, e3q de E.

A �
�
�1 0 0
0 �2 �1
0 0 1

�



On pose e11 � e1, e
1
2 � e2 et e

1
3 � �1

3
e2 � e3. Soit B

1 � pe11, e12, e13q.

Cacluler A1 � MatB1pfq, puis si rxsB �
�
�1
1
3

�

, calculer rxsB1 .

� On a A1 � P�1AP où P � PB1

B :

P �

�
��
1 0 0

0 1 �1

3
0 0 1

�
�


On obtient P�1 en explicitant e1, e2 et e3 en fonction de e11, e
1
2 et e

1
3.$'&

'%
e11 � e1
e12 � e2

e13 � �1

3
e2 � e3

ðñ

$'&
'%

e1 � e11
e2 � e12
e3 � 1

3
e12 � e13

Ainsi :

P�1 �

�
��
1 0 0

0 1
1

3
0 0 1

�
�


d'où

A1 � P�1AP �

�
��
1 0 0

0 1
1

3
0 0 1

�
�

�
�1 0 0
0 �2 �1
0 0 1

�


�
��
1 0 0

0 1 �1

3
0 0 1

�
�
�

�
�1 0 0
0 �2 0
0 0 1

�



�
rxsB1 � PB

B1rxsB � P�1rxsB
soit

rxsB1 �

�
��
1 0 0

0 1
1

3
0 0 1

�
�

�
�1
1
3

�

�

�
�1
2
3

�



C) Lemme de factorisation ���
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Rappel 4.1.5: Comportement du noyau et de l'image lors d'une compo-
sition

Pour tous u, v deux endomorphismes quelconques,

Kerpuq � Kerpv � uq

Impv � uq � Impvq

Proposition 4.1.6: Première factorisation

Soient u P LpE,F q et w P LpE,Gq. Alors :

Kerpuq � Kerpwq ðñ Dv P LpF,Gq, w � v � u

Démonstration. � L'implication réciproque est connue.

� Idée : Si u était un isomorphisme, on poserait v � w �u�1. On va donc restreindre u.
Soit H un supplémentaire de Kerpuq dans E. On sait que :

ũ :

"
H ÝÑ Impuq
x ÞÝÑ upxq

est un isomorphisme.
On écrit F � Impuq `H1. On considère v P LpF,Gq tel que :"

v| Impuq � w � ũ�1

v|H1
� 0LpH1,Gq

Pour tout x P Kerpuq, v � upxq � vp0Gq � wpxq car Keru � Kerw.
Pour tout x P H, upxq � ũpxq P Impuq et v � upxq � w � ũ�1 � upxq � wpxq.
Finalement v � u et w coïncident sur H et sur Keru donc sur E.

Proposition 4.1.7: Deuxième factorisation

Soient v P LpF,Gq et w P LpE,Gq. Alors :

Impwq � Impvq ðñ Du P LpE,F q, w � v � u

Démonstration. On écrit F � H `Kerpvq.

ṽ :

"
H ÝÑ Impvq
x ÞÝÑ vpxq

est un isomorphisme.
Pour tout x P E, wpxq P Impwq � Impvq. Donc ṽ�1pwpxqq est bien dé�ni.
On pose donc :

u :

"
E ÝÑ F

x ÞÝÑ ṽ�1pwpxqq
et on véri�e qu'il convient.
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II) Rang d'une matrice

A) Dé�nition et calcul ����

Rappel 4.2.1: Rang d'une AL

Le rang d'une application linéaire f de E dans F est la dimension de son image.

Théorème 4.2.2: Théorème du rang

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K, et f P LpE,F q. Alors :
� Notons H un supplémentaire de Ker f dans E. Alors f|H : H ÝÑ F est un

isomorphisme.

� Si de plus dimE   �8,

dimKer f � rg f � dimE

Rappel 4.2.3: Rang d'une matrice

Le rang d'une matrice est :

� le rang de l'application linéaire qu'elle représente ;

� le rang de la famille de ses vecteurs colonnes ;

� le rang de la famille de ses vecteurs lignes ;

� le plus grand ordre des matrices carrés inversibles extraites de A ;

� le nombre maximal de vecteurs lignes ou colonnes linéairement indépendants.

Méthode 4.2.4: Calcul du rang

� Expliciter les vecteurs linéairement indépendants.

� Calculer la forme échelonnée de la matrice (voir la section sur le pivot de
Gauss)

� Changer de base.

B) Matrices Jr ����

Théorème 4.2.5

Toute matrice A PMn,ppKq est de rang r si et seulement si elle est équivalente à

Jr �
�
Ir 0
0 0



PMn,ppKq

Attention, en général A n'est pas semblable à Jr.
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C) Propriétés ���

Rappel 4.2.6: Propriétés de base

Pour toutes matrices A et B,

� rgpABq ¤ minprgA, rgBq
� rgpA�Bq ¤ rgA� rgB

� rgpAJq � rgpAq

Proposition 4.2.7: Rang d'une composée

Pour tous endomorphismes u et v,

rgpu � vq � rg v � dimpKeruX Im vq

Démonstration. Appliquer le théorème du rang à u| Im v.

Proposition 4.2.8: Inégalité de Frobenius

Pour A,B,C PMnpKq,

rgpABq � rgpBCq ¤ rgpABCq � rgpBq

Démonstration. Notons a, b, c les AL canoniquement associées. Appliquer le théorème du
rang à a| Impb�cq et à a| Impbq.

Proposition 4.2.9: Rang dans une extension de corps

Si L est un surcorps de K, pour A PMnpKq �MnpLq, on a :

rgKpAq � rgLpAq

Démonstration. Le rang est la taille de la plus grande matrice extraite inversible.
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III) Pivot de Gauss

A) Rappel de l'algorithme ����

Méthode 4.3.1: Elimination de Gauss-Jordan

On n'agit que sur les lignes pour inverser une matrice ou résoudre un
système linéaire.

1. On cherche la première colonne non-nulle de la matrice A.

2. Sur cette colonne, on e�ectue un choix de pivot : on a intérêt à choisir un
pivot donnant le moins de calculs possible, si on e�ectue les calculs à la main.
Il y a trois critères pour cela :

� Le pivot lui-même doit être facile à inverser. L'idéal est un pivot égal à
1.

� Les autres coe�cients de la ligne du pivot doivent être "simples", de
préférence des entiers.

� Plus il y a de zéros sur la ligne contenant le pivot, moins il y aura de
calculs !

3. On fait un échange de lignes pour ramener le pivot sur la première ligne.

4. On annule tous les coe�cients situés sous le pivot à l'aide d'opérations élé-
mentaires Li ÐÝ αLi � βL1, α � 0.

5. On recommence récursivement en considérant la sous-matrice située stricte-
ment en-dessous à droite du pivot.

Voici une description algorithmique en pseudo-code :
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En appliquant cet algorithme à une matrice carrée, on obtient une matrice triangulaire
équivalente (par lignes) à la première.

B) Opérations élémentaires

B.1 Dé�nition et propriétés ����

Proposition 4.3.2: Matrices élémentaires

Posons Eij la matrice élémentaire : Eij � pδikδjlq1¤k,l¤n PMnpKq. Alors :
� EklEij � δilEkj

� Si A �
�
�L1

. . .
Ln

�

PMnpKq, alors :

EklA �

�
�����

0
. . .
Ll
. . .
0

�
����
(k-ème ligne)

� Si A � �
C1 . . . Cn

� PMnpKq, alors :

AEkl �
�
0 . . . Ck . . . 0

�
(l-ème colonne)

Dé�nition 4.3.3: Opérations élémentaires et matrices

� Transposition : Li ÐÑ Lj et Ci ÐÑ Cj . Ces opérations multiplient le
déterminant par -1.

� Dilatation : Posons λ P K ei i P v1 , nw,

Dipλq �

�
�������������

1 0 . . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1
. . .

...
...

. . . λ
. . .

...
...

. . . 1
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 1

�
������������


DipλqA correspond à Li Ð λLi
ADjpλq correspond à Cj Ð λCj

� Transvection : Posons pour λ P K et pour i � j,

Tijpλq � In � λEij

TijpλqA correspond à Li Ð Li � λLj
ATijpλq correspond à Cj Ð Cj � λCi
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� Les opérations élémentaires sur les lignes conservent le noyau.

� Les opérations élémentaires sur les colonnes conservent l'image.

� Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes conservent le rang.

Corollaire 4.3.4: Caractéristiques de la matrice obtenue par pivot

Soit A1 la matrice obtenue par élimination de Gauss-Jordan à A.

� A est inversible si et seulement si les coe�cients diagonaux de A sont tous
non-nuls.

� rgpA1q � rgpAq.
� detpA1q � detpAq seulement si on a e�ectué l'algorithme sans dilata-

tion.

B.2 Générateurs de GLnpKq et SLnpKq ��

Théorème 4.3.5

Les transvections engendrent SLnpKq.

Démonstration. On réalise un pivot de Gauss avec uniquement des transvections.

� On se ramène à a11 � 1 par une transvection L1 Ð L1 � 1� a11
ak1

Lk, avec k tel que

ak1 � 0.

� Ensuite en e�ectuant Lk Ð Lk � ak1Lk pour k P v2 , nw, on obtient :

Td1 . . . T1A �

�
�������

1
0
... �
...
0

�
������


� Lk Ð Ck � a1kCk pour k P v2 , nw :

Td1 . . . T1AT̃1 . . . T̃n1 �

�
�������

1 0 . . . . . . . . . 0
0
... A1
...
0

�
������


où A1 P GLn�1pKq : on réitère les opérations sur A1.
On obtient �nalement :

TN . . . T1AT̃1 . . . T̃N �

�
����
1

. . .
1

k

�
���


où k � detpAq � 1. D'où le résultat.



IV). FORMES LINÉAIRES, HYPERPLANS, DUALITÉ 109

On obtient également de cette manière un système de générateurs de GLnpKq : les

transvections et les matrices

�
����
1

. . .
1

α

�
���
pour α P K.

IV) Formes linéaires, hyperplans, dualité

A) En dimension quelconque ���

Dé�nition 4.4.1: Forme linéaire

Une forme linéaire sur un K-espace vectoriel est une application linéaire φ P
LpE,Kq � E�.

Dé�nition 4.4.2: Hyperplan

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E qui admet une droite Kx0
comme supplémentaire.

Théorème 4.4.3: Caractérisation forme linéaire-hyperplan

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propositions suivantes sont équivalentes :

� H est un hyperplan.

� Dφ P LpE,Kqz t0u , J � Kerpφq.

Démonstration. � ñ : On pose φ l'unique AL de E dans K dé�nie par :

$&
%

φ|H � 0LpE,Kq

φ|Kx0 :

"
Kx0 ÝÑ K
αx0 ÞÝÑ α

On véri�e ensuite que Kerφ � H.

� ð : On prend x0 � 0 tel que φpx0q � 0. On peut supposer φpx0q � 1. On montre
que H `Kx0 � E.

� Soit y P H XKx0. Alors y � αx0 et 0 � φpyq � αφpx0q d'où α � 0 et y � 0.

� Pour x P E, x � x� φpxqx0looooomooooon
�y

�φpxqx0loomoon
PKx0

.

Or φpyq � φpxq � φpxq � 0 d'où y P H.
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Lemme 4.4.4: Colinéarité de formes linéaires

Soient φ et ψ dans E�.

� Kerφ � Kerψ ðñ ψ P Vectpφq
� Kerφ � Kerψ ðñ Dλ P K�, ψ � λφ

Démonstration. � ð : évident

� ñ : En passant par les noyaux, si φ � 0, alors ψ � 0.
Sinon, soit x0 P EzKerφ. Comme précédemment φpx0q � 1.
D'une part Kerφ`Kx0 � E. Soit ψ0 � ψpx0qφ.
Comme Kerφ � Kerψ,ψ|Kerφ � 0LpKerφ,Kq � ψ0|Kerφ et ψ0px0q � ψpx0q donc
ψ0 � ψ et ψ P Vectφ.

Lemme 4.4.5: Important pour la suite

Soit pφ1, . . . , φnq P pE�qn. On pose :

θ :

$'''''&
'''''%

E ÝÑ Kn

x ÞÝÑ

�
����
φ1pxq
φ2pxq
...

φnpxq

�
���


Alors pφ1, . . . , φnq est libre si et seulement si θ est surjective.

Démonstration. � ð : On suppose θ surjective. Soit pα1, . . . , αnq P Kn telle que
ņ

i�1

αiφi �
0LpE,Knq. Soit j P v1 , nw. Soit x P E tel que�

��
φ1pxq
...

φnpxq

�
�
� θpxq � pδijq1¤i,j¤n

Alors en appliquant la somme à x, on obtient αj � 0 pour tout j. D'où la liberté.

� ñ : Supposons que θ n'est pas surjective. Alors rg θ ¤ n� 1. On dispose donc de H
hyperplan de Kn, tel que Im θ � H.
On se donne pa1, . . . , anq P Knzt0Knu tels que :

H �

$'&
'%
�
��
x1
...
xn

�
�
P Kn |

ņ

i�1

aixi � 0

,/.
/-

Pour tout x P E, θpxq P H donc
ņ

i�1

aiφipxq � 0.

Ainsi
ņ

i�1

aiφi � 0 et la famille est liée.
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B) CNS pour que
n£

i�1

Kerpφiq � Kerpψq ��

Lemme 4.4.6

Soit pφ1, . . . , φn, ψq P pE�qn�1. Alors,

n£
i�1

Kerpφiq � Kerpψq ðñ ψ P Vectpφj , j P v1 , nwq

Démonstration. � ð : Supposons ψ �
ņ

j�1

αjφj . Si pour tout j P v1 , nw , φjpxq � 0

alors ψpxq � 0. D'où l'inclusion annoncée.

� ñ : On note r � rgpφ1, . . . , φnq. Quitte à renuméroter,

Vectpφ1, . . . , φrq � Vectpφ1, . . . , φnq

Pour j P vr � 1 , nw, φj P Vectpφ1, . . . , φrq donc
ŗ

i�1

Kerpφiq � Kerpφjq. D'où
r£
j�1

Kerpφjq �
n£
j�1

Kerpφjq.

Supposons
r£
j�1

Kerpφjq � Kerψ.

θ̃ :

$'''''&
'''''%

E ÝÑ Kn�1

x ÞÝÑ

�
����
φ1pxq
...

φrpxq
ψpxq

�
���


De plus

�
����
0
...
0
1

�
���
P Im θ̃. Donc θ̃ n'est pas surjective.

Donc pφ1, . . . , φr, ψq n'est pas libre. Comme pφ1, . . . , φrq était libre,

ψ P Vectpφ1, . . . , φnq

C) Autour des bases duales ��

Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie. On note n � dimE � dimpE�q.
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Théorème 4.4.7: Base duale

Pour tout e � pe1, . . . , enq base de E, il existe une unique base E� pφ1, . . . , φnq
telle que :

@pi, jq P v1 , nw2 , φipejq � δij

Cette base est appelée base duale de E.

Démonstration. Comme pe1, . . . , enq est une base, pour i P v1 , nw il existe bien un unique
φi P E� tel que @j P v1 , nw , φipejq � δij . Montrons que c'est une base de E�.

Soit pαiq1¤i¤n tels que
ņ

i�1

αiφi � 0E� . D'où αj �
ņ

i�1

αiφipejq � 0K. D'où la liberté.

C'est donc une base comme n � dimE�.

Corollaire 4.4.8

Soit e � pe1, . . . , enq base de E et pφ1, . . . , φnq la base duale associée.

@x P E, x �
ņ

j�1

φjpxqej

@ψ P E�, ψ �
ņ

j�1

ψpejqφj

On a :

φj :

$'&
'%

E ÝÑ K
ņ

i�1

xiei ÞÝÑ xj

Démonstration. � Soit x P E. x �
ņ

i�1

xiei avec @j P v1 , nw, φjpxq �
ņ

i�1

xiφjpeiq � xj

d'où x �
ņ

i�1

φipxqei.

� Soit ψ P E�. On note ψ0 �
ņ

i�1

ψpejqφj . Pour i P v1 , nw, ψ0 �
ņ

j�1

ψpejqφjpeiqloomoon
�δij

� ψpeiq

donc ψ � ψ0.

Théorème 4.4.9: Base antéduale

Pour tout pφ1, . . . , φnq base de E�. Il existe une unique base de E e � pe1, . . . , enq
telle que pφ1, . . . , φnq soit la base duale associée.
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Démonstration. Soit θ :

$'''&
'''%

E ÝÑ Kn

x ÞÝÑ

�
��
φ1pxq
...

φnpxq

�
�
 qui est surjective par le Lemme 4.4.5 car

pφ1, . . . , φnq est libre. Par égalité des dimensions, c'est un isomorphisme.
En particulier pour tout j P v1 , nw, pδijq1¤i¤n admet un antécédent ej par θ id est il existe
bien un unique ej tel que pour tout i, φipejq � δij ; et pe1, . . . , enq est l'image de la base
canonique de Kn par θ�1. Donc comme θ�1 est un isomorphisme, c'est une base de E.

Proposition 4.4.10

ξ :

$&
%

E ÝÑ E��

x ÞÝÑ ξx :

"
E� ÝÑ K
φ ÞÝÑ φpxq

est un isomorphisme.

Démonstration. a P Ker ξ ðñ @φ P E�, φpaq � 0 ðñ a � 0. Puis on a l'isomorphisme
par égalité des dimensions.

D) Dualité et dimensions ��

Théorème 4.4.11

Soient H1, . . . ,Hr des hyperplans de E. Alors :

dim

�
r£
j�1

Hj

�
¥ dimE � r

Démonstration. Par récurrence sur r.

� r � 1 : dimH1 � dimE � 1.

� Supposons la propriété vraie pour pr � 1q hyperplans.
Soit Hr � Kerpφrq, φr P E�z t0u. Posons F �

r�1£
j�1

Hj . On sait déjà que

dimF � dim

�
r�1£
j�1

Hj

�
¥ n� pr � 1q

On considère φ̃ � φr |F P LpF,Kq.
� Cas 1 : φ̃ � 0. Alors :

r£
j�1

Hj � F XHr � F XKerpφrq � Ker φ̃ � F

D'où dim

�
r�1£
j�1

Hj

�
� dimF ¥ n� r � 1 ¥ n� r.
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� Cas 2 : φ̃ � 0. Alors
r£
j�1

Hj � Ker φ̃ est un hyperplan de F . D'où dim

�
r£
j�1

Hj

�
�

dimF � 1 ¥ n� r.

On peut donner un théorème plus précis, mais moins rapide à démontrer :

Théorème 4.4.12

Pour pφ1, . . . , φrq P pE�qr,

dim

�
r£
j�1

Kerφj

�
� dimE � rgpφ1, . . . , φrq

Démonstration. Deux démonstrations sont possibles.

� On peut reprendre la démonstration précédente.
Supposons la propriété vraie pour pr � 1q hyperplans.
Soit Hr � Kerpφrq, φr P E�z t0u. Posons F �

r�1£
j�1

Hj . On sait déjà que

dimF � dim

�
r�1£
j�1

Kerφj

�
¥ n� rgpφ1, . . . , φr�1q

On considère φ̃ � φr |F P LpF,Kq.
� Cas 1 : si φr P Vectpφ1, . . . , φr�1q, φ̃ � 0 et rgpφ1, . . . , φrq � rgpφ1, . . . , φr�1q.
� Cas 2 : pφ1, . . . , φrq est libre. Par le Lemme 4.4.6,

F � Kerφr

ainsi φ̃ � 0 et

dim

�
r�1£
j�1

Kerφj

�
� dimpφ̃q � dimF � 1

� n� rgpφ1, . . . , φr�1q � 1

� n� rgpφ1, . . . , φrq
� On peut aussi utiliser le Lemme 4.4.5.

Soitm � rgpφ1, . . . , φrq. Quitte à renuméroter, Vectpφ1, . . . , φrq � Vectpφ1, . . . , φmq.

Ainsi, θ :

$''&
''%

E ÝÑ Kn

x ÞÝÑ
�
�φ1pxq

. . .
φnpxq

�

 est surjective.

Or Ker θ �
m£
j�1

Kerφj �
r£
j�1

Kerφj et ainsi par théorème du rang,

dimKer θ � dimE � rg θ � dimE �m � n� rgpφ1, . . . , φrq
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E) Hyperplans de matrices ��

Lemme 4.4.13: Caractérisation des formes linéaires matricielles

Soit φ P LpMnpKq,Kq. Alors, il existe une unique A PMnpKq, telle que

φ : M ÞÝÑ TrpAMq

Démonstration. Deux démonstrations possibles.

� Par analyse-synthèse. Posons φA : M ÞÝÑ TrpAMq.
� Analyse : Si φ � φA, φpEijq � TrpAEijq � aji d'où A � pφpEijqq1¤i,j¤n.
� Synthèse : Si aji � φpEijq pour tous pi, jq, φpEijq � φApEijq. On a coïncidence

sur une base donc φ � φA.

� On dé�nit l'AL :

θ :

$&
%

MnpKq ÝÑ LpMnpKq,Kq
A ÞÝÑ φA :

"
MnpKq ÝÑ K
M ÞÝÑ TrpAMq

θ est injective car si θpAq � 0, pour tous pi, jq P v1 , nw2 , φApEijq � 0 soit aji � 0 et
A � 0. Ainsi par dimensions θ est un isomorphisme.

Théorème 4.4.14: Tout hyperplan matriciel rencontre une matrice in-
versible

Soit H un hyperplan de MnpKq. Alors,

H XGLnpKq � H

Démonstration. Deux rédactions possibles.

� � Si φpInq � 0 alors In P H et on a terminé.

� Si on dispose de i � j, φpEijq � 0. Soit

T � In � φpInq
φpEijqEij

et T convient.

� Si pour tous i � j, φpEijq � 0, M �

�
��������

0 1

1
. . .
. . . . . .

. . . . . .
1 0

�
�������

convient.
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� φ � φA. A est équivalente à Kr (A � PKrQ) avec

Kr �

$'''''''''''''''''''''''&
'''''''''''''''''''''''%

�
������������

0
. . .

. . .

rhkkkkikkkkj
1

. . .
1

. . .
. . .

0

�
�����������


si r   n

�
�������

0 1
. . .

. . .
1

1 0

�
������


sinon

φpMq � TrpKrQMP q et φpQ�1P�1q � TrpKrInq � 0.

V) Déterminant

A) Formes n-linéaires antisymétriques, alternées ����

Dé�nition 4.5.1: Généralités

Soit φ une forme n-linéaire sur E, un K-espace vectoriel.
� On dit que φ est alternée si

@px1, . . . , xnq P En, Di � j, xi � xj ñ φpx1, . . . , xnq � 0

� On dit que φ est antisymétrique si

@px1, . . . , xnq P En,@pk, lq P v1 , nw2 , k � l,

φpx1, . . . , xk, . . . , xl, . . . , xnq � �φpx1, . . . , ..., xlloomoon
k

, . . . , xkloomoon
l

, . . . , xnq

Cela équivaut à

@σ P Sn,@px1, . . . , xnq P En, φpxσp1q, . . . , xσpnqq � εpσqφpx1, . . . , xnq

Théorème 4.5.2

� Si carpKq � 2, toute forme n-linéaire antisymétrique est alternée.

� Toute forme n-linéaire alternée est antisymétrique.
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Démonstration. � ñ : Supposons xk � xl, k   l.
φpx1, . . . , xk, . . . , xk, . . . , xnq � �φpx1, . . . , xk, . . . , xk, . . . , xnq d'où
2φpx1, . . . , xnq � 0 et comme carpKq � 2, φpx1, . . . , xnq � 0

� ð : Soit k � l.

0 � φpx1, . . . ,
khkkikkj

xk � xl, . . . ,

lhkkikkj
xk � xl, . . . , xnq

� φpx1, . . . , xk, . . . , xk, . . . , xnqloooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
�0

� φpx1, . . . , xk, . . . , xl, . . . , xnq
� φpx1, . . . , xl, . . . , xk, . . . , xnq
� φpx1, . . . , xl, . . . , xl, . . . , xnqlooooooooooooooooomooooooooooooooooon

�0

D'où le résultat attendu.

Théorème 4.5.3: Dé�nition du déterminant

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
L'espace AnpEq des formes n-linéaires alternées sur E est de dimension 1.
Pour tout e base de E, on note

dete :

$'&
'%

En ÝÑ K

px1, . . . , xnq, xi �
ņ

j�1

aijej ÞÝÑ
¸
σPSn

εpσq
n¹
j�1

aσpjq,j

Alors : detepeq � 1 et pour tout φ P AnpEq, φ � φpeqdete.

Démonstration. � Soit φ P AnpEq. Soit px1, . . . , xnq P En.
Pour tout j P v1 , nw , xj �

ņ

i�1

ai,jei. Par n-linéarité,

φpx1, . . . , xnq � φ

�
ņ

i1�1

ai1,1ei1 , . . . ,
ņ

in�1

ain,nein

�

�
¸

pi1,...,inqPv1 ,nwn

n¹
j�1

aij ,j φpei1 , . . . , einqlooooooomooooooon
�0 si Dj�k,ij�ik

�
¸
σPSn

εpσq
n¹
j�1

aσpjq,jφpeσp1q, . . . , eσpnqq où pσ : j ÞÑ ijq P Sn

si les pi1, . . . , inq sont deux-à-deux distincts

�
¸
σPSn

εpσq
n¹
j�1

aσpjq,jφpe1, . . . , enq par antisymétrie

� φpe1, . . . , enqdetepx1, . . . , xnq

id est φ � φpeqdete d'où dimAnpEq ¤ 1.
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� On montre ensuite que dete P AnpEqz t0u.
Il su�t de remarquer que si ψ1, . . . , ψn sont n-linéaires,

θ :

$'&
'%

En ÝÑ K

px1, . . . , xnq ÞÝÑ
n¹
j�1

ψjpxjq est n-linéaire

ξ :

$'&
'%

En ÝÑ K

px1, . . . , xnq ÞÝÑ
¸
σPSn

εpσq
n¹
j�1

ψjpxσpjqq est n-linéaire alternée

En e�et,

ξpxτp1q, . . . , xτpnqq �
¸
σPSn

εpσq
n¹
j�1

ψjpxτ�σpjqq

�
¸

σ1PSn

εpτ�1 � σ1q
n¹
j�1

ψjpxσ1pjqq avec σ1 � τ � σ

� εpτqξpx1, . . . , xnq

Ainsi dete P AnpEq et detepeq � 1 (car aσpjq,j � δσpjq,j).

B) CNS de liberté ����

Théorème 4.5.4

Soient e et e0 deux bases de E. Alors, dete0peqdetepe0q � 1.

Démonstration. dete � detepe0qdete0 puis on évalue en e.

Théorème 4.5.5

Soit e une base de E. Pour tout px1, . . . , xnq P En,

detpx1, . . . , xnq � 0 ðñ px1, . . . , xnq libre ðñ px1, . . . , xnq base

Démonstration. Si la famille est libré, par n-linéarité, detepx1, . . . , xnq � 0. Si la famille
est libre, c'est une base et detepfqdetf peq � 1 et detepfq � 0
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C) Déterminant d'un endomorphisme ����

Dé�nition 4.5.6

Soit u P LpEq et e base de E. On dé�nit

detepuq � detepupe1q, . . . , upenqq

Cela ne dépend pas de la base choisie, et on le note detu.

Démonstration. Voir le cours de première année.

Proposition 4.5.7

Pour u, v P LpEq, detpu � vq � detpuqdetpvq.

Démonstration. Voir le cours de première année.

D) Déterminant d'une matrice, développement ����

Dé�nition 4.5.8

Soit A PMnpKq. Notons A � paijq1¤i,j¤n. On dé�nit :

detpAq �
¸
σPSn

εpσq
n¹
i�1

aσpiq,i

Proposition 4.5.9: Propriétés du déterminant matriciel

� Le déterminant de A est le déterminant de la famille de ses vecteurs colonnes.

� Le déterminant de A est le déterminant de l'endomorphisme canoniquement
associé à A.

� detpABq � detpAqdetpBq
� detpAq � 0 ðñ A P GLnpKq et alors detpA�1q � 1

detA
.

Démonstration. Voir le cours de première année.

Dé�nition 4.5.10: Comatrice

Soit A P MnpKq. On note Aij la mtrice extraite obtenue en retirant la ligne i et
la colonne j. Soit ∆ij � detpAijq.
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On appelle cofacteur p�1qi�j∆ij et comatrice de A la matrice des cofacteurs :

CompAq � pp�1qi�j∆ijq1¤i,j¤n

Théorème 4.5.11: Développement selon une ligne ou une colonne

Avec les notations précédentes,

� Pour tout k P v1 , nw,

detpAq �
ņ

i�1

aikp�1qi�k∆ik

� Pour tout k P v1 , nw,

detpAq �
ņ

j�1

akjp�1qk�j∆kj

� CompAqJA � detAIn

� ACompAqJ � detAIn

� Si A P GLnpKq, A�1 � 1

detA
CompAqJ

Démonstration. Voir le cours de première année.

E) Déterminants classiques ���

Théorème 4.5.12: Déterminant de Vandermonde

On pose V pa1, . . . , anq �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 . . . an�1

1

1 a2 . . . an�1
2

...
... . . .

...
1 an . . . an�1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣. Alors :
V pa1, . . . , anq �

¹
1¤i j¤n

paj � aiq

Démonstration. Il existe de nombreuses démonstrations de ce déterminant. En
voici une qui me semble être celle occasionnant le moins d'erreurs techniques.
On procède par récurrence sur n. C'est évident pour n � 1, n � 2.
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Pour l'hérédité, posons P pXq � V pa1, . . . , an, Xq �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 . . . an�1
1 an1

... a2 . . . . . .
...

...
... . . . . . .

...
1 an . . . an�1

n ann
1 X . . . . . . Xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C'est un po-

lynôme enX en développant selon la pn�1q-ème ligne, de coe�cient dominant V pa1, . . . , anq.
On distingue deux cas :

� S'il existe i � j, ai � aj . Alors V pa1, . . . , anq � 0 et V pa1, . . . , an�1q � 0.

� Sinon, on a n � degP . Pour i P v1 , nw , P paiq � 0 (car det est alternée). Donc P a n
racines distinctes et est de degré n :

P � rP s
n¹
i�1

pX � aiq � V pa1, . . . , anq
n¹
j�1

pX � ajq

En particulier V pa1, . . . , an, an�1q � V pa1, . . . , anq
n¹
j�1

pan�1 � ajq. On conclut par

hypothèse de récurrence.

Théorème 4.5.13: Déterminant de Cauchy

Soient pa1, . . . , anqCn et pb1, . . . , bnq P Cn tels que pour tout i et j, ai � bj � 0.

Posons Dn �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

a1 � b1

1

a1 � b2
. . .

1

a1 � bn
1

a2 � b1

1

a2 � b2
. . .

1

a2 � bn
...

...
...

1

an � b1

1

an � b2
. . .

1

an � bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Alors :

Dn �

¹
1¤i j¤n

paj � aiq
¹

1¤i j¤n
pbj � biq

¹
1¤i,j¤n

pai � bjq

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur la taille du déterminant n.
Premièrement, faisons apparaître une ligne de 1 en multipliant toutes les colonnes par
an � bj .
Par n-linéarité du déterminant,

Dn � 1
n¹
i�1

pan � biq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an � b1
a1 � b1

an � b2
a1 � b2

. . .
an � bn
a1 � bn

...
...

...
an � b1
an�1 � b1

an � b2
an�1 � b2

. . .
an � bn
an�1 � bn

1 1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Ensuite, pour faire apparaître des 0 à la �n des pn� 1q premières colonnes, soustrayons la
dernière colonne à toutes les autres. Remarquons à cet e�et que :

@pi, jq P v1 , n� 1w2 , an � bj
ai � bj

� an � bn
ai � bn

� pan � aiqpbn � bjq
pai � bjqpai � bnq

On en déduit :

Dn � 1
n¹
i�1

pan � biq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pan � b1qpbn � b1q
pa1 � b1qpa1 � bnq . . .

pan � a1qpbn � bn�1q
pa1 � bn�1qpa1 � bnq

an � bn
a1 � bn

...
...

...
...

pan � bn�1qpbn � b1q
pan�1 � b1qpan�1 � bnq . . .

pan � an�1qpbn � bn�1q
pan�1 � bn�1qpan�1 � bnq

an � bn
an�1 � bn

0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On factorise les termes communs aux lignes et aux colonnes.

Dn �

n�1¹
i�1

pan � aiq
n�1¹
i�1

pbn � biq
n¹
i�1

pan � biq
n�1¹
i�1

pai � bnq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

a1 � b1

1

a1 � b2
. . .

1

a1 � bn�1
�

...
...

...
...

1

an�1 � b1

1

an�1 � b2
. . .

1

an�1 � bn�1
�

0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Finalement, en développant par rapport à la dernière ligne,

Dn �

n�1¹
i�1

pan � aiq
n�1¹
i�1

pbn � biq
n¹
i�1

pan � biq
n�1¹
i�1

pai � bnq
Dn�1

Comme D1 � 1

a1 � b1
, on obtient le résultat :

Dn �

¹
1¤i j¤n

paj � aiq
¹

1¤i j¤n
pbj � biq

¹
1¤i,j¤n

pai � bjq

VI) Noyaux itérés et applications

Dans toute cette partie u P LpEq.

A) Monotonie de Kerpukq et Impukq ���

Rappel 4.6.1

Pour tout k P N, Impuk�1q � Impukq et Kerpukq � Kerpuk�1q.
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Lemme 4.6.2

S'il existe n P N, Kerpunq � Kerpun�1q. Alors pour k ¥ n,

Keruk � Keruk�1

Démonstration. Soit un tel n P N. Soit k ¥ n. Soit x P Kerpuk�1q.
un�1puk�npxqq � uk�1pxq � 0 donc Imuk�n � Kerun�1 � Kerun. D'où :
ukpxq � unpuk�npxqq � 0E . On a donc bien Keruk�1 � Keruk.

Lemme 4.6.3

S'il existe n P N, Impunq � Impun�1q. Alors pour k ¥ n,

Imuk � Imuk�1

Démonstration. Soit k ¥ n. Soit y P Imuk. On dispose de x P E, y � ukpxq � uk�npunpxqq.
Or unpxq P Impunq � Impun�1q. Donc on dispose de z, unpxq � un�1pzq.
Ainsi y � uk�npun�1pzqq � uk�1pzq P Impuk�1q.

Exemple 4.6.4

Considérons

u :

"
KrXs ÝÑ KrXs
P ÞÝÑ P 1

Alors les Keruk � Kk�1rXs sont croissants pour l'inclusion.
On a Imuk � KrXs il y a égalité dès k � 0.

B) Particularités de la dimension �nie ���

On note n � dimE   �8.

Théorème 4.6.5

On dispose d'un rang d P v0 , nw tel que
"

Kerpudq � Kerpud�1q
Impudq � Impud�1q . Alors,

t0u � Keru0 � Keru1 � � � � � . . .Kerud � Kerud�1

Imud�1 � Imud � � � � � Imu � Imu0 � E

Démonstration. pdimKerukqkPN est une suite croissante d'entiers, majorée par n donc
stationnaire. On peut donc considérér :

d � mintk P N | Keruk � Keruk�1u
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Alors par le Lemme 4.6.2,

t0u � Keru0 � Keru1 � � � � � . . .Kerud � Kerud�1

Pour tout k P v0 , d� 1w, dimKeruk�1 ¥ dimKeruk � 1 d'où n ¥ dimKerud ¥ d.
Par théorème du rang,

Imuk � Imuk�1 ðñ rg uk � rg uk�1

ðñ dimKeruk � dimKeruk�1

ðñ Keruk � Keruk�1

C) E � N ` I ��

On pose avec les notations précédentes, N �
¤
nPN

Kerun � Kerud et I �
£
nPN

Imun �

Imud.

Théorème 4.6.6

� N et I sont stables par u. L'application uN induite par u surN est nilpotente.
uI est inversibles. On a E � N ` I.

� Réciproquement, si E � N0 ` I0 avec N0 et I0 stables par u, avec uN0

nilpotent et uI0 inversible ; alors N � N0 et I � I0.

Démonstration. � � Soit x P Keruk, k P N�. Alors upxq P Kerpuk�1q � N .
� Soit x P Imud, x � udpyq alors upxq � udpupyqq � ud�1pyq P Imud � I.
� Soit x P N . udN pxq � udpxq � 0 car x P Kerud. D'où udN � 0LpNq.
� Soit x P N X I � Kerud X Imud. Soit y P E, x � udpyq. Or 0 � udpxq � u2dpyq.

Ainsi y P Kerpu2dq � Kerpudq. D'où x � 0.
Ainsi N ` I � E et par théorème du rang appliqué à ud, on a égalité.

� Soit x P KeruI � Keru X I � Kerud X I � N X I � t0u. Donc uI injective et
ainsi uI P GLpIq.

� � Montrons que N0 � N : uN0 est nilpotente. Pour un certain p P N�, upN0
� 0LpNq

id est pour tout x P N0, u
ppxq � 0. Donc N0 � Kerup � N .

� Montrons que I0 � I : uI0 P GLpI0q donc @k P N, ukI0 P GLpI0q. D'où I0 �
ukI0pI0q � Impukq donc I0 �

£
kPN

Impukq � I.

� Or E � N0 ` I0 � N ` I d'où

dimE � dimN0 � dim I0 ¤ dimN � dim I � dimE

d'où N0 � N et I0 � I.

VII) Un lemme sur les unions de sous-espaces vectoriels ��
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Lemme 4.7.1

Soit K un corps in�ni. Si F1, . . . , Fd sont des sous-espaces vectoriels et
d¤
j�1

Fj est

un sous-espace vectoriel, alors il existe k P v1 , dw ,
d¤
j�1

Fj � Fk.

Démonstration. On procède par récurrence sur d.

� d � 2 : F1YF2 sous-espace vectoriel. Supposons par exemple F1 � F2. Montrons que
F2 � F1.
Soit x P F1zF2. Pour y P F2, x� y P F1 Y F2.

� si x� y P F1, y � px� yq � x P F1 : impossible

� si x� y P F2, x � px� yq � y P F2 : impossible

Donc y P F1 et F2 � F1.

� Une erreur courante est d'appliquer le cas d � 2 dans l'hérédité mais c'est impossible :

ce n'est pas parce que
d�1¤
j�1

Fj est un sous-espace vectoriel que
d¤
j�1

Fj est un sous-espace

vectoriel !

� Supposons le résultat vrai pour une union de d sous-espaces vectoriels. Soient F1, . . . , Fd�1

des sous-espaces tels que G �
d�1¤
j�1

Fj soit un sous-espace. On distingue 3 cas :

� Cas 1 : G �
d¤
j�1

Fj (id est Fd�1 �
d¤
j�1

Fj). On conclut par hypothèse de récur-

rence.

� Cas 2 : G � Fd�1.

� Cas 3 :

$''''&
''''%

Fd�1 �
d¤
j�1

Fj

d¤
j�1

Fj � Fd�1

. Soit

$''''&
''''%

x P Fd�1z
d¤
j�1

Fj

y P
d¤
j�1

FjzFd�1

Alors, x, y P G.

Donc pour α P K, x � αy P G donc on dispose de jα P v1 , d� 1w tel que
αx� y P Fjα .
Par l'absurde si jα � d�1, y � pαx�yq�αx P Fd�1 (impossible). Donc jα ¤ d.
Comme K est in�ni, et que tjα, α P Ku est �ni, on dispose de β � α tels que

jα � jβ � ρ P v1 , dw id est

"
αx� y P Fρ
βx� y P Fρ d'où

x � 1

α� β
ppαx� yq � pβx� yqq P Fρ
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Chapitre 5

Réduction

Dans ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel de dimension �nie, où K est un
corps.

I) Rappels de cours et premiers compléments ����

A) Valeurs propres et vecteurs propres

A.1 Cas d'un endomorphisme

Dé�nition 5.1.1: Valeur propre

Soit u P LpEq. Un vecteur x0 P Ez t0u est appelé vecteur propre de u s'il existe
λ P K, tel que upx0q � λx0.
C'est équivalent à dire que Kx0 est stable par u.

Dé�nition 5.1.2: Vecteur propre

λ P K est valeur propre de u P LpEq s'il existe x0 P Ez t0u tel que upx0q � λx0.
Alors x0 est appelé vecteur propre associé.

Lemme 5.1.3

Soit u P LpEq. Pour tout λ P K, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. λ est valeur propre de u

2. Kerpu� λidq � t0Eu
3. u� λid n'est pas injectif

4. u� λid R GLpEq

Dé�nition 5.1.4: Spectre

On dé�nit le spectre u, Sppuq � tλ P K, λ valeur propre de uu.

127
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Dé�nition 5.1.5: Sous-espace propre

Soit u P LpEq. Soit λ P Sppuq. On appelle sous-espace propre associé à λ,

Eλpuq � Kerpu� λidq � t0Eu

C'est un sous-espace vectoriel de E de dimension au moins 1.
L'endomorphisme induit par u sur Eλpuq est une homothétie.

Théorème 5.1.6

Soit u P LpEq. Soient λ1, . . . , λd P Sppuq, deux-à-deux distincts. Alors :

dà
j�1

Eλj puq � E

En conséquence, |Sppuq| ¤ dimE.

Voici un premier complément à la frontière du programme :

Proposition 5.1.7

Soient u, v P LpEq, u � v � v � u.
Alors les sous-espaces propres de l'un sont stables par l'autre.

Démonstration. Soit λ P Sppuq. Par hypothèse,
pu� λidq � v � u � v � λv � v � pu� λidq

Donc v laisse stable Kerpu� λidq � Eλpuq.

Remarque 5.1.8

Soit u P LpEq. Alors 0 P Sppuq ðñ u R GLpEq.
Dans ce cas, E0puq � Kerpuq.

A.2 Cas d'une matrice

Dé�nition 5.1.9: Valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice

Soit A P MnpRq. Un vecteur X P Kn non-nul est appelé vecteur propre de A s'il
existe λ P K, AX � λX. λ est alors appelée valeur propre associée.
Les valeurs propres et vecteurs propres de A sont ceux de l'endomorphisme cano-
niquement associé à A :

a :

"
Kn ÝÑ Kn

X ÞÝÑ AX
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Le spectre de A dans K est alors :

SpKpAq � tλ P K | DX P Knz t0u , AX � λXu

En général on a SpRpAq � SpCpAq.
Pour un endomorphisme, cela n'a pas de sens de distinguer SpRpuq et SpCpuq, car un

R-espace vectoriel n'est pas un C-espace vectoriel.
On retrouve la caractérisation précédente :

Lemme 5.1.10

Soit A PMnpKq. Pour tout λ P K, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. λ P SpA
2. DX P Knz t0u , AX � λX

3. KerpA� λInq � t0Eu
4. A� λIn R GLnpKq

On appelle équation aux valeurs propres l'équation suivante :

AX � λX,X � 0E

Exemple 5.1.11: Exemple de recherche d'éléments propres

Soit E �MnpKq. Soit A P Ez t0u. Soit

φ :

"
E ÝÑ E
X ÞÝÑ X � TrpXqA

Déterminer les éléments propres de φ.

� On a bien pour X P E, φpXq P E. Par linéarité de la trace, φ P LpEq.
Pour tout λ P K, pour X PMnpKq, φpXq � λX ðñ p1� λqX � TrpXqA.

� Si λ � 1, φpXq � X ðñ TrX � 0. D'où 1 P Sppφq et

E1pφq � tX PMnpKq,TrX � 0u � KerTr

de dimension n2 � 1.

� Si λ � 1, φpXq � λX ðñ X � TrX

1� λ
A P VectpAq. On véri�e ensuite que

Vect(A) est une droite stable :
φpAq � p1 � TrAqA. Si TrA � 0, A P E1pφq. Sinon, 1 � TrA P SppAq et
E1�TrApφq � VectpAq.

Ainsi Sppφq � t1, 1� TrAu.
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B) Polynômes : possibilités et particularités

B.1 Polynômes d'endomorphismes, polynôme minimal

Théorème 5.1.12: Morphismes d'algèbres et polynôme annulateur

Soit u P LpEq. On pose :

θu :

$'&
'%

KrXs ÝÑ LpEq
P �

ņ

k�0

akX
k ÞÝÑ P puq �

ņ

k�0

aku
k

Alors :

� θu est un morphisme d'algèbres.

� Im θu est une sous-algèbre de LpEq et est notée Krus � tP puq, P P KrXsu.
� Ker θu est un idéal de KrXs noté Iu �  

P P KrXs, P puq � 0LpEq
(
appelé

idéal des polynômes annulateurs.

� Si de plus E est de dimension �nie, Iu � Ker θu � t0u. Il existe donc un
unique polynôme unitaire πu tel que Iu � pπuq � πuKrXs. πu est appelé
polynôme minimal de u.

Démonstration. � Morphisme d'algèbres :
� pXnqnPN est une base de KrXs et θu est l'unique application linéaire qui envoie

pXnq sur punq.
� On a bien θup1q � θupX0q � 1A.
� Par linéarité, pour montrer θupPQq � θupP qθupQq, il su�t de le montrer sur les

monômes.
Or θupXpXqq � θupXp�qq � up�q � upuq � θupP qθupQq.

� Image : c'est évident par le point précédent.

� Noyau : on a déjà montré que le noyau d'un morphisme d'anneaux (et donc d'algèbres)
était un idéal de l'ensemble de départ. Ici KrXs est un anneau principal donc l'idéal
Iu est principal.

� Existence du polynôme minimal : en dimension �nie, θu n'est pas injectif. En e�et,
si θu était injectif, comme θu est surjectif, on aurait θu bijectif. Alors Krus � KrXs
de dimension �nie. Ainsi Ker θu � t0u. Ainsi Iu n'est pas trivial et on en déduit
l'existence de πu.

Remarque 5.1.13: Nature des objets

P puqloomoon
PLpEq

p xloomoon
PE

q � P pupxqqlooomooon
AUCUN SENS !

La propriété clée est :

pPQqpuqpxq � pP puq �Qpuqqpxq � P puqpQpuqpxqq
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et non P pQpuqpxqq ou P puqpxq �Qpuqpxq...

Dans la suite, on considère que E est de dimension �nie, notée n.

Théorème 5.1.14: Dimension et base de Krus

Soit u P LpEq. On note πu son polynôme minimal.
Krus est une K-algèbre commutative de dimension degpπuq � d, et p1, u, . . . , ud�1q
est une base de Krus.

Démonstration. Par division euclidienne, on a : KrXs � pπuq `Kd�1rXs.
Or par théorème du rang, θu induit un endomorphisme sur Kd�1rXs (c'est un supplé-
mentaire de son noyau). Ainsi Kd�1rXs � Im θu � Krus. On envoie ensuite une base de
Kd�1rXs sur Krus.

B.2 Irréductibilité du polynôme minimal (complément) ���

Proposition 5.1.15

Soit u P LpEq. Les propositions suivantes sont équivalentes :
� Krus est intègre ;
� Krus est un corps ;

� πu est irréductible

Démonstration. � (1) ñ (3) : On a 0 � πupuq � QpuqRpuq, si πu � QR donc par
intégrité Qpuq � 0 ou Rpuq � 0 soit πu | Q ou πu | R. Donc ils sont associés.
Ainsi, πu est irréductible.

� (3) ñ (2) : Supposons que πu est irréductible. Soit Qpuq P Krusz t0u, avec Q P KrXs,
donc πu ne divise pas Q (sinon Qpuq � 0).
Donc πu ^ Q � 1. D'après le théorème de Bézout, on dispose de U, V P KrXs2,
Uπu � V Q � 1 d'où UpuqQpuq � 1. Ainsi Qpuq est inversible.
De plus Krus est un sous-anneau de LpEq, donc c'est un corps.

� (2) ñ (1) : évident.

B.3 Polynôme caractéristique

Dé�nition 5.1.16

Soit u P LpEq. On dé�nit le polynôme caractéristique de u :

χu � detpXid� uq P KrXs
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Soit A PMnpKq. On dé�nit le polynôme caractéristique de A :

χA � detpXIn �Aq P KrXs

C'est un polynôme unitaire de degré n. Son coe�cient constant est p�1qn detpAq.
Son coe�cient en Xn�1 est �TrA.

On peut traduire ce qui a été vu précédemment avec ce nouvel outil :

Théorème 5.1.17: Racines de χA

Soit A PMnpKq. Alors :
SpKpAq � RacKpχAq

Attention à la confusion habituelle entre les deux aspects de la réduction : algébrique
et géométrique.

Proposition 5.1.18: Multiplicités algébriques et géométriques

Soit u P LpEq et λ P Sppuq.
On appelle multiplicité algébrique de λ sa multiplicité en tant que racine de χu,
notée mλ.
On appelle multiplicité géométrique de λ l'entier dimEλpuq.
On a toujours :

dimEλpuq ¤ mλ

Théorème 5.1.19: Cayley-Hamilton

Soit u P LpEq.
χu est un polynôme annulateur de u

χupuq � 0LpEq

πu | χu

Démonstration. Ce théorème est admis. On en proposera une démonstration en devoir
maison.

B.4 χAB � χBA ? (complément) ���

Proposition 5.1.20: Méthode générale

Soient A PMn,ppKq et B PMp,npKq. Alors XpχAB � XnχBA.

Démonstration. Soit r � rgA.
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� Cas A � Jr :

On note B �
�
B1 B3

B2 B4



où B1 est de taille r � r et B4 de taille pp� rq � pn� rq.

Alors AB �
�
B1 B3

0 0



et BA �

�
B1 0
B2 0



Donc : χAB � Xn�rχB1 et χBA � Xp�rχB1 d'où le résultat.

� Cas général : A � PJrQ. Alors : AB � PJrQB � P pJrpQBP qqP�1

BA � BPJrQ � P�1ppQBP qJrqP
D'où XpχAB � XpχJrpQBP q � XnχpQBP qJr par le cas 1. D'où �nalement : XpχAB �
XnχBA.

Proposition 5.1.21: Si n � p et K � R ou C

Si A,B PMnpKq, χAB � χBA.

Démonstration. On traite d'abord le cas A inversible.

� Si A P GLnpKq, AB � ApBAqA�1 donc AB et BA sont sembables d'où χAB � χBA.

� Or, à B �xé, A ÞÑ χAB et A ÞÑ χBA sont continues (car polynomiales en les paijq).
Ces deux applications coïncident sur GLnpKq qui est dense dans MnpKq (voir la
Proposition 6.6.4) donc elles sont égales.

On en déduit immédiatement que SppABq � SppBAq.

Proposition 5.1.22

Soit λ P SppABq � SppBAq. Si λ � 0, EλpABq � EλpBAq.

Démonstration. Soit X un vecteur propre de AB associé à λ : ABX � λX.
Alors, pBAqpBXq � λpBXq ainsi BX P EλpBAq.
Soient uB :

"
EλpABq ÝÑ EλpBAq
X ÞÝÑ BX

et uA :

"
EλpBAqq ÝÑ EλpABq
X ÞÝÑ AX

.

Comme λ � 0, si ABX � λX, alors BX � 0 donc uB est injectif. De même uA est
injectif. Ainsi dimEλpABq � dimEλpBAq par double inégalité. Alors uA et uB sont des
isomorphismes.

B.5 Théorème des noyaux

Lemme 5.1.23

Soit u P LpEq.
Pour tout P P KrXs, KerP puq est stable par u.
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Démonstration. u et P puq commutent.

Théorème 5.1.24: Théorème des noyaux

Soit u P LpEq et P P KrXs. On suppose que P �
d¹
j�1

Pj où les pPjq1¤j¤d sont

premiers entre eux deux-à-deux. Alors,

KerP puq �
dà
j�1

KerPjpuq

Corollaire 5.1.25

Si P est un polynôme annulateur de u alors :

E �
dà
j�1

KerPjpuq

Démonstration. Si P puq � 0, alors KerP puq � E.

Proposition 5.1.26: Complément important

Les projecteurs associés à la décomposition KerP puq �
dà
j�1

KerPjpuq sont des

polynômes en u.
Plus formellement, si pj est le projecteur sur KerPjpuq parallèlement à

à
k�j

Pkpuq,

pj P Krus.

Démonstration. On suppose que P est un polynôme annulateur. Dans ce casE �
dà
j�1

KerPjpuq.
Montrons que les projecteurs associés à cette décomposition sont des éléments de Krus.
On pose pour j P v1 , dw, Qj �

¹
k�j

Pk.

� On a Q1^ � � � ^Qd � 1. En e�et si π irréductible divise Q1 alors il divise un des Pk.
Alors π ^Qk � 1.

� On écrit la relation de Bézout :

ḑ

j�1

VjQj � 1
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Par morphisme d'algèbres,
ḑ

j�1

Vjpuq �Qjpuqlooooooomooooooon
�pj

� idE .

On montre que : @x P E, pjpxq P KerPjpuq. En e�et si x P E,
Pjpuqppjpxqq � Pjpuq � Vjpuq �Qjpuqpxq

� Vjpuq � p PjQjloomoon
�P

qpuqpxq

� 0E car P annule u

Ainsi @x P E, x �
ḑ

j�1

pjpxqloomoon
PKerPjpuq

.

Donc pj est le projecteur sur KerpPjpuqq, parallèlement à
à
k�j

KerPkpuq.

C) Diagonalisation

C.1 Généralités

Théorème 5.1.27: Tout sur la diagonalisabilité

Soit u P LpEq. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
� u est diagonalisable

� Il existe une base de E formée de vecteurs propres de u

� Il existe une base e de E dans laquelle Matepuq est diagonale
� à

λPSppuq
Eλpuq � E

� χu scindé et pour tout λ P Sppuq, dimEλpuq � mλ

� dimE �
¸

λPSppuq
dimEλpuq

� u admet un polynôme annulateur scindé à racines simples

� πu scindé à racines simples

Remarque 5.1.28: Erreur classique

Attention, χu scindé à racines simples ñ u diagonalisable MAIS
LA RECIPROQUE EST FAUSSE. Voici un contre-exemple (qui marche en
dimension quelconque n) :

M �

�
��������

a
. . . pbq

. . .

pbq . . .
a

�
�������

PMnpCq
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�

χM �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X � a
. . . p�bq

. . .

p�bq . . .
X � a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X � a� b �b
a� b�X

. . . p0q ...

. . . . . .
...

p0q . . . X � a� b �b
a� b�X X � a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ci Ð Ci � Ci�1

�

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X � a� b �b
. . . p0q �2b

. . .
...

p0q . . . �pn� 1qb
X � a� pn� 1qb

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Li Ð Li � Li�1

� pX � pa� pn� 1qbqqpX � pa� bqqn�1

� Or, rgpM � pa� bqInq � rg

�
��������

b
. . . pbq

. . .

pbq . . .
b

�
�������

� 1 donc dimEa�bpMq �

n� 1. De plus, dimEa�pn�1qbpMq � 1.

Donc M est diagonalisable mais χM n'a pas ses racines simples.

C.2 Commutant et bi-commutant (complément) ��

Lemme 5.1.29

Soit u diagonalisable. Pour tout v P LpEq, u et v commutent si et seulement si v
laisse stable les sous-espaces propres de u.

Démonstration. � ñ : connu, et vrai dans le cas général

� ð : Soit λ P Sppuq, et x P Eλpuq.
On a u�vpxq � upvpxqq � upλxq � λupxq � vpupxqq donc pu�vq|Eλpuq � pv �uq|Eλpuq.
Comme E � à

λPSppuq
Eλpuq, u � v � v � u sur E.
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Corollaire 5.1.30: Dimension du commutant d'un diagonalisable

Si u est diagonalisable, alors :

dimpCompuqq �
¸

λPSppuq
pdimEλpuqq2

Démonstration. Notons Sppuq � tλ1, . . . , λdu. Soit v P LpEq. v P Compuq ðñ @j P
v1 , dw , vpEλj puqq � Eλj puq. Ainsi

π :

$'&
'%

Compuq ÝÑ
d¹
j�1

LpEλj puqq

v ÞÝÑ v|Eλ1
puq, . . . , v|Eλd

puq

est un isomorphisme d'où le résultat souhaité.

Dé�nition 5.1.31: Bicommutant

Soit u P LpEq.

Bicompuq � tw P LpEq,@v P Compuq, w � v � v � wu

Par exemple, u P Bicompuq car u commute avec tous les éléments de son commutant.
On a Bicompuq � Compuq car u P Compuq. Plus généralement, Krus � Bicompuq.

Proposition 5.1.32: Bicommutant d'un diagonalisable

Si u est diagonalisable, Krus � Bicompuq.

Démonstration. On montre seulement l'inclusion réciproque. Soit w P Bicompuq.
Alors @j P v1 , dw , wpEλj puqq � Eλj puq. ainsi dans la base e de diagonalisation de u,

Matepwq �

�
��
M1 p0q

. . .
p0q Md

�
�


Donc :

w P Bicompuq ðñ @v P Compuq, v � w � w � v

� @pA1, . . . , Adq P
d¹
j�1

Mdj pKq,
�
��
M1 p0q

. . .
p0q Md

�
�

�
��
A1 p0q

. . .
p0q Ad

�
�
�

�
��
A1 p0q

. . .
p0q Ad

�
�

�
��
M1 p0q

. . .
p0q Md

�
�


ðñ @j P v1 , dw ,@Aj PMdj pKq, AjMj �MjAj

ðñ @j P v1 , dw , Dµj P K,Mj � µjIdj
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Comme λ1, . . . , λd sont deux-à-deux distincts, par interpolation de Lagrange, on dispose
de P P Kd�1rXs tel que pour tout j P v1 , dw, P pλjq � µj .
Ainsi P pMatepuqq � Matepwq et w � P puq P Krus.

D) Trigonalisation

D.1 Généralités

Théorème 5.1.33: Tout sur la trigonalisabilité

Soit u P LpEq. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
� u est trigonalisable

� Il existe une base e de E telle que Matepuq est triangulaire supérieure.
� χu est scindé

� Il existe un drapeau total de E stable par u, c'est-à-dire que si e �
pe1, . . . , enq, on a :

@i P v1 , nw ,Vectpe1, . . . , eiq est stable par u

Proposition 5.1.34: Expressions utiles

Pour un endomorphisme u trigonalisable, si χu �
d¹
j�1

pX � λjqmj , on a :

Trpuq �
ḑ

j�1

mjλj et detpuq �
d¹
j�1

λ
mj

j

Démonstration. La trace et le déterminant sont des invariants de similitude.

D.2 Décomposition en sous-espaces caractéristiques

Théorème 5.1.35

Si χu ou πu est scindé, si Sppuq � tλ1, . . . , λdu de multiplicités m1, . . . ,md, on
note :

χu �
d¹
j�1

pX � λjqmj et πu �
d¹
j�1

pX � λjqqj

Alors :

E �
dà
j�1

Ker ppu� λj idqmj qloooooooooomoooooooooon
�Fj

On a de plus u|Fj
� λj id� nj où nj est nilpotent d'ordre qj .
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Il existe e une base de E telle que :

Matepuq �

�
��������������������������

λ1 p�q
. . .

λ1loooooomoooooon
�m1

p0q

λ2 p�q
. . .

λ2loooooomoooooon
�m2

. . .

p0q
λd p�q

. . .
λdloooooomoooooon

md

�
�������������������������


D.3 Décomposition de Dunford (complément) ���

Théorème 5.1.36: Dunford

Soit u P LpEq. Il existe d'uniques δ, ν P LpEq tels que :
� δ est diagonalisable

� ν est nilpotent

� δ � ν � ν � δ
� u � δ � ν

Démonstration. On dé�nit δ P LpEq, tel que pour j P v1 , dw, δFj � λj idFj ; et ν P LpEq tel
que pour tout j P v1 , dw, νFj � nj .

� u � δ � ν : sur chaque Fj , uFj � uj � λj idFj � nj � δFj � νFj d'où u � δ � ν.

� δ est diagonalisable : @j P v1 , dw , Eλj pδq � Fj d'où Sppδq � Sppuq.
� ν est nilpotent : évident, l'ordre de nilpotence est max

jPv1 ,dw
qj .

� δ � ν � ν � δ : sur chaque Fj , λj idFj � nj � nj � λj idFj d'où δ � ν � ν � δ.

� Unicité : on considère la décomposition obtenue ci-dessus, δ �
ḑ

j�1

λjpj où p1, . . . , pd

sont les projecteurs associés à la décomposition du théorème des noyaux

E �
dà
j�1

Kerpu� λj idqmjlooooooooomooooooooon
�Fj

(c'est-à-dire que pour x �
ḑ

j�1

xj où xj P Fj , δpxq �
ḑ

j�1

λjxj � p
ḑ

j�1

λjpjqpxq).

Or d'après d'après la Proposition 5.1.26, pour j P v1 , dw, pj P Krus d'où δ P Krus et
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v � u� δ P Krus.
Supposons maintenant u � δ1�ν 1 avec δ diagonalisable, ν nilpotent, et δ1�ν 1 � ν 1�δ1.
Donc δ1 commute avec tous les polynômes en u donc en particulier avec δ. De même
ν 1 � u � u � ν 1. Donc de même ν 1 commute avec ν. Or δ � ν � δ1 � ν 1 id est

δ � δ1loomoon
diagonalisable

� ν 1 � νloomoon
nilpotent

ainsi δ � δ1 � ν 1 � ν � 0LpEq.

Exemple 5.1.37

Trouver la décomposition de Dunford de A �
�
�1 4 5
0 2 6
0 0 3

�

.

� On pourrait dire A �
�
�1 0 0
0 2 0
0 0 3

�

�

�
�0 4 5
0 0 6
0 0 0

�

mais ces deux matrices ne

commutent pas entre elles.

� χA � pX�1qpX�2qpX�3q scindé à racines simples donc A est diagonalisable.
La décomposition de Dunford est :

A � A�O3

E) Exemples

E.1 Diagonalisation et trigonalisation pratiques pour une matrice de taille 2

Remarque 5.1.38: Expression explicite du polynôme caractéristique

On a pour A PM2pKq,

χA � X2 � TrpAqX � detpAq

Méthode 5.1.39: Diagonaliser ou trigonaliser une matrice de taille 2

� Cas 1 : χA � pX � αqpX � βq avec α � β.
Dans ce cas, A est diagonalisable et on calcule les sous-espaces propres EαpAq
et EβpAq

� Cas 2 : χA � pX � αq2
� Soit A � αI2

� Soit A n'est pas diagonalisable mais trigonalisable.
On trouve un vecteur propre e1 tel que EαpAq � Vectpe1q.
On choisit ensuite e2 R EαpAq de sorte que pe1, e2q soit une base de E.
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On considère P � Matbcpe1, e2q. Alors

P�1AP � Mate1,e2puAq �
�
α �
0 α




Exercice 1

Traiter le cas des matrices A �
�
1 0
1 2



et B �

�
3 �2
2 �1




E.2 Diagonalisation et trigonalisation pratiques pour une matrice de taille 3

Méthode 5.1.40: Diagonaliser ou trigonaliser une matrice de taille 3

� Cas 1 : χA � pX � αqpX � βqpX � γq, avec α � β � γ Dans ce cas, A est
diagonalisable et on trouve pe1, e2, e3q base de vecteurs propres de A.

� Cas 2 : χA � pX � αqpX � βq2
� Si dimEβpAq � 2, A est diagonalisable.

� Si dimEβpAq � 1, on trouve pe1, e2q tels que
"
EαpAq � Vectpe1q
EβpAq � Vectpe2q

Pour cela on peut adopter di�érentes stratégies selon le type de matrice
triangulaire souhaitée.

� On peut prendre e3 sans condition supplémentaire, de sorte à ce que
pe1, e2, e3q soit libre. Dans ce cas, en notant P � Matbcpe1, e2, e3q,
on a :

P�1AP �
�
�α 0 �
0 β �
0 0 β

�



� On peut aussi imposer une condition du type :

P�1AP �
�
�α 0 0
0 β �
0 0 β

�

 ou

�
�α 0 0
0 β 1
0 0 β

�



On choisit alors e3 P KerppA � βI3q2qzKerpA � βI3q � KerppA �
βI3q2qzVectpe2q. Il faut donc calculer pA� βI3q2.
Pour éviter cela, la méthode la plus simple est de résoudre pA �
βI3qe3 � e2.

� Cas 3 : χA � pX � αq3, avec A � αI3. Ainsi A n'est pas diagonalisable.

� dimEαpAq � 2. Alors EαpAq � Vectpe1, e2q. On peut choisir e3 de façon
quelconque, ou ruser un peu.
Une technique commune consiste à d'abord choisir e2, puis e3 et en�n
e1.
En e�et, comme rgpA � αI3q � 1, on a pA � αI3q2 � O3 et donc
ImpA� αI3q � KerpA� αI3q.
On prend donc e2 tel que Vectpe2q � ImpA� αI3q.
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Puis on prend e3 tel que pA� αI3qe3 � e2.
En�n on complète e2 en pe1, e2q en base de KerpA�αI3q. De cette sorte,

Matpe1,e2,e3qpuA � αidq �
�
�0 0 0
0 0 1
0 0 0

�

. En conclusion :

P�1AP �
�
�α 0 0
0 α 1
0 0 α

�



� dimEαpAq � 1. Alors pA� αI3q3 � O3.
On choisit e3 P KerpA � αI3q2. Puis on récupère e1 et e2 ainsi : e2 �
pA� αI3qe3 et e1 � pA� αI3qe2. Alors :

MatepuA � αidq �
�
�0 1 0
0 0 1
0 0 0

�

 et P�1AP �

�
�α 1 0
0 α 1
0 0 α

�



Exercice 2

Traiter les cas de A �
�
� 3 �1 �1
�1 2 0
3 �2 0

�

et B �

�
�1 0 0
0 0 �1
0 1 2

�



E.3 Projecteurs et symétries

Proposition 5.1.41

Soit p un projecteur de E. On a

E � Ker p` Im p � Ker p`Kerpp� idq

et Spppq � t0, 1u.
p est diagonalisable.

Démonstration. X2 �X � XpX � 1q annule p.

Proposition 5.1.42

Soit s une symétrie de E. On a

E � Kerps� idq `Kerps� idq

et Spppq � t�1, 1u.
s est diagonalisable.
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Démonstration. X2 � 1 � pX � 1qpX � 1q annule s.

E.4 Endomorphismes nilpotents (complément) ����

Lemme 5.1.43: Lemme de liberté

Soit u P LpEq. Soit d l'indice de nilpotence de u. Soit x P E, ud�1pxq � 0E . Alors
px, upxq, . . . , ud�1pxqq est libre.

Démonstration. Soit pαkq0¤k¤d�1 P Kd tel que
d�1̧

j�0

αju
jpxq � 0E . Par l'absurde, supposons

que les pαjq ne sont pas tous nuls.

Soit alors k � mintj P v0 , d� 1w , αj � 0u. Ainsi
d�1̧

j�k
αju

jpxq � 0E . En appliquant ud�1�k,

il vient :

0E �
d�1̧

j�k
uj�d�1�kpxq � αk u

d�1pxqlooomooon
�0

d'où αk � 0 ce qui est absurde.

Lemme 5.1.44

Soit u P LpEq nilpotent. Alors son indice de nilpotence est inférieur à n � dimE.

Démonstration. En utilisant le Lemme 5.1.43, on trouve x P E tel que px, . . . , ud�1pxqq
soit libre. Alors d � n.

Théorème 5.1.45: Tout sur la réduction des nilpotents

Soit u P LpEq. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
� u est nilpotent

� πu � Xd où d P v1 , nw
� Il existe une base e de E telle que Matepuq est triangulaire strictement supé-

rieure

� u est trigonalisable et Sppuq � t0u
� χu est scindé et Sppuq � t0u
� χu � Xn
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Proposition 5.1.46: Caractérisation des nilpotents par la trace des ité-
rées

Soit A PMnpKq. Si TrpAkq � 0 pour tout k P N, alors A est nilpotente.

Démonstration. Soient λ1, . . . , λd les valeurs propres distinctes non-nulles de A, on note
m1, . . . ,md leur multiplicité.
Par l'absurde, si A n'est pas nilpotente, d ¥ 1. On a :

@k P N�, 0 � TrpAkq � m00
k �

ḑ

j�1

mjλ
k
j

Pour k P v1 , dw ,
ḑ

j�1

λkjmj � 0 id est

�
����
λ1 . . . λd
λ1 . . . λ2d
...

...
λd1 . . . λdd

�
���


loooooooomoooooooon
�V

�
��
m1
...
md

�
�
� 0

avec detV � λ1 . . . λd �Vandermondepλ1, . . . , λdq � 0 et V P GLnpCq.

Donc

�
��
m1
...
md

�
�
� 0, ce qui est exclu. Donc d � 0 et ainsi A est nilpotente.

E.5 Inversibilité de P puq pour P P CrXs (complément) ��

Montrer qu'un polynôme en une matrice ou un endomorphisme est inversible peut être
parfois utile dans plusieurs exercices. Mais ce n'est évidemment pas toujours vrai.

Lemme 5.1.47

Soit u P LpEq, admettant un polynôme minimal πu. Soit P P KrXs. Alors P puq est
inversible si et seulement si P et πu sont premiers entre eux. De plus, P puq�1 P
Krus.

Démonstration. On a la relation de Bézout : on dispose de pU, V q P KrXs2,

UP � V πu � 1

En spéci�ant A,
UpuqP puq � V puqπupuq � idE

Mais Qpuq � On donc :
V puqP puq � idE
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Ainsi P puq P GLnpKq et P puq�1 � Upuq P Krus.
Si P et πu ne sont pas premiers entre eux, πu � QD avec D � P ^ πu. On a πu | PQ
donc P puqQpuq � 0 alors que Qpuq � 0 puisque degQ   deg πu. Par suite P puq n'est pas
inversible.

Exemple 5.1.48: Application

Soit A PMnpKq, et M �
�
A A

On A



PM2npKq. Montrer que si M est diagona-

lisable, alors A � 0.

� Soit P � πM le polynôme minimal deM , scindé à racines simples qui annule

M . Par récurrence rapide, pour k P N, Mk �
�
Ak kAk

On Ak



. Ainsi :

O2n � P pMq �
�
P pAq AP 1pAq
On P pAq




D'où

"
P pAq � On
AP 1pAq � On

Ainsi A est diagonalisable.

� Mais P est scindé à racines simples donc P et P 1 n'ont pas de racine com-
mune. Ainsi, P 1pAq P GLnpKq d'après le lemme précédent. Donc AP 1pAq �
On ñ A � On.

II) Réduction simultanée

A) Codiagonalisation ����

Théorème 5.2.1: Codiagonalisation de deux endomorphismes

Soient u, v P LpEq, diagonalisables et qui commutent.
Alors u et v sont codiagonalisables, c'est-à-dire qu'ils admettent une base commune
de vecteurs propres.

Démonstration. Comme u est diagonalisable, en notant Sppuq � tλ1, . . . , λnu deux-à-deux
distincts,

E �
dà
j�1

Eλj puq

Comme u � v � v � u, chaque Eλj puq est stable par v. On note vj l'endormorphisme induit
par v sur Eλj puq. Or v étant diagonalisable, vj est diagonalisable.
On dispose ainsi d'une base bj de Eλj puq formée de vecteurs propres de vj donc de v. Ce
sont également des vecteurs propres de u.
En concaténant les pbjqj , on obtient une base de vecteurs propres pour u et v.

La réciproque est également vraie car deux diagonalisables commutent toujours entre
eux.
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Théorème 5.2.2: Codiagonalisation de plusieurs endomorphismes

Soit puiqiPI P LpEqI une famille d'endomorphismes (éventuellement in�nie) diago-
nalisables qui commutent entre eux deux-à-deux.
Alors les puiqi sont codiagonalisables, c'est-à-dire qu'il existe une base e de E telle
que :

@i P I,Matepuiq est diagonale.

Démonstration. On procède par récurrence forte, sur la dimension de E.

� n � 1 : toutes les matrices sont diagonales.

� nÑ n� 1 : on suppose la propriété vraie pour les espaces de dimension k ¤ n � 1.
On suppose dimE � n� 1 et puiqiPI P LpEqI diagonalisables qui commutent.

� Si les ui sont tous des homothéties, toutes les bases conviennent.

� Sinon, on dispose de k P I tel que uk n'est pas une homothétie.

Comme uk est diagonalisable, E �
dà
j�1

Eλj pukq �
dà
j�1

Fj .

Comme uk n'est pas une homothétie, pour j P v1 , dw, dimFj ¤ n.
Soit j P v1 , dw. Pour tout i P I, uk �ui � ui �uk, donc les Fj sont stables par ui.
On note ui,Fj l'endomorphisme induit par ui sur Fj . Les endomorphismes de la
famille pui,Fj qiPI P LpFjqI sont tous diagonalisables et commutent deux-à-deux.
On peut donc appliquer l'H.R. : on dispose d'une base bj de Fj telle que :

@i P I,Matbj pui,Fj q P DdimFj
pKq

Finalement, on concatène les bases pbjqj en on obtient une base b de E. De plus
pour tout i P I,

Matbpuiq �

�
��
Matb1pui,F1q

. . .
Matbdpui,Fd

q

�
�
P Dn�1pKq

B) Cotrigonalisation ���

Théorème 5.2.3: Cotrigonalisation de deux endomorphismes

Soient u, v P LpEq trigonalisables qui commutent.
Alors u et v sont cotrigonalisables c'est-à-dire il existe une base e de E telle que
Matepuq et Matepvq sont triangulaires supérieures.

Démonstration. On procède par récurrence sur la dimension de l'espace.

� dimE � 1 : toutes les matrices sont triangulaires.

� nÑ n� 1 : supposons la propriété vraie pour tout pu, vq P LpEq2 où E est un K-
espace vectoriel de dimension n, u et v sont trigonalisables et commutent. On suppose
dimE � n� 1, u � v � v � u et u, v trigonalisables.
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� Recherche d'un vecteur propre commun :
χu est scindé, donc on trouve λ P Sppuq. Comme u � v � v � u, Eλpuq est stable
par v. On considère ṽ l'endomorphisme induit par v sur Eλpuq, il est encore
trigonalisable. On dispose alors de x1 un vecteur propre de v, mais aussi de u.
D'où l'existence d'un vecteur propre commun.

� On se ramène à l'H.R. :
On complète x1 en une base b � px1, . . . , xn�1q de E. Ainsi :

Matbpuq �

�
����
λ �
0
... U1

0

�
���
� U

et Matbpvq �

�
����
α �
0
... V1
0

�
���
� V, pU, V q PMnpKq2

avec α la valeur propre associée à x1 pour v.
Comme u � v � v � u, UV � V U et donc par produit par blocs U1V1 � V1U1.
De plus, U1 et V1 sont trigonalisables car χU � pX � λqXU1 .
On applique l'H.R. aux endormorphismes de LpRnq canoniquement associés à U1

et V1. On dispose de P1 P GLnpKq, tel que
"
P�1
1 U1P1 � T1 triangulaire supérieure
P�1
1 V1P1 � S1 triangulaire supérieure

On dé�nit P �

�
����
1 �
0
... P1

0

�
���
. On note e la base de E telle que P � Matbpeq,

Matepuq � P�1MatbpuqP �

�
����
λ �
0
... P�1

1 U1P1

0

�
���
 triangulaire supérieure

D'où l'hérédité.

Théorème 5.2.4: Cotrigonalisation de plusieurs endomorphismes

Soit puiqiPI P LpEqI une famille d'endomorphismes (éventuellement in�nie) trigo-
nalisables qui commutent entre eux deux-à-deux.
Alors les puiqi sont cotrigonalisables, c'est-à-dire qu'il existe une base e de E telle
que :

@i P I,Matepuiq est triangulaire supérieure.

Démonstration. On remarque tout d'abord que VectppuiqiPIq � LpEq qui est de dimension
�nie.
On extrait donc ui1 , . . . , uid tels que Vectpui1 , . . . , uidq � VectppuiqiPIq. Il su�t donc de
co-trigonaliser les puikq1¤k¤d, que l'on va noter v1, . . . , vd.
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� On montre que les v1, . . . , vd ont un vecteur propre commun : par récurrence sur d.

� Evident pour d � 1.

� Déjà fait pour d � 2.

� On suppose le résultat pour d endomorphismes trigonaliasbles qui commutent.
On en prend d� 1 : u1, . . . , ud�1 P LpEq.
Comme ud�1 est trigonalisable, Sppud�1q � H. Soit donc µ P Sppud�1q. Soit
F � Eµpud�1q, qui est stable par chaque uj .
Soit ũj l'endormorphisme induit par uj sur F : commes les pujq1¤j¤d sont tous
trigonalisables, les pũjq1¤j¤d le sont également, et commutent.
Par H.R., les pũjq ont un vecteur propre commun x P F , qui est un vecteur
propre de ud�1.

� On montre la co-trigonalisabilité : par récurrence sur la dimension. C'est exactement
la même démonstration que précédemment pour le Théorème 5.2.3.

III) Réduction de matrices particulières

A) Matrices de rang 1 ���

Lemme 5.3.1

Soit A PMnpKq de rang 1. Alors A2 � TrpAqA.

Démonstration. Comme A est de rang 1, on peut écrire :

A � CL,L PM1,npKq, C PMn,1pKq

Ainsi : A2 � pCLqpCLq � CpLCqL.
Mais LC P K avec LC �

ņ

k�1

rLs1,krCsk,1 �
ņ

k�1

akk � TrpAq.

Finalement : A2 � CpTrpAqqL � TrpAqCL � TrpAqA.

Proposition 5.3.2

Soit A PMnpKq de rang 1. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. A non diagonalisable

2. A2 � 0

3. TrpAq � 0

4. ImA � KerA

Démonstration. Le lemme précédent montre que p2q ðñ p3q. De plus, p2q ðñ p4q est
évident.
On montre p1q ðñ p3q.
D'après le lemme, A2 � TrpAqA.
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� Si TrpAq � 0, A est nilpotente non-nulle donc non-diagonalisable.

� Sinon, XpX � TrpAqq scindé à racines simples annule A donc A est diagonalisable.

B) Matrices circulantes ��

Dé�nition 5.3.3: Matrice circulante

Soit A PMnpCq. A est circulante si elle s'écrit sous la forme :

A �

�
�����

a0 a1 an�1

. . . . . .

an�2
. . . . . .

an�1 an�2 a0

�
����


Proposition 5.3.4

Soit A �

�
�����

a0 a1 an�1

. . . . . .

an�2
. . . . . .

an�1 an�2 a0

�
����
.

Alors A est diagonalisable.
De plus, en notant Un � t1, ω, . . . , ωn�1u, on a :

SppAq �
#
n�1̧

k�0

akω
kj , j P v0 , n� 1w

+

et pour tout j P v0 , n� 1w,

Eωj pMq � Vect

�
����

1

ωj

...
ωpn�1qj

�
���


Démonstration. On pose M �

�
�����
0 1 p0q

. . . . . .

p0q . . . . . .
1 0

�
����
. Ainsi que uM son endomorphisme

canoniquement associé : uM penq � en et uM pejq � ej�1 pour j ¤ 2.
Ainsi, ukM : ej ÞÝÑ ej�k.

� On montre d'abord que M est diagonalisable.
On a unM � idE et Mn � In d'où Xn � 1 est un polynôme scindé à racines simples
qui annule M .
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Ainsi M est diagonalisable et SppMq � Un.
On cherche ensuite un vecteur propre associé à chaque ωj , j P v0 , n� 1w.

Si X �
�
�x1
. . .
xn

�

,

MX � λX ðñ

$''&
''%

x2 � λx1
. . . . . .
xn � λxn�1

x1 � λxn

ðñ
" @k P v2 , nw , xk � λkx1
x1 � λnx1

ðñ X P Vect

�
���

1
λ
. . .

λn�1

�
��


D'où Eωj pMq � Vect

�
���

1

ωj

. . .

ωpn�1qj

�
��
� VectpZjq. Soit ainsi

P �

�
�����
1 . . . . . . 1
... ω . . . ωn�1

...
...

...
1 ωn�1 . . . ωpn�1qpn�1q

�
����
� MatbcpZ0, . . . , Zn�1q

� Ensuite, A � QpMq avec Q �
n�1̧

k�0

ajX
j . Donc :

P�1AP �

�
����
Qp1q p0q

Qpωq
. . .

p0q Qpωn�1q

�
���


Et ainsi A est diagonalisable, et on a les résultats sur le spectre et les vecteurs propres.

C) Matrices compagnons ���

Dans toute cette partie, P � Xn �
n�1̧

k�0

akX
k P KrXs.
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Dé�nition 5.3.5

On appelle matrice compagnon associée à P :

CP �

�
�����

0 p0q a0

1
. . .

...
. . . 0

...
p0q 1 an�1

�
����


Théorème 5.3.6

χCP
� P

Tout polynôme unitaire de degré n est polynôme caractéristique d'une telle matrice.

Démonstration. On a :

χCP
�

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X p0q �a0
�1 . . .

...
. . . X

...
p0q �1 X � an�1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On développe par rapport à la dernière colonne :

χCP
�

n�2̧

j�0

p�1qj�n�1p�ajq detpMi,jq � pX � an�1q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X p0q
�1 . . .

. . . . . .
p0q �1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
avec

detpMi,jq �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X p0q
�1 . . .

. . . . . .
p0q �1 X

0n�j

0j

�1 X p0q
0

. . .
X

p0q 0 �1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X p0q
�1 . . .

. . . . . .
p0q �1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣looooooooooomooooooooooon
j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�1 X p0q
0

. . .
X

p0q 0 �1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� Xjp�1qn�1�j
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Ainsi, χCP
�

n�2̧

j�0

p�1qj�najXjp�1qn�1�j � pX � an�1qXn�1

Cela donne bien : χCP
� P .

Proposition 5.3.7: Application

Soit P � Xn �
n�1̧

k�0

akX
k P ZrXs. Soient λ1, . . . , λn les racines complexes de P .

Alors pour tout k P N,
ņ

j�1

λkj P Z.

Démonstration. On considère CP PMnpZq. On la trigonalise dans C. Comme χCP
� P ,

CP � Q

�
��
λ1 �

. . .
p0q λn

�
�
Q�1

Pour tout k P N, on a :

CkP � Q

�
��
λk1 �

. . .
p0q λkn

�
�
Q�1

Donc
ņ

j�1

λkj � TrpCkp q P Z car CkP PMnpZq.

IV) Endomorphismes cycliques ��

On considère toujours E un espace vectoriel de dimension �nie sur un corps K.

A) Polynôme minimal ponctuel

Soit u P LpEq, soit x0 P E. Considérons :

θu,x0 :

"
KrXs ÝÑ E
P ÞÝÑ P puqpx0q linéaire non-injectif

Dé�nition 5.4.1: Existence du polynôme minimal ponctuel

Kerpθu,x0q est un idéal de KrXs.
Alors il existe πu,x0 unitaire tel que πu,x0KrXs � Kerpθu,x0q.
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Démonstration. Ker θu,x0 est un sous-groupe pour la loi additive, car c'est un sous-espace
vectoriel.
Soit P P Ker θu,x0 , et Q P KrXs. Alors,

θu,x0pQP q � pQP qpuqpx0q � QpuqpP puqpx0qloooomoooon
�0E

q � 0E

Donc QP P Ker θu,x0 .

Par ailleurs, πu P Ker θu,x0 donc πu,x0 | πu.

Proposition 5.4.2

Il existe x0 P E, πu,x0 � πu.

Démonstration. Notons πu �
d¹
j�1

P
mj

j où P1, . . . , Pd sont deux-à-deux distincts. Par théo-

rème des noyaux,

E �
dà
j�1

KerpPmj

j puqqloooooomoooooon
�Ej

On a d'après le théorème des noyaux itérés (Théorème 4.6.5), pour j P v1 , dw,KerpPmj�1
j puqq �

KerpPmj

j puqq. De plus par minimalité de πu, l'inclusion est stricte. En e�et, par l'absurde

si pour un k on a égalité, Pmk�1
k

¹
j�k

P
mj

j annule u, ce qui est exclu.

Ainsi, pour j P v1 , dw, KerpPmj�1
j puqq � KerpPmj

j puqq. On peut donc considérer xj P
KerpPmj

j puqqzKerpPmj�1
j puqq. On pose :

x0 �
ḑ

j�1

xj

Soit P P RrXs. Alors,

P puqpx0q ðñ
¸
j�1

P puqpxjqloooomoooon
PEj

� 0

`ðñ @j P v1 , dw , P puqpxjq � 0

ðñ @j P v1 , dw , πu,xj | P

Or P
mj

j puqpxjq � 0 d'où πu,xj | Pmj

j . Comme P
mj�1
j puqpxjq � 0, P

mj�1
j ne divise pas

πu,xj . Donc πu,xj � P
mj

j . Finalement,

P puqpx0q � 0E ðñ @j P v1 , dw , Pmj

j | P ðñ πu | P

Donc πu,x0 � πu.
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Lemme 5.4.3: Espaces Fx0

Soit pour x0 P E, Fx0 � tP puqpx0q, P P KrXsu � Impθu,x0q a pour base
pukpx0qqkPv0 ,d�1w avec d � degpπu,x0q.

Démonstration. On a Kd�1rXs ` πu,x0KrXs � KrXs. Donc θu,x0 induit un isomorphisme
entre Impθu,x0q et Kd�1rXs.

B) Dé�nition des cycliques

Dé�nition 5.4.4: Dé�nitions équivalentes

Soit u P LpEq. Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Dx0 P E,Fx0 � E

2. Dx0 P E, px0, . . . , un�1px0qq base de E.
3. On dispose d'une base e de E, telle que Matepuq � CP .

On dit dans ce cas que u est un endomorphisme cyclique.
On note ΩpEq l'ensemble des endomorphismes cycliques de E.

Démonstration. On a toujours Fx0 � E qui est de dimension degpπu,x0q.
� Premièrement,

p1q ðñ Dx0 P E,deg πu,x0 � n � dimE

ðñ Dx0 P E, px0, . . . , un�1px0qq base de Fx0
ðñ Dx0 P E, px0, . . . , un�1px0qq base de E
ðñ p2q

� p2q ñ p3q : On dispose de e � px0, . . . , un�1px0qq base de E.

Par dé�nition, pour k ¤ n�2,
#
upukpx0qq � uk�1px0q
upun�1px0qq � unpx0q P E � Vect

�
ukpx0q

	
kPv0 ,n�1w

, d'où :

unpx0q �
n�1̧

k�0

aku
kpx0q

On a alors :

Matepuq �

�
�����

0 p0q a0

1
. . .

...
. . . 0

...
p0q 1 an�1

�
����
� CP

où P � Xn �
n�1̧

k�0

akX
k unitaire.
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� p3q ñ p2q : Soit e � pe1, . . . , enq base de E, telle que Matepuq � CP . On note x0 � e1.

Alors pour k P v1 , n� 1w, upekq � ek�1 � ukpx0q. Ainsi, e � px0, . . . , un�1px0qq est
une base de E.

C) Polynôme minimal d'un cyclique, théorème de Cayley-Hamilton

Théorème 5.4.5: Polynôme minimal d'un cyclique

Soit u P LpEq. Alors,
u P ΩpEq ðñ πu � χu

Démonstration. � ñ : Soit u P ΩpEq. On considère donc px0, . . . , un�1px0qq une base
de E.
Montrons que degpπuq ¥ n, et pour cela montrons que pidE , . . . , un�1q est libre.
Soit pαkqkPv0 ,n�1w P Kn telle que :

ņ

k�0

αku
k � 0LpEq

A fortiori,
ņ

k�0

αku
kpx0q � 0E .

Par liberté de e, les pαkq sont tous nuls. De plus, comme unpx0q P E, on a :

unpx0q �
ņ

k�0

aku
kpx0qp�q

dont Matepuq � CP où P � Xn �
ņ

k�0

akX
k et χu � χCP

� P d'après le Théorème

5.3.6.
Deux possibilités à partir d'ici :

� Par Cayley-Hamilton, πu | χu donc degpπuq ¤ n. Finalement, degpπuq �
n � degpχuq. Etant tous deux unitaires, πu � χu.

� Mais on peut se dispenser de Cayley-Hamilton (en e�et une démonstration
de Cayley-Hamilton repose sur le théorème que nous sommes en train de
démontrer). On montre donc P puq � 0LpEq.
Par p�q, P puqpx0q � 0. De plus, pour k P v0 , n� 1w, P puqpukpx0qq � uk �
P puqpx0q � 0E . Ainsi P puq s'annule sur une base de E. Ainsi P puq � 0LpEq.
Donc πu � χu.

� ð : Supposons que degpχuq � degpπuq. Alors, d'après la Proposition 5.4.2, on trouve
x0 P E tel que πu,x0 � πu.

Ainsi, degpπu,x0q � n et dimpFx0q � n. Ainsi, E � Vect
�
ukpx0q

	
kPv0 ,n�1w

.

Ainsi, u est cyclique.
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Nous pouvons donc proposer une démonstration du théorème de Cayley-Hamilton :

Démonstration. Soit x0 P Ez t0u. On souhaite montrer que χpuqpx0q � 0E .

On considère Fx0 � Vect
�
ukpx0q

	
kPN

� tP puqpx0q, P P KrXsu sous-espace vectoriel de E
stable par u. On induit, en considérant :

ũ :

"
Fx0 ÝÑ Fx0
x ÞÝÑ upxq

On remarque que ũ est cyclique ; en e�et Fx0 � Vect
�
ukpx0q

	
� Vect

�
ũkpx0q

	
. D'où

πũ � χũ.

� D'une part, χũ | χu donc χu � Qχũ.

� D'autre part, χũpuqpx0q � πũpuqpx0q � πũpũqpx0q � 0E .

Finalement, vue cette égalité,

χupuqpx0q � Qpuq � χũpuqpx0q � 0E

D) Endomorphismes cycliques particuliers

Proposition 5.4.6: Espaces propres

Soit u P ΩpEq. Alors pour tout λ P Sppuq,

dimEλpuq � 1

Démonstration. Dans une base e de vecteurs propres de u,

Matepuq �

�
�����

0 p0q a0

1
. . .

...
. . . 0

...
p0q 1 an�1

�
����


Alors,

Matepu� λidq �

�
�����
�λ p0q a0

1
. . .

...
. . . �λ ...

p0q 1 an�1 � λ

�
����


Cette matrice est de rang ¥ n � 1. En e�et, la matrice extraite

�
�����
�λ p0q
1

. . .

. . . �λ
p0q 1

�
����
 est

inversible. Ainsi, dimKerpu� λidq ¤ 1 donc dimEλpuq � 1.
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D.1 Diagonalisables

Proposition 5.4.7: Deux caractérisations des diagonalisables

� Soit u P ΩpEq. Alors, u est diagonalisable si et seulement si χu est scindé à
racines simples.

� Soit u diagonalisable. Alors u est cyclique si et seulement si χu est scindé à
racines simples.

Démonstration. � Pour le premier point, c'est un corollaire immédiat de la proposition
précédente.

� Pour le second, notons πu �
d¹
j�1

pX � αjq où les pαjq sont les valeurs propres sans

multiplicité de u.

� ñ : Si u est cyclique, πu � χu scindé à racines simples.
� ð : Supposons que χu est scindé à racines simples. Alors, u a n valeurs propres

distinctes. Soit pe1, . . . , enq una base de vecteurs propres de E. Alors,

Matepuq �

�
��
λ1 p0q

. . .
p0q λn

�
�


avec les pλiq deux-à-deux distincts. Posons x0 �
ņ

j�1

ej . Alors,

Mate
�
x0, . . . , u

n�1px0q
� �

�
��
1 λ1 . . . λn�1

1
...

...
...

1 λn . . . λn�1
n

�
�
� V pλ1, . . . , λnq

qui est inversible. Ainsi, px0, . . . , un�1px0qq est une base de E, et donc u est
cyclique.

D.2 Nilpotents

Proposition 5.4.8: Caractérisation des nilpotents

Soit u un endomorphisme nilpotent. Alors, u P ΩpEq si et seulement si son indice
de nilpotence est égal à n.

Démonstration. � ñ : Si u est cyclique, πu � χu donc πu � Xn et l'ordre de nilpotence
est bien n.

� ð : Soit x0 P E tel que un�1px0q � 0. Alors, comme vu précédemment, px0, . . . , un�1px0qq
est libre de cardinal n, c'est donc une base de E. Ainsi u est cyclique.
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E) Induit d'un cyclique

Théorème 5.4.9: L'induit d'un cyclique est cyclique

Soit u P LpEq cyclique. Soit F sous-espace vectoriel stable par u.
On considère ũ � u|F . Alors ũ est cyclique.

Démonstration. Soit x0 P E, et Fx0 � Vect
�
ukpx0q

	
kPN

. Posons :

IF � tP P KrXs, P puqpx0q P F u � t0u
C'est un idéal de KrXs :
� C'est un sous-espace vectoriel donc un sous-groupe pour la loi additive.

� Si P P IF , Q P KrXs, QP puqpx0q � Qpuq
�
�P puqpx0qloooomoooon

PF

�

P F .

On dispose donc, comme KrXs est un anneau principal, on trouve QF P KrXs unitaire,
IF � pQF q � QFKrXs

On pose alors y0 � QF puqpx0q. Pour tout x P F , on dispose de P P KrXs, x � P puqpx0q.
Comme x P F , P P IF et P � QFR, alors :

x � P puqpx0q � Rpuq pQF puqpx0qq � Rpuqpy0q

Donc F � Vect
�
ukpy0q

	
kPN

.

On peut même montrer qu'il existe une correspondance bijective entre les sous-espaces
stables par u et les idéaux de KrXs contenant πu. On montre alors qu'un cyclique admet
un nombre �ni de sous-espaces stables. La réciproque est vraie également ! Ce sera vu au
Théorème 5.5.14.

F) Commutant d'un cyclique

Proposition 5.4.10: Commutant d'un cyclique

Soit u P ΩpEq. Alors, Compuq � Krus.

Démonstration. Tout polynôme en u commute avec u. Réciproquement soit x0 P E tel que
px0, . . . , un�1px0qq soit une base de E.
Soit v P Compuq. Comme vpx0q P E, on a :

vpx0q �
n�1̧

k�0

aku
kpx0q

Pour k P v0 , n� 1w, vpukpx0qq � ukpvpx0qq car u � v � v � u. Ainsi,

uk

�
n�1̧

j�0

aju
jpx0q

�
�

n�1̧

j�0

aju
j�kpx0q
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En posant w �
n�1̧

j�0

aju
j , on a pour k P v0 , n� 1w,

w
�
ukpx0q

	
� v

�
ukpx0q

	
Donc v et w coïncident sur une base de Krus. Ainsi v � w P Krus.

G) Propriétés de ΩpEq

Théorème 5.4.11

ΩpEq est un ouvert de LpEq. De plus si K � C, ΩpEq est dense dans LpEq.

Démonstration. � Ouvert : Posons φx :

"
LpEq ÝÑ K
u ÞÝÑ detpx, . . . , un�1pxqq continue.

Ainsi, φ�1
x pK�q est ouvert. Donc ΩpEq �

¤
xPE

φ�1
x pK�q est ouvert.

� Dense : On le montre avec des matrices. SoitM PMnpCq. AlorsM est trigonalisable,

M � PTP�1 où P P GLnpCq et T �

�
��
λ1 p�q

. . .
p0q λn

�
�
.

Soit δ � mint|λi � λj | , pi, jq P v1 , nw2 , λi � λju (on prend δ � 1 si il n'y a qu'une

seule valeur propre). Alors δ ¡ 0. Soit n0 P N tel que
1

n0
  δ

2
. Pour tout k ¥ n0

considérons :

Mk � P

�
��������

λ1 � 1

k
ptijq

λ2 � 1

2k
. . .

p0q λn � 1

nk

�
�������

P�1

Montrons que l'endomorphisme uk canoniquement associé à Mk est cyclique. On
montre que les coe�cients diagonaux deMk sont deux-à-deux distincts. Soient i � j.

� Si λi � λj , λi � 1

ik
� λj � 1

jk
.

� Si λi � λj , |λi � λj | ¥ δ. Or

∣∣∣∣ 1ik � 1

jk

∣∣∣∣ ¤ 1

k
¤ δ

2
. D'où λi � 1

ik
� λj � 1

jk
.

De plus, on a bien

�
��������

λ1 � 1

k
ptijq

λ2 � 1

2k
. . .

p0q λn � 1

nk

�
�������

ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

T . Donc par conti-

nuité de l'application A ÞÑ PAP�1, on a :

Mk � PTkP
�1 ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
PTP�1 �M
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Ainsi si u est canoniquement associé à M , on a uk ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

u et pukqk¥n0 P ΩpEqN.

V) Applications diverses

A) Résolution d'équations matricielles ���

Soit A PMnpKq et P P KrXs. On cherche à résoudre P pMq � A.

Lemme 5.5.1

Soit M une solution de P pMq � A. Alors AM �MA.

Démonstration. En e�et, P pMqM �MP pMq.
Donc M laisse stables les sous-espace propres de A, et même tous les KerpQpAqq.

Méthode 5.5.2: Résolution d'équations matricielles

Toujours procéder par analyse-synthèse.

� χA est scindé à racines simples : χA �
n¹
j�1

pX � λjq

Alors A est diagonalisable, et M laisse stable chaque EλipAq de dimension 1.
Ainsi :

Q�1AQ �

�
��
λ1

. . .
λn

�
�


Q�1MQ �

�
��
µ1

. . .
µn

�
�


Réciproquement si Q�1MQ �

�
��
µ1

. . .
µn

�
�
,M est solution de P pMq � A

si et seulement si : @j P v1 , nw , P pµjq � λj .

� χA est scindé et A est diagonalisable : dans ce cas, M laisse stable chaque
Eλj pAq et on procède de même par blocs.

� Sinon, on peut utiliser un polynôme annulateur de A. Si QpAq � 0, alors
pQP qpMq � 0. Si QP est scindé à racines simples, on peut diagonaliser M .

Exemple 5.5.3: u2 diagonalisable ñ u diagonalisable

Soit u P GLpEq où E est un C-espace vectoriel. On suppose que u2 est diagonali-
sable. Montrer que u est diagonalisable.
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� Soit Q � πu2 scindé à racines simples. Notons Q �
m¹
j�1

pX � λjq avec les λj
deux-à-deux distincts.
Comme Qpu2q � 0LpEq, QpX2q annule u.

� Or QpX2q �
m¹
j�1

pX�λjq �
m¹
j�1

pX�δjqpX�δjq si δ2j � λj . Ainsi P � QpX2q

est scindé à racines simples et annule u. Donc u est diagonalisable.

Exemple 5.5.4: Deux équations matricielles

Résoudre M2 � A où A �
�
�1 0 0
0 5 4
0 0 5

�

.

� On sait queM et A commutent. DoncM laisse stable E1pAq et E5pAq. Ainsi

M �
�
�α 0 a
0 β b
0 0 c

�

. En outre, M laisse stable KerppA� 5I3q2q donc a � 0.

� Réciproquement, si M �
�
�α 0 0
0 β b
0 0 c

�

, M2 �

�
�α2 0 0

0 β2 bpβ � cq
0 0 c2

�

Donc :

M2 � A ðñ

$''&
''%

α2 � 1

β2 � 5

c2 � 5
bpβ � cq � 4

ðñ

$''&
''%

α � ε1 P t�1u
β � ε2

?
5, ε2 P t�1u

c � ε3
?
5, ε3 P t�1u

bpε2 � ε3q
?
5 � 4 � 0

ðñ

$''&
''%

α � ε1
β � ε2

?
5

c � ε2
?
5

2bpε2
?
5 � 4

ðñ

$''''&
''''%

α � ε1
β � ε2

?
5

c � ε2
?
5

b � 2?
5
ε2

� D'où l'ensemble des solutions :

S �

$''&
''%

�
���
ε1 0 0

0 ε2
?
5

2?
5
ε2

0 0 ε2
?
5

�
��
, pε1, ε2q P t�1u2

,//.
//-
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Résoudre l'équation X2 � 2X � A �
�
1 2
2 1



dans M2pRq.

� χA � X2 � 2X � 3 � pX � 3qpX � 1q. A est diagonalisable.

X laisse stable E3pAq � Vect

�
1
1



et E�1pAq � Vect

�
1
�1



.

� On a :A � P

�
3 0
0 �1



P�1 avec P �

�
1 1
1 �1



et P�1 � 1

2

�
1 1
1 �1



. X

est donc de la forme P

�
α 0
0 β



P�1. Ainsi :

X P S ðñ
"
α2 � 2α � 3

β2 � 2β � �1 ðñ
"
α P t�1, 3u
β � 1

� Ainsi

S �
"
P

��1 0
0 1



P�1, P

�
3 0
0 1



P�1

*

Et après calculs :

S �
"�

0 �1
�1 0



,

�
2 1
1 2


*

B) Calculs de puissances ���

B.1 Cas diagonalisable

Proposition 5.5.5

Soit A P MnpKq diagonalisable. Alors on dispose de P P GLnpKq et D ��
�λ1 p0q

. . .
p0q λn

�

, tels que A � PDP�1. Alors pour k P N, Ak �

�
�λk1 p0q

. . .

p0q λkn

�



Démonstration. Par récurrence rapide.

B.2 Avec un polynôme annulateur de petit degré

Méthode 5.5.6

Soit A PMnpKq et P P KdrXs tel que P pAq � 0.
Pour k ¥ d, on écrit la division euclidienne de Xk par P :Xk � QP � R où
R P Kd�1rXs.
Alors Ak � RpAq.

B.3 Cas trigonalisable

On e�ectue le calcul blocs par blocs, en utilisant éventuellement le binôme de Newton.
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C) Remarques sur les sous-espaces stables

C.1 Existence de droites ou plans stables dans R ���

Proposition 5.5.7

Soit u P LpEq où E est un R-espace vectoriel.
Alors E admet un sous-espace stable par u qui est une droite ou un plan.

Démonstration. L'idée est que les irréductibles de RrXs sont les polynômes de degré 1 et
ceux de degré 2 sans racine réelle.

� πu admet une racine réelle λ. Alors λ P Sppuq. Soit x un vecteur propre associé. Alors
Vectpxq convient.

� Sinon, πu a un diviseur irréductible P P RrXs de degré 2.
Notons que P puq P GLpEq (en e�et si πu � PQ, on a P puq�Qpuq � 0 donc Qpuq � 0
ce qui contredit la minimalité de πu).
Soit x P KerpP puqqz t0u. Alors Fx � Vectpx, upxqq est un plan stable. En e�et si
P � X2 � aX � b, u2pxq � �aupxq � bx et upxq R Vectpxq (car par l'absurde si
upxq � λx, on aurait P pλq � 0, impossible car P irréductible).

C.2 Hyperplans stables ��

Soit A PMnpKq. Soit uA P LpKnq l'endomorphisme canoniquement associé.

Proposition 5.5.8

Soit H un hyperplan. Alors H � Kerφ où L PMnpKq telle que :

φ :

"
Kn ÝÑ K
X ÞÝÑ LX

Alors, H est stable par A si et seulement si LJ est vecteur propre de AJ.

Démonstration. H hyperplan stable par A s'écrit : @X P H,AX P H ce qui équivaut à :
@X P Kn, LX � 0ñ pLAqX � 0.
Soit H0 � tX P Kn, pLAqX � 0u.

H stable par A ðñ H � H0

ðñ Kerφ � Kerψ où ψ : X ÞÑ LAX

ðñ Dλ P K, ψ � λϕ

ðñ Dλ P K, LA � λL

ðñ Dλ P K, AJLJ � λLJ
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C.3 Sous-espaces stables des diagonalisables ��

Proposition 5.5.9: Caractérisation des sous-espaces stables

Soit u P LpEq diagonalisable, de valeurs propres distinctes λ1, . . . , λd. Les sous-

espaces stables de u sont les
dà
j�1

Fj où chaque Fj est un sous-espaces vectoriel de

Eλj puq.

Démonstration. On a E �
dà
j�1

Eλj puq et πu �
d¹
j�1

pX � λjq.

Soit F un sous-espace de E stable par u, et ũ l'induit de u sur F . On a πupũq � 0LpF q donc
par le théorème des noyaux,

F �
dà
j�1

Kerpũ� λj idF q �
dà
j�1

pEλj puq X F q

Donc F s'écrit bien de la forme souhaitée. Réciproquement, un tel sous-espace est bien
stable par u.

Proposition 5.5.10: Existence d'un supplémentaire stable

Soit u P LpEq diagonalisable, de valeurs propres distinctes λ1, . . . , λd. Alors tout
sous-espace de E admet un supplémentaire stable par u.

Démonstration. Soit F sous-espace vectoriel de E. Soit pe1, . . . , edq base de F .
Soit pw1, . . . , wnq base de vecteurs propres de E, comme u diagonalisable.
Comme pe1, . . . , edq libre et pw1, . . . , wnq génératrice, on dispose par théorème de la base
incomplète de i1, . . . , iq tel que pe1, . . . , ed, wi1 , . . . wiqq base de E.
On pose G � Vectpwi1 , . . . , wiqq. Alors, F `G � E et upGq � G.

C.4 Sous-espaces stables des nilpotents �

Soit n � dimE. Soit u P LpEq nilpotent d'ordre n.

Lemme 5.5.11

Pour k P v0 , nw, Kerpukq stable par u.
De plus, pour k P v0 , nw, dimKerpukq � k.

Démonstration. upKerpukqq � Kerpukq se véri�e simplement.
Alors t0u � Kerpuq � � � � � Kerpun�1q � Kerpunq � E. Ainsi @k P v0 , nw, dimKerpukq �
k.
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Proposition 5.5.12

Les pKerpukqqkPv0 ,nw sont les seuls sous-espaces stables de E par u.

Démonstration. Soit F sous-espace stable par u de dimension d.
Soit ũ � u|F . Alors ũn � 0LpF q. Donc ũ nilpotent.

Ainsi ũd � OLpF q. Donc F � Kerpudq. Par égalité des dimensions,

F � Kerpudq

C.5 Sous-espaces stables des cycliques �

Lemme 5.5.13

Soit u P ΩpEq. Notons Spuq l'ensemble des sous-espaces vectoriels stables par u,
et Ipuq l'ensemble des idéaux de KrXs contenant πu. Alors Spuq est en bijection
avec Ipuq.

Démonstration. On conjecture que φ :

"
Spuq ÝÑ Ipuq
F ÞÝÑ tP P KrXs, P puqpx0q P F u .

� Injectivité : Soient F et G stables par u, tels que φpF q � φpGq.
Montrons que F � G. Soit x P F . Comme u est cyclique, x � P puqpx0q, pour
P P KrXs. Alors P P φpF q � φpGq. Donc x � P puqpx0q P G.
De même, G � F et F � G.

� Surjectivité : Soit I un idéal de KrXs contenant πu. Soit F � tP puqpx0q, P P Iu.
Montrons que φpF q � I.

� Montrons déjà que F P Spuq. F est un sous-espace vectoriel car I est un idéal
donc un sous-espace de KrXs. De plus, si x P F , x � P puqpx0q pour un certain
P P I. Donc upxq � pXP qpuqpx0q P F .

� Montrons que φpF q � I. Soit P P φpF q. Alors P puqpx0q P F . Donc on trouve
Q P I, P puqpx0q � Qpuqpx0q. Ainsi, πu,x0 | P �Q. Or, πu,x0 � πu donc P �Q �
πuR.
Ainsi, P � Q� πuR P I.

� De plus I � φpF q de façon évidente.

Théorème 5.5.14: Caractérisation des cycliques par les sous-espaces
stables

Soit u P LpEq. Alors :
� Si u P ΩpEq, u a un nombre �ni de sous-espaces stables.

� Réciproquement, si u a un nombre �ni de sous-espaces stables et que K est
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un corps in�ni, u P ΩpEq.

Démonstration. � ñ : L'ensemble Ipuq introduit au lemme précédent est �ni. En e�et,
il n'y a qu'un nombre �ni de diviseurs unitaires de πu. Comme Ipuq et Spuq sont en
bijection, ils ont le même cardinal �ni, et donc u admet un nombre �ni de sous-espaces
stables.

� ð : Pour tout x0 P E, Fx0 est stable par u. Donc :

@x0 P E,Fx0 P Spuq �ni
Ainsi tFx0 , x0 P Eu est �ni. Notons alors tFx0 , x0 P Eu � tFj , j P v1 , Nwu. Remar-
quons que :

E �
¤
x0PE

tx0u �
¤
x0PE

Fx0 �
N¤
j�1

Fj

Avec les pFjq des sous-espaces vectoriels. D'après le Lemme 4.7.1, comme K est in�ni,
on dispose d'un k P v1 , dw, E � Fd.
Autrement dit, on dispose d'un x0 P E, tel que E � Fx0 . Ainsi u P ΩpEq.

D) Intersection de spectres ��

Soient A,B PMnpKq.

Lemme 5.5.15

Soit φ : M ÞÝÑ AM �MB. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. SppAq X SppBq � H
2. χApBq P GLnpKq
3. φ est injective

4. φ est bijective

Démonstration. � p1q ñ p2q : χA �
n¹
j�1

pX � λjq où SppAq � tλ1, . . . , λnu.

Or @j P v1 , nw , λj R SppBq et B � λjIn P GLnpKq.
D'où χApBq �

n¹
j�1

pB � λjInq P GLnpKq.

� p2q ñ p3q : SoitM P Kerφ. Alors AM �MB. Par récurrence rapide, @k P N, AkM �
MBk. Donc par combinaison linéiare, pour tout P P KrXs,

P pAqM �MP pBq
Avec P � χA, χApAq � 0, ainsi pour 0 �M χApBqloomoon

PGLnpKq

d'où M � 0 et φ injective.

� p3q ñ p4q : φ P LpMnpKqq où MnpKq de dimension �nie.
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� p4q ñ p1q : On suppose SppAqXSppBq � H par contraposée. Soit λ P SppAqXSppBq.
Soit X � 0Kn tel que AX � λX. Comme SppBq � SppBJq, soit Y � OKn , BJY �
λY .
On considère M � XY J � 0.
φpMq � AM �MB � pAXqY J �X pY JBqloomoon

�pλY qJ
� λM � λM � 0.

Ainsi φ non-injective donc φ R GLpMnpKqq.

On en déduit la proposition suivante, c'est par ailleurs comme cela que l'exercice est
posé habituellement :

Proposition 5.5.16

SppAq X SppBq � H ðñ M ÞÑ AM �MB bijective.

Proposition 5.5.17

S'il existe C de rang r telle que φpCq � 0 id est AC � CB, degpχA ^ χBq ¥ r.

Démonstration. � C � Jr : on procède par blocs.

A �
�
A1 A3

A2 A4



et B �

�
B1 B3

B2 B4




AC � CB ðñ
�
A1 0
A2 0



�

�
B1 B2

0 0



ðñ

$&
%

A1 � B1

A2 � 0
B2 � 0

Ainsi χA � χA1χA4 et χB � χB1χB4 � χA1χB4 car A1 � B1

et χA1 | χA ^ χB et degpχA1q � r.

� Cas général : C � PJrQ avec P,Q P GLnpKq.
AC � CB ðñ pAP qJrQ � PJrpQBq ðñ pP�1AP qJr � JrpQBQ�1q.
Par le premier cas degpχP�1AP ^ χQBQ�1q ¥ r soit degpχA ^ χBq ¥ r.

Ainsi pour K � C, A et B ont donc au moins r valeurs propres communes comptées
avec multiplicité.
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Chapitre 6

Topologie des espaces vectoriels

normés

Durant tout le chapitre, K désigne le corps R ou C.

I) Normes, convergence et distance

A) Normes classiques

A.1 Normes ∥�∥1, ∥�∥2 et ∥�∥8 sur Kn. ����

Rappel 6.1.1: Dé�nition des trois normes

On dé�nit sur Kn :

� ∥�∥1 :

$'''&
'''%

Kn ÝÑ R�

x �

�
��
x1
...
xn

�
�
 ÞÝÑ

ņ

i�1

|xi|

� ∥�∥2 :

$'''&
'''%

Kn ÝÑ R�

x �

�
��
x1
...
xn

�
�
 ÞÝÑ

gffe ņ

i�1

|xi|2

� ∥�∥8 :

$'''&
'''%

Kn ÝÑ R�

x �

�
��
x1
...
xn

�
�
 ÞÝÑ max

1¤i¤n
|xi|

Proposition 6.1.2: Boules dans R2

Représentation de Bp0, 1q dans pR2, ∥�∥1q, pR2, ∥�∥2q et pR2, ∥�∥8q.

169
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Ces boules unités sont une manière de prouver géométriquement que ∥�∥1 et ∥�∥8 ne
proviennent pas d'un produit scalaire, car leur boules unité ne sont pas strictement convexes
et ne véri�ent donc pas le cas d'égalité de l'inégalité triangulaire (IT).

Remarque 6.1.3: La convergence d'une suite dépend de la norme consi-
dérée en dimension in�nie

On considère pfnqnPN P EN où E � C0pr0 , 1s ,Rq et fn : t ÝÑ tn.

� ∥fn � 0∥1 �
» 1

0
tn dt ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 0 donc pfnq tend vers 0 pour la norme 1.

� ∥fn � 0∥8 � sup
tPr0 ,1s

|fnptq| � 1 ne tend pas vers 0. En réalité, pfnq n'admet

pas de limite. Si fn tend vers g pour ∥�∥8,
∥fn � g∥8looooomooooon
ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

0

¥
» 1

0
|fn � g| � ∥fn � g∥1 donc ∥fn � g∥1 ÝÝÝÝÑnÑ�8 0 et par unicité

de la limite, g � 0 ce qui est exclu.

Exemple 6.1.4: Comparaison des normes

Il s'agit de trouver les constantes optimales telles que :

@x P E, ∥x∥i ¤ αij ∥x∥j où i, j P t1, 2,8u

� Par Cauchy-Schwarz, ∥x∥1 ¤
?
n ∥x∥2 atteint pour x9

�
��
1
...
1

�
�
.

� La sommes des carrés est inférieure au carré de la somme donc ∥x∥2 ¤ ∥x∥1,

atteint pour x �

�
����
1
0
...
0

�
���
.

� Clairement, ∥x∥8 ¤ ∥x∥1 et ∥x∥1 ¤ n ∥x∥8.

� ∥x∥8 �
�
∥x∥28

	 1
2 ¤

�¸
|xj |2

	 1
2 ∥x∥2.
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� ∥x∥2 ¤ pn ∥x∥28q
1
2 ¤ ?

n ∥x∥8

L'exemple précédent montre que les normes ∥�∥1, ∥�∥2, ∥�∥8 sont équivalentes. Comme
vous le savez, c'est toujours vrai dans un espace vectoriel normé de dimension �nie.

A.2 Inégalités de Hölder et Minkowski, norme ∥�∥p ���

Lemme 6.1.5: Inégalité de Hölder

Soit p ¡ 1 et q tel que
1

p
� 1

q
� 1. Alors

@px, yq P pKnq2,
ņ

i�1

|xiyi| ¤
�

ņ

i�1

|xi|p
� 1

p
�

ņ

i�1

|yi|q
� 1

q

Démonstration. On a par concavité du ln,

ln

�
up

p
� vq

q



¥ lnpupq

p
� lnpvqq

q
� lnpuvq

puis par croissance,

uv ¤ up

p
� vq

q

Donc en sommant,
ņ

i�1

|xiyi| ¤
°n
i�1 |xi|

p

p
�

°n
i�1 |yi|

q

q

� Cas 1 :
ņ

i�1

|xi|p �
ņ

i�1

|yi|q � 1.

Alors,
ņ

i�1

|xiyi| ¤ 1

p
� 1

q
� 1.

� Cas 2 :
ņ

i�1

|xi|p � 0 et
ņ

i�1

|yi|q � 0.

On pose alors pour i P v1 , nw,

x1i �
xi

p°n
i�1 |xi|

pq 1p
et x1i �

yi

p°n
i�1 |yi|

qq 1q

Alors
ņ

i�1

∣∣x1iy1i∣∣ � °n
i�1 |xiyi|

p°n
i�1 |xi|

pq 1p p°n
i�1 |yi|

qq 1q
¤ 1 et on conclut.
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Théorème 6.1.6

La norme ∥�∥2 :

$'''&
'''%

Kn ÝÑ R�

x �

�
��
x1
...
xn

�
�
 ÞÝÑ

�
ņ

i�1

|xi|p
� 1

p est une norme.

Démonstration. � Homogénéité : l'écrire.

� IT : C'est l'inégalité de Minkowski

ņ

i�1

|xi � yi|p �
ņ

i�1

|xi � yi| |xi � yi|p�1

IT¤
ņ

i�1

|xi| |xi � yi|p�1 �
ņ

i�1

|yi| |xi � yi|p�1

Hölder¤
�

ņ

i�1

|xi|p
� 1

p
�

ņ

i�1

|xi � yi|p
� p�1

p

�
�

ņ

i�1

|yi|p
� 1

p
�

ņ

i�1

|xi � yi|p
� p�1

p

Donc : �
ņ

i�1

|xi � yi|p
� 1

p

¤
�

ņ

i�1

|xi|p
� 1

p
�

ņ

i�1

|yi|p
� 1

p

� Séparation : l'écrire.

B) Compléments techniques sur l'adhérence et l'intérieur

B.1 Union et intersection

Lemme 6.1.7

� AXB � AXB.

� AYB � AYB.

�
�

AXB �
�
AX

�
B.

�
�
AY

�
B �

�
AYB.

Démonstration. Utiliser le fait que
�
A � A � A. Pour montrer qu'il n'y a pas égalité, penser

à R et Q.
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B.2 Empilements

Proposition 6.1.8

Soit A � E. En prenant sucessivement l'adhérence et l'intérieur de A, on peut
obtenir 7 parties distinctes.

Démonstration. � On a toujours

�
�
A �

�
A.

On a
�
A �

�
A d'où

�
A �

�
�
A �

�
�
A. De plus,

�
A � A d'où

�
A � A � A et

�
�
A �

�
A.

� De même,

�
�
A �

�
A. On a

�
�
A �

�
A d'où

�
�
A �

�
A �

�
A.

De plus
�
A �

�
A d'où

�
�
A �

�
A �

�
�
A et

�
A �

�
�
A.

� Pour un A donné, on a donc au plus 7 parties distinctes :

A,
�
A, A,

�
A,

�
A,

�
�
A et

�
�
A

� Trouvons un A qui convient : A � r0 , 1s XQY t2u Y s3 , 4r Y s4 , 5r. On a :

� A � r0 , 1s Y t2u Y r3 , 5s
�

�
A � s0 , 1r Y s3 , 5r.

�
�
A � r0 , 1s Y r3 , 5s.

�
�
A � s3 , 4r Y s4 , 5r.

�
�
A � r3 , 5s.

�

�
�
A � s3 , 5r.

C) Densités ���

Rappel 6.1.9: Q et RzQ

� Q est dense dans R.
� RzQ est dense dans R.

Démonstration. � Soient a, b P R, on cherche à trouver r P Q, tel que a   r   b. Posons

q � t
1

b� a
u� 1. L'intervalle sqa , qbr est de longueur qpb� aq ¡ 1 donc il contient un

entier p P N. Posons r � p

q
. Cela fournit :

qa   p   qb donc a   r   b
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� Pour RzQ, comme Q est dense dans R, par translation
?
2 � Q est dense dans R.

Mais
?
2 R Q (preuve à connaître), donc

?
2�Q � RzQ d'où la densité de RzQ dans

R.

Théorème 6.1.10: Sous-groupes de R

Tout sous-groupe de R est soit de la forme aZ avec a P R��, soit dense dans R.

Démonstration. Soit G un sous-groupe de R, di�érent de R et de t0u. On considère :

a � inf
 
x P GX R��

(
En e�et GXR�� est minoré par 0 et non-vide (car G est non réduit à t0u et est stable par
symétrique).

� Si a � 0 : Montrons alors que G est dense dans R.
Soit y P R et ε ¡ 0. Par caractérisation de la borne inférieure, on trouve x P G tel
que

a � 0   x   ε

De plus en posant n � t
y

x
u,

nx ¤ y   pn� 1qx

Alors,

0 ¤ y � nx   x   ε

Or g � nx P G donc 0   y � g   ε ce qui conclut.

� Si a � 0 : Montrons alors que G � aZ.
D'une part, a P G. Sinon, par l'absurde, on trouve x P G tel que a   x   2a (par
caractérisation de l'in�mum). Toujours par propriété de la borne inférieure, on trouve
y P G,

a   y   x   2a

Alors 0   x� y   a avec x� y P G, ce qui contredit la dé�nition de a. Ainsi a P G,
donc aZ � G.
D'autre part, si x P G, il existe n P Z, na ¤ x   pn � 1qa et donc 0 ¤ x � na   a.
Mais alors x� na P GX R� et x� na R GX R�� donc x� na P t0u. Ainsi, x P aZ et
G � aZ. Ceci conclut la preuve.
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D) Approximation d'un réel par des rationnels et constante de Liou-
ville

D.1 Erreur en approchant un réel par un rationnel ��

Proposition 6.1.11: Une précision de densité

@x P R @n P N� Dpp, qq P Z� N�
����x� p

q

����   1

nq
¤ 1

q2

Démonstration. C'est une application du principe des tiroirs. Les n � 1 éléments (non
nécessairement distincts) tkxu � kx � tkxu P r0, 1r (parties fractionnaires des kx) pour
k � 0, 1, . . . , n se répartissent dans les n � tiroirs �

�
r

n
,
r � 1

n

�
où r P t0, 1, . . . , n� 1u.

Il existe donc un tiroir contenant deux parties fractionnaires :

Dr, j, k P N r   n, j   k ¤ n,
r

n
¤ tjxu, tkxu   r � 1

n

Alors, l'entier q � k � j véri�e 1 ¤ q ¤ n et l'entier p � tkxu � tjxu � pkx� tkxuq �
pjx� tjxuq � qx� ptkxu � tjxuqvéri�e

|qx� p|   1

n

D.2 Théorème d'approximation diophantienne de Liouville ��

Dé�nition 6.1.12: Nombre algébrique

Soit x P R. On dit que x est algébrique s'il existe P P ZrXs tel que P pxq � 0.
On dit que x est algébrique de degré d où d est le degré de P .

Théorème 6.1.13: Approximation de Liouville

Soit x un nombre réel algébrique de degré d ¥ 2. Alors il existe A ¡ 0 tel que pour

tout
p

q
P Q, ����α� p

q

���� ¥ A

qd

Démonstration. Soit P P ZrXs, de degré d ¡ 1, irréductible sur Q (donc sans racine
rationnelle), tel que P pxq � 0.

Montrons que DA ¡ 0 @pp, qq P Z� N�
����x� p

q

���� ¥ A

qd
.

Soit pp, qq P Z� N�.
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Si

����x� p

q

���� ¡ 1, on a immédiatement

����x� p

q

���� ¡ 1

qd

Sinon :
p

q
P rx� 1, x� 1s donc d'après l'inégalité des accroissements �nis,

����P
�
p

q



� P pxq

���� ¤M

����x� p

q

����
avec M � max

tPrx�1,x�1s
��P 1ptq��

Or qdpP
�
p

q



� P pxqq � qdP

�
p

q



P Z� (d'après les hypothèses sur P ) donc����P
�
p

q



� P pxq

���� ¥ 1

qd

Par conséquent : ����x� p

q

���� ¥ 1

Mqd

Posons A � min

�
1,

1

M



. On a dans tous les cas :

����x� p

q

���� ¥ A

qd

D.3 Transcendance de la constante de Liouville �

Dé�nition 6.1.14: Constante de Liouville

Soit L �
�8̧

n�0

10�n!. L est appelé constante de Liouville.

La véri�cation de l'existence de L est immédiate (convergence de la série).

Proposition 6.1.15: Transcendance

L est un nombre transcendant, c'est-à-dire qu'il n'est pas algébrique.
Autrement dit, pour tout P P ZrXs, P pLq � 0.

Démonstration. On dé�nit pour tout n, les entiers qn � 10n! et pn �
ņ

k�0

10n!�k! de sorte

que :

0 �
����L� pn

qn

���� �
�8̧

k�n�1

10�k! ¤ 10�pn�1q!
�8̧

k�0

10�k � 10

9
10�pn�1q! � 10

9

1

qn�1
n

L ne véri�e donc pas le théorème d'approximation de Liouville : par contraposée, il ne
peut être algébrique.
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E) Valeurs d'adhérence ���

Dé�nition 6.1.16

Soit punq P EN une suite. On dit que ℓ est valeur d'adhérence de punq s'il existe
une suite extraite de punq de limite ℓ.
Plus précisément, ℓ est valeur d'adhérence de punq s'il existe φ P FpN,Nq stricte-
ment croissante telle que

uφpnq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 ℓ

Théorème 6.1.17: Nature topologie des valeurs d'adhérence d'une suite

Soit punq P EN. Alors l'ensemble des valeurs d'adhérence de punq est un fermé de
E.

Démonstration. Notons V l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite punq.
� Montrons tout d'abord que :

V �
�8£
p�0

tun, n ¥ pu

� Soit ℓ P V. Soit φ une extractrice, telle que ℓ � lim
nÑ�8uφpnq. Soit p P N.

Alors pour tout n ¥ p, uφpnq P tun, n ¥ pu � Ap et dpuφpnq, ℓq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0.

D'où dpℓ, Apq � 0 et ℓ P Ap d'après la Proposition 6.1.19. Ainsi ℓ P
�8£
p�0

Ap.

� Soit ℓ P
�8£
p�0

tun, n ¥ pu. On construit φ telle que ℓ � lim
nÑ�8uφpnq. ℓ P A0 donc

on dispose de uφp0q P A0 tel que dpxφp0q, ℓq ¤ 1.
Supposons φp0q, . . . , φpnq construits tels que pour tout j P v0 , nw,

dpuφpjq, ℓq ¤
1

2j

Or ℓ P Aφpnq�1 � tuk, k ¥ φpnq � 1u. On dispose donc d'un φpn�1q ¥ φpnq�1

tel que dpuφpn�1q, lq  
1

2n�1
. Ainsi φ est une extractrice et lim

nÑ�8uφpnq � ℓ.

Donc ℓ P V.

� On en déduit le résultat car V est donc fermé comme intersection de fermés.
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F) Distance à une partie ���

F.1 Dé�nition et propriétés

Proposition 6.1.18

Soit A une partie non-vide de E. Alors l'application

dA :

#
E ÝÑ R
x ÞÝÑ dpx,Aq � inf

yPA
∥x� y∥

est 1-lipschitzienne, donc uniformément continue.

Démonstration. � Bonne dé�nition : si x P E, t∥x� y∥ , y P Au est non-vide et minorée
par 0, donc la borne inférieure dApxq existe.

� Soient x, y P E. Pour tout a P A,

dApxq ¤ ∥x� a∥
IT¤ ∥x� y∥� ∥y � a∥

Ainsi, dApxq � ∥x� y∥ est un minorant de t∥y � a∥ , a P Au. Donc,

dApxq � ∥x� y∥ ¤ dApyq soit dApxq � dApyq ¤ ∥x� y∥

On montre de même que dApyq � dApxq ¤ ∥x� y∥. Ce qui fournit :

|dApyq � dApxq| ¤ ∥x� y∥

� Ainsi dA est 1-lispschitzienne donc uniformément continue sur E.

Proposition 6.1.19

Soit A � E. Soit x P E. Alors dpx,Aq � 0 si et seulement si x P A.

Démonstration. dpx,Aq � inf
aPA

dpx, aq ¥ 0 donc par caractérisation de la borne inférieure,

dpx,Aq � 0 ðñ @ε ¡ 0, Da P A, dpx, aq   ε

ðñ @ε ¡ 0, Da P AXBpx, εq
ðñ @ε ¡ 0, AXBpx, εq � H
ðñ x P A

F.2 Compact et distance
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Rappel 6.1.20: Compacité

Soit K � E. K est compact si toute suite de K admet une valeur d'adhérence.

Le théorème de Bolzano-Weierstrass a�rme que les segments de R et de C sont com-
pacts.

Proposition 6.1.21: Distance d'un point à un compact

Soit K un compact. Alors pour a P E, dpa,Kq est atteinte.

Démonstration. dK est une application continue sur un compact, donc elle atteint sa borne
inférieure qui est dpa,Kq.

Proposition 6.1.22: Distance entre deux compacts

Soit K1 et k2 deux compacts. Alors dpK1,K2q est atteinte.

Démonstration. f :

"
K1 �K2 ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ ∥x� y∥ est continue surK1�K2 compact (comme

produit de compacts). Ainsi f atteint sa borne inférieure sur K1 �K2.

Attention néanmoins, la distance à un fermé n'est pas nécessairement atteinte..

F.3 Distance à un sous-espace vectoriel

Proposition 6.1.23

La distance à un sous-espace vectoriel de dimension �nie est atteinte.

Démonstration. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension �nie et a P E. Montrons
que dpa,Eq est atteinte.
Par caractérisation de la borne inférieure, on trouve pxnqnPN telle que ∥xn � a∥ ÝÝÝÝÑ

nÑ�8
dpa,Eq.
p∥xn � a∥q est convergente donc bornée par M ¥ 0. Ainsi pour n P N,

∥xn∥
IT¤ M � ∥a∥

Ainsi pxnq est bornée dans F de dimension �nie donc pxnq admet une valeur d'adhérence.
On trouve donc φ extractrice,

xφpnq ÝÑ z P E
dpa,Eq � lim

nÑ�8
∥∥xφpnq�a∥∥ � ∥z � a∥ donc la distance est atteinte en z.
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II) Compacité

On rappelle qu'un compact est borné et fermé dans chacun de ses sur-ensembles. Un
fermé dans un compact est compact. En dimension �nie, un fermé borné est compact.

A) Théorème de Riesz ���

Théorème 6.2.1

Bp0, 1q est compacte si et seulement si E est de dimension �nie.

Démonstration. Pour la réciproque, cela provient du cours : tout fermé borné en dimension
�nie est compact.
Considérons donc E de dimension in�nie et prouvons que Bp0, 1q n'est pas compacte. Il
faut donc trouver une suite pxnq qui n'admet pas de sous-suite extraite convergente.

� On montre tout d'abord le lemme suivant : si F est un sous-espace vectoriel fermé

strict de E, alors il existe u P E tel que ∥u∥ � 1 et dpu, F q ¡ 1

2
.

Prenons v P EzF . Comme F est fermé, il existe r ¡ 0 tel que Bpv, rq XF � H et en
particulier dpv, F q � d ¥ r ¡ 0.

Il existe, par dé�nition de d, f0 P F tel que d ¤ ∥v � f0∥ ¤ d
1
2

� 2d.

On a alors u � v � f0
∥v � f0∥

P E de norme 1.

De plus pour tout f P F ,

∥v � f0∥ pu� fq � ∥v � f0∥ pv �
�f1hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

pf0 � ∥v � f0∥ fqq

donc

∥u� f∥ � ∥v � f1∥
∥v � f0∥

¥ d� 1

2d
¥ 1

2

D'où le résultat.

� Démonstration du théorème. E étant de dimension in�nie, on peut construire des
sous-espaces vectoriels strcits En de E tels que pour n P N, En � En�1.
D'après le lemme précédent, pour n P N, on peut constuire un P En�1zEn tels que

∥un∥ � 1 et dpun, Enq ¥ 1

2
.

La suite punq ne peut pas admettre de valeur d'adhérence car :

@n ¥ m P N, ∥un � um∥ ¥ dpun, Enq ¥ 1

2

On en conclut que Bp0, 1q n'est pas compacte.
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B) Intersection décroissante de compacts ��

Proposition 6.2.2

Soit pKnq une suite décroissante de compacts non-vides de E. Alors :£
nPN

Kn � H

Démonstration. @n P N,Kn � H donc on dispose de xn P Kn.
La suite étant décroissante, pxnq P KN

0 et on dispose d'une suite extraite xφpnq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 z P

K0.
Soit p P N. On montre que z P Kp.
Pour n ¥ p, xφpnq P Kφpnq � Kp car φpnq ¡ n ¥ p.

Ainsi pxφpnqqn¥p P KN
p avec Kp fermé donc z � lim

nÑ�8xφpnq P Kp. Donc z P
£
pPN

Kp.

C) Propriété de Borel-Lebesgue et outils

Dé�nition 6.2.3: Deux dé�nitions de la compacité

Soit pE, ∥�∥q un espace vectoriel normé. Soit K � E. On dit que :

1. K est BL-compact (Borel-Lebesgue) si de tout recouvrement d'ouverts
de K, on peut en extraire un sous-recouvrement �ni.
Autrement dit, s'il existe pΩiqiPI une famille in�nie d'ouverts tels que K �¤
iPI

Ωi, on dispose de i1, . . . , id P I tels que K �
d¤
j�1

Ωj .

2. K est BW-compact (Bolzano-Weierstrass) si toute suite à valeurs dans
K admet une valeur d'adhérence.

Le but de cette partie est de montrer que ces deux dé�nitions sont équivalentes. On
montrera ainsi que :

� Tout BW-compact est BL-compact.

� Tout BL-compact est BW-compact.

� Nous commencerons pour cela par un cas particulier plus simple.

C.1 Un segment de R est BL-compact ��

Proposition 6.2.4: Un segment de R est BL-compact

Soient a   b dans R. Alors ra , bs est BL-compact.



182 CHAPITRE 6. TOPOLOGIE

Démonstration. Considérons une famille pΩiqiPI d'ouverts de R tels que ra , bs �
¤
iPI

Ωi.

Posons :

A � tc P ra , bs , ra , cs peut être recouvert par un nombre �ni de pΩiqiPIu

� A � H : on dispose de i0 P I tel que a P Ωi0 . ra , as peut être recouvert par Ωi0 . Ainsi
a P A.

� A est majoré : par b.

On peut donc considérer β � supA. Le but est de montrer que β � b.

� D'une part, β ¡ a. En e�et, comme Ωi0 est un ouvert, on trouve δ ¡ 0 tel que
ra , a� δr � Ωi0 . Ainsi, ra , a� δr � A et β ¥ a� δ ¡ a.

� D'autre part, comme β P ra , bs, on trouve j0 P I tel que β P Ωj0 .
Comme Ωj0 est ouvert, on trouve η ¡ 0 tel que sβ � η , β � ηr � Ωj0 .
Par propriété de la borne supérieure, on trouve c P A tel que β � η   c ¤ β. Or
comme c P A, on trouve J � I �ni tel que

ra , cs �
¤
jPJ

Ωj

Ainsi,
ra , β � ηr �

¤
jPJYtj0u

Ωj

Donc pour tout x P ra , β � ηr X ra , bs, ra , xs peut être recouvert par un nombre �ni
de pΩiq et ainsi x P A.

� Donc ra , β � ηr X ra , bs � A. Donc β � b P A.

C.2 BW ñ BL ��

Soit pE, ∥�∥q un espace vectoriel normé pour la suite.
On montre dans cette sous-partie que tout BW-compact est BL-compact. On montre pour
cela une propriété intermédiaire : tout BW-compact est précompact.

Dé�nition 6.2.5: Précompacité

Soit A � E. Alors A est précompacte si :

@ε ¡ 0, Dd P N�, Dpx1, . . . , xnq P Ad, A �
d¤
j�1

Bpxj , εq

Pour tout rayon ε �xé, on peut recouvrir A par un nombre �ni d'ouverts de ce
rayon.

Lemme 6.2.6: BW ñ précompact

Soit K un BW-compact. Alors K est précompact.
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Démonstration. On procède par contraposée, en supposant que K n'est pas précompact.
On dispose donc de ε ¡ 0 tel que pour tout d P N�, pour tous x1, . . . xd P K, K �
d¤
j�1

Bpxj , εq.

� Soit x1 P K. Par hypothèse, K � Bpx1, εq. On chosit donc x2 P KzBpx1, εq.

� Supposons construits px1, . . . , xnq P Kn tels que pour tout j P v2 , nw, xj R
j�1¤
i�1

Bpxi, εq.

Comme K �
n¤
i�1

Bpxi, εq, on trouve xn�1 R
n¤
i�1

Bpxi, εq.

� Ainsi pour tous n   m entiers, ∥xn � xm∥ ¥ ε car xm R Bpxn, εq. Une telle suite ne
dispose pas de sous-suite convergente. C'est ce qu'il fallait démontrer.

Théorème 6.2.7: BW ñ BL

Soit K un BW-compact. Alors K est un BL-compact.

Démonstration. Soit pΩiqiPI des ouverts de E tels que K �
¤
iPI

Ωi.

� Etape 1 : On trouve un ε ¡ 0 tel que : @x P K, Dj P J,Bpx, εq � Ωj .

Par l'absurde on suppose qu'il n'existe pas de tel ε. Alors pour tout εn � 1

n
pour

n P N�, on dispose de xn P K tel que

@j P J,Bpxn, εnq � Ωjp�q

K étant BW-compact, on trouve φ une extractrice telle que

xφpnq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 z P K �

¤
iPI

Ωi

Ainsi, z P Ωj0 pour un certain j0 P I. Ωj0 étant un ouvert, on dispose de r ¡ 0 tel
que Bpz, rq � Ωj0 .
Mais par dé�nition de la limite, on dispose également deN0 P N tel que

∥∥xφpN0q � z
∥∥ ¤

r

2
.

Par inégalité triangulaire,

B

�
xφpN0q,

1

φpN0q � 1



� Bpz, rq � Ωj0

ce qui contredit p�q.
� Etape 2 : On applique la précompacité de K (prouvée au Lemme précédent) avec un

tel ε ¡ 0.
On dispose pour ce ε ¡ 0, d'un d P N� et de x1, . . . , xd P K tels que

K �
d¤
j�1

Bpxj , εq
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De plus, par choix de ε, pour j P v1 , dw, on dispose de ij P I tel que Bpxj , εq � Ωij .
On conclut que :

K �
d¤
j�1

Ωij

K est donc BL-compact.

C.3 BW ñ BL �

Etablissons deux résultats préliminaires.

Lemme 6.2.8: Intersection décroissante de fermés dans un BL-compact

Soit K un BL-compact.
Soit pFnqnPN une suite décroissante de fermés non-vides inclus dans K. Alors,£

nPN
Fn � H

Démonstration. Supposons par l'absurde que
£
nPN

Fn � H.

Posons pour n P N, Ωn � EzFn qui est un ouvert. Alors,

¤
nPN

Ωn �
¤
nPN

EzFn � Ez
£
nPN

Fn � E

Comme K � E, on a K �
¤
nPN

Ωn. K étant BL-compact, on trouve, quitte à renuméroter

les éléments, n0 P N tel que K �
n0¤
j�1

Ωj . Ainsi,

Fn0 �
n0£
j�0

Fj � EzK

Mais Fn0 � K par hypothèse donc Fn0 � H, ce qui est exclu.

Lemme 6.2.9: Un BL-compact est fermé

Soit K un BL-compact. Alors K est fermé dans E.

Démonstration. Par l'absurde, considérons une suite pxnq P KN qui converge vers z R K.
Posons :

Ωn � EzB
�
z,

1

n� 1
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Remarquons que
£
nPN

B

�
z,

1

n� 1



� tzu R K. Donc K �

¤
nPN

Ωn. Comme précédemment,

on trouve n0 P N tel que

K �
n0¤
n�0

Ωn

Alors,
n0£
n�0

B

�
z,

1

n� 1



� EzK. Or, xn P B

�
z,

1

n� 1



. Cela contredit que xn P K.

Théorème 6.2.10: BL ñ BW

Soit K un BL-compact. Alors K est un BW-compact.

Démonstration. Soit pxnq P KN. Notons V l'ensemble des valeurs d'adhérence de pxnq. On
montre que V � H.
On sait par le Théorème 6.1.17, que V �

£
pPN

txk, k ¥ pulooooomooooon
�Fp

.

Les pFpq sont une suite décroissante de fermés non-vides inclus. De plus K est un BL-
compact donc il est fermé d'après le Lemme 6.2.9. Ainsi, Fp � K.
Finalement par le Lemme 6.2.8, V � H. Cela conclut la preuve.

D) Ensemble suite-limite ��

Lemme 6.2.11

Soit pxnq P EN une suite convergente. On note ℓ sa limite.
Alors l'ensemble K � txn, n P Nu Y tlu est compact.

Démonstration. Soit pynqnPN P KN.

� Si tn P N, yn � ℓu est in�ni, on dispose d'une extractrice φ telle que yφpnq ÝÑ ℓ et
donc convergente.

� Si tk P N, Dn P N, yn � xku est �ni, xk est prise une in�nité de fois. On trouve donc
une extractrice φ telle que pour tout n, yφpnq � xk ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 xk P K.

� Sinon, tk P N, Dn P N, yn � xku est in�ni. On construit deux extractrices φ et ψ telles
que :

@n P N, yφpnq � xψpnq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 ℓ P K

� Soit φp0q � mintn | yn � ℓu. Soit ψp0q tel que yφp0q � xψp0q.
� Supposons φp0q   � � �   φpnq et ψp0q   � � �   ψpnq construits tels que xψpnq �

yφpnq.
L'ensemble Ak � tk P N | Dm ¥ φpnq � 1, ym � xku est encore in�ni. Il exsite
donc k P An tel que k ¥ φpnq � 1 : on l'appelle ψpn� 1q.
Comme k � ψpn� 1q � An, xψpn�1q � yφpn�1q avec φpn� 1q ¡ φpnq � 1.
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III) Applications linéaires continues

A) Caractérisations ����

Théorème 6.3.1: Caractérisations de la continuité d'une application li-
néaire

Soit φ P L pE,F q. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. φ est continue sur E.

2. φ est continue en 0.

3. Dk ¡ 0,@x P E, ∥φpxq∥F ¤ k ∥x∥E
4. Dk ¡ 0,@px, yq P E2, ∥φpxq � φpyq∥F ¤ k ∥x� y∥E

Proposition 6.3.2: Montrer la non-continuité d'une AL

Soit φ P L pE,F q. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. φ n'est continue sur E.

2. φ n'est pas continue en 0.

3. Dpynq P Sp0, 1qN, ∥φpynq∥ ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 �8

4. Dpznq, zn ÝÑ �8 et φpznq ne tend pas vers 0

Démonstration. φ n'est pas continue sur E
ðñ @k ¡ 0, Dx P E, ∥φpxq∥ ¡ k ∥x∥
ðñ @n P N, Dxn P E, ∥φpxnq∥ ¡ n ∥xn∥.

� On peut poser yn � xn
∥xn∥

et ceci nous donne la première équivalence.

� On peut poser zn � xn
∥φpxnq∥ . Ainsi, ∥φpznq∥ � 1 et ∥zn∥   1

n
ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0

Corollaire 6.3.3

φ est continue sur E si et seulement si φ est bornée sur Sp0, 1q si et seulement si

φ est bornée sur Bp0, 1q.

Rappel 6.3.4: Divers rappels

� Toute application linéaire est continue en dimension �nie. Ceci est vrai seule-
ment en dimension �nie (voir exemples ci-après)

� Toute application continue sur un compact est uniformément continue
(Heine).

� L'image d'un compact par une application continue est un compact.
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B) Comportement sur une boule ����

Théorème 6.3.5

Soit φ P L pE,F q. Connaître φ sur Bpa, rq, r ¡ 0 permet de connaître φ sur
E entier.
En e�et, pour x P E,

φpxq � 2 ∥x∥
r

pφpx1q � φpaqq

où x1 � a� r

2

x

∥x∥
P Bpa, rq.

Démonstration. On a :

x � 2 ∥x∥
r

�
����
�
a� r

2

x

∥x∥



looooooomooooooon

�x1

�a

�
���


d'où

φpxq � 2 ∥x∥
r

pφpx1q � φpaqq

Corollaire 6.3.6: Nouvelle caractérisation de la continuité

φ P L pE,F q est continue si et seulement si il existe une boule de rayon ¡ 0 sur
laquelle φ est bornée.

Démonstration. � On a vu que si φ est continue alors elle est bornée sur Bp0, 1q.
� Supposons φ bornée par M sur Bpa, rq. Montrons que φ est continue.

Soit x P Ez t0u. Avec les notations ci-dessus,
φpxq � 2

r
∥x∥ pφpx1q � φpaqq

où x1 � a� r

2

x

∥x∥
P Bpa, rq. Ainsi,

∥φpxq∥F ¤
2

r
∥x∥E � 2M � k ∥x∥E

donc φ est linéaire continue.

Proposition 6.3.7

Soit F un sous-espace vectoriel strict de E. Alors F est d'intérieur vide.

Démonstration. Soit a P F et r ¡ 0 tel que Bpa, rq � F .
Soit x P Ez t0u. On pose le même x1 P F . Alors x P F par stabilité par somme.
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C) Exemples et contre-exemples ����

Exemple 6.3.8: Non-équivalence des normes en dimension in�nie

Considérons

φ :

"
RrXs ÝÑ R
P ÞÝÑ P p1q

Etudions la continuité de φ sur deux normes usuelles de RrXs.
� ∥�∥1 : Avec Pn � Xn, ∥Pn∥1 �

1

n� 1
d'où

|φpPnq|
∥Pn∥1

� n � 1 ÝÑ �8. Ainsi,

φ n'est pas continue sur pE, ∥�∥1q.
� ∥�∥8 : |φpP q| � |P p1q| ¤ ∥P∥8 donc φ est continue sur pE, ∥�∥8q.

Exemple 6.3.9: Une condition nécessaire et su�sante pour que l'identité
soit continue

Soit E quelconque, de dimension in�nie.
idE P Lc ppE, ∥�∥1q, pE, ∥�∥2qq ðñ Dk ¡ 0,@x P E, ∥idEpxq∥2 ¤ k ∥idEpxq∥1
ðñ ∥�∥1 plus �ne que ∥�∥2

D) Un théorème de point �xe et de compacité ����

Théorème 6.3.10

Soit f P FpK,Kq où K compact, telle que

@px, yq P K2, ∥fpxq � fpyq∥   ∥x� y∥

Alors f admet un unique point �xe.

Démonstration. Soit g :

"
K ÝÑ R
x ÞÝÑ ∥fpxq � x∥ continue car ∥�∥ est 1-lipschitzienne.

� Ainsi, g est continue sur un compact, elle est donc bornée et atteint ses bornes. Soit
a P K.

inf
xPK

gpxq � gpaq � ∥a� fpaq∥

Par l'absurde si fpaq � a, ∥fpfpaqq � fpaq∥   ∥fpaq � a∥ c'est-à-dire gpfpaqq  
gpaq � inf

xPK
gpxq, c'est absurde. Donc a est un point �xe de f .

� Si fpaq � a et fpbq � b, si a � b, ∥a� b∥ � ∥fpaq � fpbq∥   ∥a� b∥ : absurde.
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Corollaire 6.3.11: Suites récurrentes sur un compact

Soit x0 P K. On dé�nit pxnq P KN telle que xn�1 � fpxnq. Montrer que xn Ñ a,
unique point �xe.

Démonstration. On pose δn � ∥xn � a∥ pour n P N.
Pour n P N, δn�1 � ∥xn�1 � a∥ � ∥fpxnq � fpaq∥.
� Si xn � a, alors xn�1 � a et pδnq est stationnaire égale à 0.

� Sinon δn�1   δn par hypothèse. La suite est alors décroissante et minorée par 0 donc
converge vers α.
Or pxnq est à valeurs dans un compact : soit donc φ extractrice telle que

xφpnq ÝÑ z P K
∥z � a∥ � lim

nÑ�8
∥∥xφpnq � a

∥∥ � lim
nÑ�8 δφpnq � α.

Par l'absurde si α ¡ 0, alors ∥fpzq � a∥ � ∥fpzq � fpaq∥   ∥z � a∥ � α
d'où lim

nÑ�8
∥∥fpxφpnqq � a

∥∥ � lim
nÑ�8

∥∥xφpnq � a
∥∥ � α, c'est impossible.

E) Théorème de Hann-Banach ��

On notera LcpA,Kq l'ensemble des applications linéaires continues d'un K-espace vec-
toriel A dans K.

Théorème 6.3.12: Hann-Banach

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie, et F un sous-espace vectoriel de
E.
Soit φ P LcpF,Kq, et k P R��, telle que ~φ~ ¤ k.

Alors, il existe ψ P LcpE,Kq telle que
"
ψ|F � φ

~ψ~ ¤ k
.

Démonstration. On considère, quitte à multiplier par k, le cas ~φ~ ¤ 1.
Soit x1 R F , et F1 � Vect px1q`F . On cherche dans un premier temps à prolonger φ à F1.
Ensuite, il su�ra de poursuivre par récurrence (non détaillée).
On cherche un α P R tel que

@y P F,@t P R, φpy � tx1q � φpyq � tα avec |φpyq � tα| ¤ ∥y � tx1∥

On utilise la 1-lipschitzianité. Pour y P F ,

φpxq � φpyq ¤ |φpx� yq| ¤ ∥x� y∥
IT¤ ∥x� x1∥� ∥y � x1∥

Ainsi φpxq � ∥x� x1∥ ¤ φpyq � ∥y � x1∥. D'où

sup
xPF

φpxq � ∥x� x1∥loooooooooooomoooooooooooon
�u

¤ inf
yPF

φpyq � ∥y � x1∥looooooooooomooooooooooon
�v

On prend alors α P ru , vs et on montre que φ1 : y � tx1 ÞÝÑ φpyq � tα convient :
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� Si t � 0 : φpyq ¤ ∥y∥ car ~y~ ¤ 1.

� Si t ¡ 0 : on a

α ¤ φ
�y
t

	
�
∥∥∥y
t
� x1

∥∥∥
d'où |φpyq � tα| ¤ ∥y � tx1∥.

� Si t   0 : de même.

IV) Connexité

A) Connexité par arcs ���

On donne ici quelques exercices classiques sur la connexité par arcs.

Proposition 6.4.1

Soit A � C au plus dénombrable. Alors CzA est connexe par arcs.

Démonstration. Soient a, b P CzA et ∆ médiatrice de ra, bs.
Pour tout x P ∆, on considère le chemin qui relie a ÝÑ x ÝÑ b :

γx :

$''''&
''''%

r0 , 1s ÝÑ C

t ÞÝÑ

$''&
''%

p1� 2tqa� 2tx t P
�
0 ,

1

2

�

�2tx� p2t� 1qb t P
�
1

2
, 1

�

Pour x � y, γx ps0 , 1rq X γy ps0 , 1rq � H.
Par l'absurde si @x P ∆, γx ps0 , 1rq XA � H, on peut dé�nir l'application injective :

θ :

"
∆ ÝÑ A
x ÞÝÑ a P γx ps0 , 1rq XA

impossible car ∆ indénombrable.

Proposition 6.4.2: GLnpCq est connexe par arcs

GLnpCq est une partie étoilée, elle est donc connexe par arcs.

Démonstration. On va montrer que toute matrice de GLnpCq peut être reliée continuement
à In. Soit donc A P GLnpCq.

� On considère un chemin candidat :

γ :

" r0 , 1s ÝÑ MnpCq
t ÞÝÑ p1� tqIn � tA

Mais on peut avoir p1�tqIn�tA R GLnpCq : il faut donc "contourner" cette possibilité.
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� Remarque :

detpγptqq � 0 ðñ det

�
A� 1� t

t
In



� 0 ðñ t� 1

t
P SppAq

L'ensemble D � tt P C�,
t� 1

t
P SppAqu est �ni. Donc CzD est connexe par arcs. De

plus, 0, 1 R D.
On trouve donc s : r0 , 1s ÝÑ CzD chemin reliant 0 à 1.
On pose

γ̃ :

" r0 , 1s ÝÑ MnpCq
t ÞÝÑ p1� sptqqIn � sptqA

continue car s est continue. De plus sp0q � 0 et sp1q � 1 donc γp0q � In et γp1q � A.
Pour tout t P r0 , 1s, sptq R D d'où detpγptqq � 0 id est γptq P GLnpCq.

On sait maintenant que GLnpCq est connexe par arcs, mais GLnpRq ne l'est pas. En
e�et det est continue sur MnpRq donc sur GLnpRq et detpGLnpRqq � R� non connexe par
arcs. Cela contredit le fait qu'une application continue envoie un connexe par arcs sur un
connexe par arcs.

Proposition 6.4.3: Composantes connexes de GLnpRq

Les composantes connexes de GLnpRq sont :
� GLnpRq� � tM PMnpRq,detpMq   0u
� GLnpRq� � tM PMnpRq,detpMq ¡ 0u

Démonstration. On utilise le fait que toute matrice de GLnpRq s'écrit comme produit de

matrices de transvection et d'une matrice de dilatation Dλ �

�
����
1

. . .
1

λ

�
���
(démontré

au Théorème 4.3.5).

� Ainsi, si A P GLnpRq�, on peut la relier continuement à In.
Ainsi, si A P GLnpRq�, on peut la relier continuement à D�1.

� Soit A P GLnpRq�. On écrit :

A �
N¹
k�1

Tik,jkpλkqDdetpAq

Soit s :

" r0 , 1s ÝÑ SLnpRq
t ÞÝÑ In � tλEij

continue. On a sp0q � In et sp1q � Tijpλq.
Par ailleurs, λ � detpAq ¡ 0 et

t ÞÑ Dp1�tq�tλ �

�
����
1

. . .
1

p1� tq � tλ

�
���
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est continue à valeurs dans GLnpRq�. Finalement,

γ :

$'&
'%

r0 , 1s ÝÑ GLnpRq

t ÞÝÑ
N¹
k�1

pIn � tλkEik,jkq

est continue (chaque coordonnée de γptq est polynomiale en t) et γp0q � In, γp1q � A.
γ est bien à valeurs dans GLnpRq�. Idem pour GLnpRq�.

Remarque 6.4.4

La même démonstration permet de montrer que SLnpRq est connexe par arcs.

B) Connexité ��

Dé�nition 6.4.5

Soit A � E. On dit que A est connexe si les seules parties ouvertes et fermées de
A sont H et A.

Théorème 6.4.6

Une partie connexe par arcs est connexe.

La réciproque est fausse.

Démonstration. Soit x � A ouvert et fermé dans A.
Par l'absurde si X � H et AzX � H, soient a P X et b P AzX.
Comme A est connexe par arcs, on dispose de γ un chemin continu de a vers b, avec
γp0q � a P X et γp1q � b P AzX.
Soit α � suptt P r0 , 1s , γptq P Xu. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe
ptnq P s0 , αrN telle que tn Ñ α et γptnq P X.
Ainsi γpαq � lim

nÑ�8 γptnqloomoon
PX

P X car X est fermé. Ainsi α   1.

@t P sα , 1r , γptq P AzX fermé d'où γpαq � lim
tÑα�

γptq P AzX. Absurde.

V) Hyperplans

A) Adhérence d'un hyperplan ���

Lemme 6.5.1

Si F est un sous-espace vectoriel, alors F est un sous-espace vectoriel.
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Démonstration. Soit pa, bq P F 2
. Alors on dispose de panq, pbnq P FN telles que a � lim an

et b � lim bn.
Ainsi pour pλ, µq P K2, λa� µb � lim

nÑ�8pλan � µbnq.

Proposition 6.5.2

Si H est un hyperplan de E. Alors H est fermé ou dense dans E.

Démonstration. Deux méthodes.

� D'après le lemme H � H � E.
Supposons H � E. Montrons que H � H. Soit x0 P EzH. Ainsi x0 R H, et E �
H `Kx0.
Soit y P H � E. y � yH � αx0 d'où αx0 � y � yH P H.

� Soit H un hyperplan de E. H � Kerpφq où φ P E�.

� Si φ est continue, d'où Kerφ � φ�1pt0uq � H fermé comme image réciproque
d'un fermé par une application continue.

� Si φ n'est pas continue, soit a P E
On construit pxnqn P HN telle que xn ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 a. On traduit la non-continuité

de φ : pour tout n P N�, on peut poser pznqnPN telle que |φpznq| ¡ n ∥zn∥.

Soit yn � zn
φpznq ainsi φpynq � 1 et ∥yn∥ � ∥zn∥

|φpznq|  
1

n
Ñ 0.

On pose xn � a�φpaqyn et ainsi φpxnq � 0, et ∥xn � a∥ � |φpaq| ∥yn∥ ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0

B) Noyau d'une forme linéaire ���

En reprenant le principe de la démonstration précédente, il vient :

Proposition 6.5.3

Soit φ P LpE,Kq � E�. Alors, φ est continue si et seulement si Kerφ est fermé.

Démonstration. On reprend la suite pynq de la démonstration précédente : φpynq � 1 mais
∥yn∥Ñ 0.
Posons alors δn � y0 � yn Ñ y0 R Kerφ car φpy0q � 1.
Ainsi φpδnq � 1�1 � 0 donc pdeltanq P pKerφqN mais lim

nÑ�8 deltan R Kerφ. Ce qui prouve

que Kerφ n'est pas fermé.
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VI) Topologie de matrices

A) Lemmes clés ����

Lemme 6.6.1

Soit T une matrice triangulaire supérieure.
Alors on dispose de pPkqkPN P GLnpKqN,

PkTP
�1
k ÝÝÝÝÑ

kÑ�8

�
��
t11 p0q

. . .
p0q tnn

�
�


Démonstration. Posons Pk �

�
����

1 p0q
k

. . .
p0q kn�1

�
���
et P�1

k �

�
�����

1 p0q
1

k
. . .

p0q k�n�1

�
����
.

Soient pi, jq P v1 , nw2.
rPkTP�1

k si,j � ki�1tijk
�pj�1q � tijk

i�j .

� Pour i � j, rPkTP�1
k si,i � tii Ñ tii

� Pour i ¡ j, tij � 0 d'où rPkTP�1
k si,j � 0

� Pour i   j, ki�j Ñ 0 d'où rPkTP�1
k si,j ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
0

Ainsi PkTP
�1
k ÝÝÝÝÑ

kÑ�8

�
��
t11 p0q

. . .
p0q tnn

�
�
.

Lemme 6.6.2

Soit P P RnrXs unitaire de degré n. Alors P est scindé sur R si et seulement si

@z P C, |P pzq| ¥ |Impzq|n.

Démonstration. � ñ : Supposons que P �
n¹
i�1

pX � αiq. |P pzq| �
n¹
i�1

|z � αi| ¤
n¹
i�1

|Impz � αiq|. Or αi P R donc Impz � αq � Impzq. Ainsi :

|P pzq| ¥ |Impzq|n

� ð : Si z P CzR, P pzqn ¥ |Impzq|n ¡ 0 donc P n'admet aucune racine sur CzR. Ainsi
P est scindé sur R.
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B) GLnpCq est un ouvert dense de MnpCq ����

Proposition 6.6.3

GLnpCq est un ouvert de MnpCq.

Démonstration. GLnpCq � det�1pC�q est ouvert comme image réciproque d'un ouvert
(C�) par une application continue (det).

Proposition 6.6.4

GLnpCq est dense dans MnpCq.

Démonstration. Soit A PMnpCq. Soit δ � mint|λ| , λ P SppAqz t0uu ¡ 0.

Soit n0 tel que pour k ¥ n0,
1

k
  δ. Considérons

Ak � A� 1

k
In P GLnpKq

Or

∥∥∥∥pA� 1

k
Inq �A

∥∥∥∥ � ∥Ak �A∥ � 1

k
∥In∥ ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
0.

C) Densité des diagonalisables, adhérence des trigonalisables ����

Proposition 6.6.5

L'ensemble des matrices diagonalisables est dense dans MnpCq.

Démonstration. On reprend la même démonstration qu'au Théorème 5.4.11, lorsqu'il s'agis-
sait de montrer que ΩpEq (l'ensemble des endomorphismes cycliques) était dense dans
LpEq. Posons donc C � tM PMnpCq, χM scindé à racines simplesu etD � tM PMnpCq diagonalisableu.
On cherche donc à montrer que : MnpCq � D. On montre pour cela que :

MnpCq � C � D

Soit donc M P MnpCq. Alors M est trigonalisable, M � PTP�1 où P P GLnpCq et

T �

�
��
λ1 p�q

. . .
p0q λn

�
�
.

Soit δ � mint|λi � λj | , pi, jq P v1 , nw2 , λi � λju (on prend δ � 1 si il n'y a qu'une seule
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valeur propre). Alors δ ¡ 0. Soit n0 P N tel que
1

n0
  δ

2
. Pour tout k ¥ n0 considérons :

Mk � P

�
��������

λ1 � 1

k
ptijq

λ2 � 1

2k
. . .

p0q λn � 1

nk

�
�������

P�1

Montrons que Mk P C. On montre que les coe�cients diagonaux de Mk sont deux-à-deux
distincts. Soient i � j.

� Si λi � λj , λi � 1

ik
� λj � 1

jk
.

� Si λi � λj , |λi � λj | ¥ δ. Or

∣∣∣∣ 1ik � 1

jk

∣∣∣∣ ¤ 1

k
¤ δ

2
. D'où λi � 1

ik
� λj � 1

jk
.

De plus, on a bien

�
��������

λ1 � 1

k
ptijq

λ2 � 1

2k
. . .

p0q λn � 1

nk

�
�������

ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

T . Donc par continuité de

l'application A ÞÑ PAP�1, on a :

Mk � PTkP
�1 ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
PTP�1 �M

Ainsi M P C � D.

Proposition 6.6.6

L'ensemble des matrices diagonalisables D de MnpRq est dense dans l'ensemble
des matrices trigonalisables T de MnpRq.
On a de plus D � T .

Démonstration. � Par le même argument que précédemment, T � D, ce qui montre la
densité.

� Montrons maintenant que D � T . Posons F � tP P RrXs unitaire de degré nu �
RnrXs, alors G � tP P F, P scindé sur Ru est fermé dans F :

� En e�et G �
£
zPC

φ�1
z pr|Impzq| ,�8rq où φz : P ÞÝÑ |P pzq| continue (car

linéaire en dimension �nie).
� Ainsi G est l'image d'un fermé par une application continue donc est fermé.

On peut donc montrer que T est un fermé. En e�et,

θ :

"
MnpRq ÝÑ F
A ÞÝÑ χA

est continue et T � θ�1pGq. G étant fermé, T est fermé.
On en déduit que T � T et comme D � T , on a D � T � T .
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D) Compacité de OnpRq ���

Proposition 6.6.7

OnpRq � tM PMnpRq |MJ �M�1u est compact.

Démonstration. On montre que OnpRq est un fermé borné : cela est su�sant pour montrer
que c'est un compact car nous sommes en dimension �nie.

� Fermé : Considérons

θ :

"
MnpRq ÝÑ MnpRq
A ÞÝÑ AJA

Chaque coordonnée de AJA est polynomiale en les paijq donc θ est continue sur
MnpRq.
Or OnpRq � θ�1ptInuq qui est donc fermé comme image réciproque d'un fermé par
une application continue.

� Borné : On considère la norme in�nie des matrices.

Pour A P OnpRq,
ņ

j�1

a2ij � 1 d'où ∥A∥8 ¤ 1.

E) Classes de similitude ��

Soit pour M PMnpCq, SpMq � tP�1MP,P P GLnpCqu.

Proposition 6.6.8

Soit M P MnpCq. Alors M est diagonalisable si et seulement si SpMq est fermé
dans MnpCq.

Démonstration. � ð : A est trigonalisable donc A � P

�
��
λ1 ptijq

. . .
p0q λn

�
�


loooooooooomoooooooooon
�T

P�1, P P

GLnpCq. D'après le Lemme 6.6.1, on dispose de pPkq P GLnpCqN telle que :

P�1
k TPk ÝÝÝÝÑ

kÑ�8

�
��
λ1 p0q

. . .
p0q λn

�
�
� D diagonale

d d'où P�1
k P�1APPkloooooooomoooooooon

PSpAq

ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

D d'où D P SpAq � SpAq. Ainsi A est diagonalisable.

� ñ : Supposons A diagonalisable. Soit M P SpAq. Alors on dispose de pBkq P SpAqN
tels que

Bk ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

M
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Comme précédemment, χBk
ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

χM et comme Bk P SpAq, χM � χA.

De plus A est diagonalisable donc πA est scindé à racines simples. Comme Bk P SpAq,
πApBkq � On.
Mais R ÞÑ πApRq est continue sur MnpKq donc

πApMq � lim
kÑ�8

πApBkq � On

Comme πA est scindé à racines simples, M est diagonalisable. Deux matrices diago-
nalisables de même polynôme caractéristiques sont semblables (caar elles ont même
spectre avec les mêmes multiplicités). DoncM et A sont semblables. AinsiM P SpAq.

Proposition 6.6.9

M est nilpotente si et seulement si 0 P SpMq.

Démonstration. � ñ : Soit N nilpotente. Alors on dispose de P P GLnpCq, N �

PTP�1 où T �

�
��

0 ptijq
. . .

p0q 0

�
�
.

Soit pPkqkPN tel que P�1
k TPk ÝÝÝÝÑ

kÑ�8

�
��

0 p0q
. . .

p0q 0

�
�
.

Ainsi pPPkq�1NpPPkqlooooooooomooooooooon
PSpNq

ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

0MnpCq d'où 0 P SpNq.

� ð : On suppose 0 P SpNq. On dispose d'une suite pMkqkPN P pSpNqqN telle que
Mk � PkNP

�1
k avec P P GLnpCq, telle que Mk ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
0.

Remarquons que pour k P N, χMk
� χN d'après la relation de similitude. L'applica-

tion M ÞÑ χM étant continue, on a

χN � χMk
ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

χOn � Xn

Ainsi χN � Xn et donc N est nilpotente.

VII) Complétude

A) Suites de Cauchy ���

Dé�nition 6.7.1

On dit que pxnqn P EN est de Cauchy si :

@ε ¡ 0, DN P N,@p ¥ N,@q ¥ N, ∥xp � xq∥ ¤ ε



VII). COMPLÉTUDE 199

c'est-à-dire que ∥xp � xq∥ ÝÝÝÝÝÑ
p,qÑ�8 0.

Lemme 6.7.2

Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit ε � 1. Soit N P N tel que @p ¥ N,@q ¥ N, ∥xp � xq∥ ¤ 1.
En particulier, @p ¥ N, ∥xp � xN∥ ¤ 1 id est xp P BpxN , 1q. Ainsi pxpqp¥N est bornée
donc pxpqpPN est bornée.

Lemme 6.7.3

Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d'adhérence converge.

Démonstration. Soit pxnq deCauchy. On dispose de φ une extratrice telle que, xφpnq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

ℓ.
Soit ε ¡ 0. Soient pN1, N2q P N2 tels que :

@n ¥ N1,
∥∥xφpnq � ℓ

∥∥   ε

2
et @p, q ¥ N2, ∥xp � xq∥   ε

2

Soit n ¥ maxpN1, N2q. Nécessairement, φpnq ¥ maxpN1, N2q. Alors :

∥xn � ℓ∥
IT¤ ∥∥xn � xφpnq

∥∥� ∥∥xφpnq � ℓ
∥∥   ε

Corollaire 6.7.4

Dans un espace vectoriel normé de dimension �nie, toute suite de Cauchy

converge.

Démonstration. Soit E de dimension �nie. Soit pxnq de Cauchy. Elle est bornée dans un
espace de dimension �nie donc elle admet une valeur d'adhérence. Par le lemme précédent,
elle converge.

B) Espaces complets ��

Dé�nition 6.7.5

On dit qu'un espace pE, ∥�∥q est complet si toute de suite de Cauchy à valeurs
dans E converge.
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Théorème 6.7.6

Tout espace vectoriel normé de dimension �nie est complet.

Démonstration. Corollaire immédiat de la partie précédente.

Théorème 6.7.7

Soit pE, ∥�∥q un espace vectoriel normé complet. Alors, toute série absolument
convergente converge.

Ce théorème est hors-programme sauf en dimension �nie.

Démonstration. Soit pxnq P EN telle que
¸

∥xn∥ converge. On montre que
¸
xn converge

id est que la suite pSnqn dé�nie par Sn �
ņ

k�0

xk converge.

Pour cela, on montre que pSnq est de Cauchy. Soit ε ¡ 0. On dispose de N P N, tel que

�8̧

n�N
∥xn∥   ε

Soient p ¥ q ¥ N ,

∥Sp � Sq∥ �
∥∥∥∥∥∥

p̧

k�q�1

xk

∥∥∥∥∥∥ IT¤
p̧

k�q�1

∥xk∥   ε

Ainsi pSnq est de Cauchy donc converge.

C) Théorème du point �xe de Picard ��

Théorème 6.7.8

Soit pE, ∥�∥q un espace vectoriel normé complet (ou de dimension �nie).
Soit F � E fermé. Soit f P C0pF, F q une application contractante (id est k-
lipschitzienne avec k   1). Alors f admet un unique point �xe dans F .

Démonstration. � Unicité : si fpxq � x et fpyq � y, ∥x� y∥   k ∥x� y∥ avec k   1
donc ∥x� y∥ � 0 et x � y.

� Existence : Soit x0 P F . Pour n P N, posons xn�1 � fpxnq P F .
On va montrer que la série

¸
pxn�1 � xnq est absolument convergente donc conver-

gente.
Pour n ¥ 1, ∥xn�1 � xn∥ � ∥fpxnq � fpxn�1q∥ ¤ k ∥xn � xn�1∥. Par récurrence
rapide on montre que :

@n P N, ∥xn�1 � xn∥ ¤ kn ∥x1 � x0∥
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Comme k   1, pknq converge donc par théorème de comparaison des séries à termes
positifs,

¸
∥xn�1 � xn∥ converge donc par complétude,

¸
xn�1 � xn converge et

donc pxnq converge.
Soit z � lim

nÑ�8xn. Par continuité de f , z � lim
nÑ�8xn�1 � lim

nÑ�8 fpxnq � fpzq. Ainsi
z est un point �xe de f .

D) Théorème de Baire ��

Théorème 6.7.9

Soit E un espace vectoriel normé complet.
Soit pΩnqnPN une suite d'ouverts denses de E, alors£

nPN
Ωn est dense dans E

Démonstration. Soit a P E. Soit r ¡ 0. On montre que Bpa, rq X
£
nPN

Ωn � H.

� Par densité de Ω0, Bpa, rq X Ω0 � H.
Soit x0 P Bpa, rqXΩ0 ouvert donc on dispose de r0 ¡ 0 tel que Bpx0, r0q � Bpa, rqX
Ω0 (quitte à prendre

r0
2
).

� Comme Ω1 est dense, on prend x1 P Ω1 XBpx0, r0q � Ω1 X Ω0 XBpa, rq.
Quitte à prendre r1 plus petit, on demande r1   r0

2
.

� Supposons construits x0, . . . , xn et r0, . . . , rn tels que pour tout k P v0 , n� 1w,

Bpxk, rkq �
k£
j�0

Ωj XBpa, rq

et Bpxk, rkq � Bpxk�1, rk�1q et rk   r0
2k
.

Par densité de Ωn�1, on dispose de xn�1 P Ωn�1XBpxn, rnq ouvert. Donc on dispose

de 0   rn�1 ¤ rn
2
¤ r0

2n�1
tel que :

Bpxn�1, rn�1q � Bpxn, rnq X Ωn�1 �
n�1£
j�0

Ωj XBpa, rq

� Si E est complet, on remarque que pxnq est de Cauchy. Soit ε ¡ 0, soit N tel que
r0

2N�1
  ε.

Pour tout p ¥ N , q ¥ N , xp, xq P BpxN , rN q donc ∥xp � xq∥   2rN   ε.
Comme E est complet, xn ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 x. Or pour k P N, pxnqn¥k P Bpxk, rkqN qui est

fermée.

D'où x P Bpxk, rkq �
�

k£
j�0

Ωj

�
XBpa, rq. Finalement,

x P
£
jPN

Ωj XBpa, rq
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� Si E est de dimension �nie, pBpxn, rnqq est une suite décroissante de compacts non-
vides. Alors par la Proposition 6.2.2,

x P
£
nPN

Bpxn, rnq �
£
nPN

Ωn XBpa, rq

VIII) Convexité

A) Dé�nitions et connexité par arcs

Dé�nition 6.8.1

A � E est convexe si pour pa, bq P A2,

ra , bs � tp1� tqa� tb, t P r0 , 1su � A

On rappelle que, comme vu au Théorème 3.6.6,

Théorème 6.8.2

A est convexe si et seulement si il est stable par barycentre à coe�cients positifs.

Proposition 6.8.3

Une partie convexe est connexe par arcs.

Démonstration. Pour pa, bq P A2, le chemin naturel γ : t ÞÑ p1� tqa� tb convient.

Nous avons donc établi :

Convexe � Connexe par arcs � Connexe

B) Théorème de Gauss-Lucas ����

Théorème 6.8.4

Soit P P CrXs. Les racines de P 1 sont dans l'enveloppe convexe de P .

Démonstration. Déja vue au Théorème 3.6.7
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C) Théorème de Carathéodory ��

Théorème 6.8.5

Toute combinaison linéaire convexe (à coe�cients positifs et de somme égale à 1)
peut s'écrire comme combinaison linéaire convexe de n� 1 vecteurs de E.

Démonstration. Considérons x �
m̧

j�0

λjaj où λj ¥ 0 et aj P A,
m̧

j�0

λj � 1 et m ¥ n � 1.

Les vecteurs paj � a0qjPv1 ,mw sont liés (car m ¥ n� 1).
On dispose ainsi de pαjqjPv1 ,mw P Rmz t0Rmu tel que,

m̧

j�1

αjpaj � a0q � 0

En posant α0 � �
m̧

j�1

αj ,
m̧

j�0

αjaj � 0 et
m̧

j�0

αj � 0. Pour t P R, x �
m̧

j�0

pλj � tαjlooomooon
�µj,t

qaj .

On cherche t P R tel qu'il existe i0 P v0 ,mw, µi0,t � 0 et pour i � i0, µi,t ¥ 0.
Les ensembles tj, αj ¡ 0u et tj, αj   0u sont non-vides.
On pose t0 � min

"
λj
αj
, j P v0 ,mw , αj ¡ 0

*
¥ 0. Soit j P v0 ,mw.

� Si αj ¤ 0, λj � t0αj ¥ λj ¥ 0

� Si αj ¡ 0,
λj
αj

¥ t0 d'où λj � t0αj ¥ 0. Soit alors j0 tel que t0 � λj0
αj0

. Ainsi

λj0 � t0αj0 � 0.

Corollaire 6.8.6

Ainsi, si A � Rn,

ConvpAq �
#

ņ

j�0

λjaj , pa0, . . . , anq P An�1, pλjq P Rn�1
� ,

ņ

j�0

λj � 1

+

D) Compacité de l'enveloppe convexe d'un compact ��

Théorème 6.8.7: Existence et caractérisation de l'enveloppe convexe

Pour B � E, il existe une plus petite partie convexe contenant B. C'est l'intersec-
tion de toutes les parties convexes contenant B. On l'appelle enveloppe convexe,
notée ConvpBq.
ConvpBq est l'ensemble des barycentres à coe�cients positifs des points de B.
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Proposition 6.8.8

Soit K un compact. Alors ConvpKq est compacte.

Démonstration. Considérons l'application

φ :

$'&
'%

C �Kn�1 ÝÑ ConvpKq
ppλ0, . . . , λnq, pa0, . . . , anqq ÞÝÑ

ņ

j�0

λjaj

où C �
#
px0, . . . , xnq P Rn�1

� ,
ņ

j�0

xj � 1

+
.

� C est compact : On montre que C est fermé borné en dimension �nie. D'une part,

C � r0 , 1sn�1 donc C est bornée.

D'autre part, C �
n£
j�0

θ�1
j pR�q X s�1pt1uq où

θj : px0, . . . , xnq ÞÑ xj et s : px0, . . . , xnq ÞÑ
ņ

j�0

xj

continues car linéaires en dimension �nie. Ainsi C est fermé.

� On en déduit que C�Kn�1 est compact donc ConvpKq � φpC�Kn�1q est compacte,
comme image d'un compact par une application continue.



Chapitre 7

Suites et séries de fonctions

Dans tout ce chapitre, on considère E et F deux espaces vectoriels de dimension �nie.
Soit A une partie de E.
On étudie les fonctions de A dans F , ensemble noté FpA,F q. Dans la pratique, on a
généralement E � F � R.

I) Rappels de cours ����

A) Modes de convergence

A.1 Dé�nitions

Dé�nition 7.1.1: Pour une suite de fonctions

Soit pfnqnPN P FpA,F qN. On dit que :

� pfnq converge simplement vers f P FpA,F q sur A si @x P A, fnpxq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

fpxq.
� pfnq converge uniformément vers f P FpA,F q si ∥fn � f∥8 ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 0.

La convergence uniforme peut se reformuler avec la dé�nition de la limite :

@ε ¡ 0, DN P N,@n ¥ N,@x P A, ∥fnpxq � fpxq∥F ¤ ε

Dé�nition 7.1.2: Pour une série de fonctions

Soit pfnqnPN P FpA,F qN. On dit que :

�
¸
fn converge simplement vers f P FpA,F q sur A si @x P

A,
ņ

k�0

fkpxq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 fpxq.

�
¸
fn converge uniformément vers f P FpA,F q sur A si∥∥∥∥∥ ņ

k�0

fk � f

∥∥∥∥∥
8
ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0.

�
¸
fn converge normalement sur A si

¸
∥fn∥8 converge simplement.

205
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On a les implications suivantes :

Théorème 7.1.3: Force des modes de convergence

CVN ñ CVU ñ CVS

A.2 Montrer la non-convergence uniforme

Dire qu'une suite de fonctions pfnqnPN P FpA,F qN ne converge pas uniformément veut
dire que :

Dε ¡ 0,@N P N, Dn ¥ N, Dxn P A, ∥fnpxnq � fpxnq∥ ¥ ε

ðñ DpxnqnPN P AN, ∥fnpxnq � fpxnq∥ ne tend pas vers 0

Il s'agit du phénomène de la "bosse-glissante".
Pour montrer qu'une suite de fonctions ne converge pas, il su�t de trouver une suite

pxnq telle que p∥fnpxnq � fpxnq∥q ne tende pas vers 0.

Exemple 7.1.4

On considère la suite de fonctions dé�nie pour n P N :

fn :

$'&
'%

�
0 ,
π

2

�
ÝÑ R

t ÞÝÑ sin2pntq
n sinptq

et fnp0q � 0

qui est bien une suite de fonctions continues.

� pfnq converge simplement vers la fonction nulle car pour t P
�
0 ,
π

2

�
, |fnptq| ¤

1

n |sin t|
ÝÝÝÑ
nÑ8 0.

� Néanmoins, avec pxnqn¥1 �
� π

2n

	
, on a

∥fn∥8 ¥ |fnpxnq| �
sin2

�
π
2

�
n sin

�
π
2n

� � 2

π

Il n'y a donc pas convergence uniforme.

B) Suites de fonctions

B.1 Continuité

Proposition 7.1.5: Propriétés conservées par convergence simple

Soit pfnqnPN P FpA,F qN qui converge simplement vers f P FpA,F q. Alors :
� Si pour tout n P N, ∥fn∥i nfty ¤M , alors ∥f∥8 ¤M .

� Si pour tout n P N, fn est k-lipschitzienne, alors f est k-lipschitzienne.

� Si E � F � R et que pour tout n P N fn est croissante, alors f est croissante.
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� Si E � F � R et que pour tout n P N fn est décroissante, alors f est
décroissante.

� Si E � F � R et que pour tout n P N fn est convexe, alors f est convexe.

� Si E � F � R et que pour tout n P N fn est concave, alors f est concave.

ATTENTION ! La continuité n'est pas préservée par convergence simple.
Par exemple, fn : t ÞÑ tn est une suite de fonctions continues qui converge simplement
vers t ÞÑ δt�1 qui n'est pas continue.

La bonne compatibilité avec la continuité est la convergence uniforme :

Théorème 7.1.6: Préservation de la continuité par convergence uniforme

Soit pfnqnPN P FpA,F qN qui converge simplement vers f P FpA,F q. Si :
� Pour tout n P N, fn est continue en a.

� pfnq converge uniformément vers f sur un voisinage (relatif) de A.

Alors f est continue en a.

Corollaire 7.1.7: Corollaires utilisés en pratique

Soit pfnqnPN P FpA,F qN qui converge simplement vers f P FpA,F q. Alors :
� Si les pfnq sont continues sur A et que pfnq converge uniformément sur A, f

est continue sur A.

� Si les pfnq sont continues sur A et que pfnq converge uniformément au voisi-
nage de tout a P A, f est continue sur A.

� Si A � I un intervalle, que les pfnq sont continues sur I et que pfnq converge
uniformément sur tout segment de I, f est continue sur I.

Attention, la convergence uniforme sur tout segment de I n'implique pas la convergence
uniforme sur tout I.

B.2 Interversions

Théorème 7.1.8: Double limite

Soit pfnqnPN P FpA,F qN. Soit a P A. On suppose que :

� pfnq converge simplement vers f sur A.

� pfnq converge uniformément au voisinage de a.

� @n P N, fnpxq ÝÝÝÑ
xÑa

ℓn

Alors :

� plnq P FN converge vers ℓ P F .
� fpxq ÝÝÝÑ

xÑa
ℓ.
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On utilise souvent la contraposée de ce théorème pour montrer la non-convergence
uniforme. En e�et si @n P N, fnpxq ÝÝÝÑ

xÑa
ℓn mais que f n'admet pas de limite en a, on n'a

pas CVU au voisinage de a.

Théorème 7.1.9: Convergence uniforme et intégration

Soit I un intervalle de R, et f P C0pI,KqN. On suppose que pfnq converge unifor-
mément sur tout segment de I vers f .
Soit a P I. On dé�nit

Fn :

$&
%

I ÝÑ K

x ÞÝÑ
» x
a
fnptqdt et F :

$&
%

I ÝÑ K

x ÞÝÑ
» x
a
fptq dt

Alors pFnq converge uniformément vers F sur tout segment de I.

Attention encore, la convergence uniforme sur tout segment de R n'implique pas celle
sur R. Pour cette raison, si pfnq est uniformément convergente sur R, cela ne veut pas dire
que pFnq l'est aussi nécessairement.

B.3 Ck, k ¥ 1

Théorème 7.1.10: C1 pour le suites de fonctions

Soit I un intervalle de R, et f P C1pI,KqN. On suppose que :

� pfnq converge simplement sur I vers f P FpI,Kq.
� pf 1nq converge uniformément sur tout segment de I vers g.

Alors :

� pfnq converge uniformément sur tout segment de I vers f .

� f P C1pI,Kq et f 1 � g

Théorème 7.1.11: Ck pour le suites de fonctions

Soit k ¥ 1 et I un intervalle de R, et f P CkpI,KqN. On suppose que :

� pfnq converge simplement sur I vers f � f0 P FpI,Kq.
� Pour tout j P v1 , k � 1w, pf pjqn q converge simplement sur I vers fj .

� pf pkqn q converge uniformément sur tout segment de I vers fk.

Alors :

� Pour tout j P v0 , kw, pf pjqn q converge uniformément sur tout segment de I.

� f0 � f P CkpI,Kq et pour tout j P v0 , kw, f pjq � fj
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C) Séries de fonctions

Exercice 3

Posons pour n P N�, fn :

$&
%

R ÝÑ R

x ÞÝÑ p�1qn
nx

. Montrer que
¸
fn converge simple-

ment sur R�
�. Montrer qu'on a convergence uniforme sur tout intervalle ra ,�8r.

Dans toute la suite du chapitre, on note :

η :

$'&
'%

R�� ÝÑ R

x ÞÝÑ
�8̧

n�1

p�1qn�1

nx
et ζ :

$'&
'%

s1 ,�8r ÝÑ R

x ÞÝÑ
�8̧

n�1

1

nx

Exercice 4

Montrer qu'on a convergence normale de ζ sur tout intervalle ra ,�8r.

C.1 Continuité

Théorème 7.1.12: Préservation de la continuité pour les séries

Soit pfnqnPN P C0pA,F qN telle que
¸
fn converge simplement sur A vers S �

�8̧

n�0

.

Si la série
¸
fn converge uniformément sur A ou sur tout compact de A ou au

voisinage de tout point de A, alors S est continue sur A.

Théorème 7.1.13: Préservation de la continuité pour les séries, version
intervalle

Soit pfnqnPN P C0pI, F qN telle que
¸
fn converge simplement sur I vers S �

�8̧

n�0

.

Si la série
¸
fn converge uniformément sur I ou sur tout segment de I ou au

voisinage de tout point de I, alors S est continue sur I.

Exercice 5

Montrer que η et ζ sont continues sur leur ensemble de dé�nition.
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C.2 Interversions

Théorème 7.1.14: Double limite

Soit pfnqnPN P FpA,F qN telle que
¸
fn converge simplement sur A vers S �

�8̧

n�0

.

Soit a P A. On suppose :

� @n P N, fnpxq ÝÝÝÑ
xÑa

ℓn

�
¸
fn converge uniformément sur un voisinage relatif de a.

Alors :
¸
ℓn converge et Spxq ÝÝÝÑ

xÑa

�8̧

n�0

ℓn.

Exercice 6

Déterminer lim
xÑ�8 ζpxq et lim

xÑ�8 ηpxq.

Théorème 7.1.15: Intégration sur un segment

Soit pfnqnPN P C0pI,KqN telle que
¸
fn converge unformément sur tout segment

vers S.

On note Fn : x ÞÝÑ
» x
a
fnptq dt. Alors

¸
Fn converge uniformément sur tout

segment vers S̃ : x ÞÝÑ
» x
a
fptq dt.

C.3 Ck, k ¥ 1

Théorème 7.1.16: Ck pour le séries de fonctions

Soit pfnq P CkpI,KqN. On suppose que :

� Pour tout j P v1 , k � 1w,
¸
f pjqn converge simplement vers Sj sur I.

�
¸
f pkqn converge uniformément vers Sk sur tout segment de I.

Alors :

� Pour tout j P v0 , k � 1w,
¸
f pjqn converge uniformément sur tout segment de

I.

� S0 �
�8̧

n�0

P CkpI,Rq

� Pour tout j P v0 , kw, Spjq0 � Sj �
�8̧

n�0

f pjqn .
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Exercice 7

Montrer que ζ est C8 sur s1 ,�8r.

II) Approximation uniforme et conséquences

A) Fonctions en escalier ���

Proposition 7.2.1: Densité des fonctions en escalier dans les fonctions
continues

Esc pra , bs , F q est dense dans C0 pra , bs , F q pour la norme in�nie ||.||8,ra ,bs.

Démonstration. Voir la Proposition 2.1.5.

En voici la principale conséquence :

Lemme 7.2.2: Lemme de Riemann-Lebesgue

Soit f P C0
pmpI,Kq, avec f intégrable sur I.

Alors »
I
fptqeiλt dt ÝÝÝÝÑ

λÑ�8
0

Démonstration. Voir le Lemme 2.2.3.

B) Fonctions polynomiales ����

Théorème 7.2.3: Weierstrass

L'ensemble des fonctions polynomiales sur ra , bs est dense dans
pC0pra , bs ,Kq, ∥�∥8q.

Démonstration. Hors-programme, voir le Théorème ?? pour une démonstration avec les
polynômes de Bernstein.

Proposition 7.2.4

Soit f P C0pra , bs ,Rq telle que pour tout n P N,
» b
a
fptqtn dt � 0. Montrer que f

est la fonction nulle.

Démonstration. � Par linéarité de l'intégrale, pour tout P P RrXs,
» b
a
fptqP ptq � 0.
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� Soit ε ¡ 0. Soit P P RrXs tel que ∥f � P∥8 ¤ ε

pb� aqmaxp1, ∥f∥8q
. Ainsi,

0 ¤
» b
a
f2ptq dt

�
» b
a
fptqpfptq � P ptqq dt

¤
» b
a
|fptq| ε

pb� aqmaxp1, ∥f∥8q
dt

¤ ε

Ceci étant vrai pour tout ε ¡ 0, on a
» b
a
f2ptq dt � 0 donc comme f2 ¥ 0 et continue,

f2 � 0 donc f � 0.

Attention néanmoins voici une variante de l'exercice précédent :

Proposition 7.2.5

Soit f P C0pra , bs ,Rq telle que pour tout n P v0 , d� 1w,
» b
a
fptqtn dt � 0. Montrer

que f s'annule au moins pd� 1q fois.

Démonstration. Par l'absurde, on suppose que f s'annule moins de d fois : on note a1, . . . , ak
les points où f s'annule en changeant de signe.

On pose P �
k¹
j�1

pX � ajq. L'application t ÞÑ fptqP ptq ne change pas de signe sur ra , bs.

Comme degP ¤ d, par hypothèse,
» b
a
fptqP ptq � 0 impossible.

Et en�n, cet exercice permet de se rappeler que : les théorèmes d'approximation
uniforme sont compatibles avec l'intégration. En e�et, intégrer premet de gagner en
régularité ; alors que dériver nous fait perdre des propriétés importantes.

Proposition 7.2.6

Soit E � C1pra , bs ,Rq muni de N :

"
E ÝÑ R�
f ÞÝÑ ∥f∥8 �

∥∥f 1∥∥8 . Les fonctions

polynomiales sont denses dans E pour la norme N .

Démonstration. Soit f P E. Alors f 1 est continue de ra , bs dans R donc d'après le théo-
rème de Weierstrass, on dispose d'une suite pPnq d'applications polynomiales telles que∥∥f 1 � Pn

∥∥
8 ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 0.

On pose Qn :

$&
%

ra , bs ÝÑ R

x ÞÝÑ fpaq �
» x
a
Pnptq dt polynomiale.
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Comme pPnq converge uniformément sur le segment ra , bs vers f 1, on sait que
�
x ÞÑ

» x
a
Pnptqdt




converge uniformément sur ra , bs vers
�
x ÞÑ

» x
a
f 1ptqdt



.

Ainsi pQnq converge uniformément sur le segment ra , bs vers x ÞÑ fpaq�
» x
a
f 1ptqdt � fpxq

Ainsi NpQn � fq � ∥Qn � f∥8 �
∥∥Pn � f 1

∥∥
8 ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 0.

III) Méthodes de développements asymptotiques ���

A) fnpxq �
xÑa

αngpxq avec
¸

αn qui converge

Considérons fpxq �
�8̧

n�1

fnpxq où fn : x ÞÑ 1

np1� n2x2q .

� Convergence : Pour x � 0, fnpxq �
nÑ�8

1

n3x2
terme général d'une série convergente.

Pour x � 0,
¸ 1

n
diverge.

Donc
¸
fn converge sur R�.

� Limite en �8 : Pour n P N�, lim
xÑ�8 fnpxq � 0.

sup
xPr1 ,�8r

|fnpxq| � 1

np1� n2q � 1

n3
terme général d'une série convergente. Ainsi¸

sup |fnpxq| converge ; id est
¸
fn converge normalement donc uniformément sur

r1 ,�8r.
Le théorème d'interversion des limites s'applique :

lim
xÑ�8 fpxq �

�8̧

n�1

lim
xÑ�8 fnpxq � 0

� Equivalent en �8 : On conjecture fpxq �
xÑ�8

1

x2
ζp3q car fnpxq �

xÑ�8
1

n3x2
. On

montre ainsi que x2fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 ζp3q.

x2fpxq �
�8̧

n�1

1

n
�

1
x2
� n2

�loooooomoooooon
�gnpxq

. Pour tout n ¥ 1, gnpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ�8

1

n3
.

Pour tout x P r1 ,�8r, |gnpxq| ¤ 1

n3
terme général d'une série convergente donc¸

gn converge normalement donc uniformément sur r1 ,�8r.
Le théorème de la double limite s'applique :

lim
xÑ�8x

2fpxq �
�8̧

n�1

lim
xÑ�8 gnpxq �

�8̧

n�1

1

n3
� ζp3q

On a bien fpxq �
xÑ�8

ζp3q
x2

.
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B)
�8̧

n�1

fnpxq � oxÑapf0pxqq

Exercice 8

Montrer que ζpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 1

Trouvons maintenant un équivalent de ζpxq � 1.

� ζpxq�1 �
�8̧

n�2

1

nx
. Montrons que

�8̧

n�3

1

nx
� oxÑ�8

�
1

2x



. On étudie donc

�8̧

n�3

1�
n
2

�xloomoon
�hnpxq

.

� Pour tout n ¥ 3,
n

2
¡ 1 donc hnpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ�8 0.

sup
xPr2 ,�8r

|hnpxq| � sup
xPr2 ,�8r

1�
n
2

�x � 4

n2
terme général d'une série convergente. Ainsi¸

hn converge normalement donc uniformément sur un voisinage de l'in�ni.

Le théorème de la double limite s'applique et 2x
�8̧

n�1

1

nx
ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 0.

Ainsi ζpxq � 1� 1

2x
� oxÑ�8

�
1

2x



.

C) Comparaison série-intégrale

On se place dans le cas où à x �xé, la suite pfnpxqqn est décroissante positive.

Traitons l'exemple de f :

$'''&
'''%

R� ÝÑ R

x ÞÝÑ
�8̧

n�1

xn

1� xnloomoon
�fnpxq

.

� Convergence : Pour x ¡ 1, on a divergence grossière ; pour x � 1,
¸ 1

2
diverge ; et

pour x   1, fnpxq � xn terme général d'une série convergente.
Ainsi f est bien dé�nie sur r0 , 1r.

� Limite en 1� : Soit x P r0 , 1r.
fnpxq � 1

x�n � 1
� 1

e�n lnpxq � 1
décroissante en n pour x �xé (car � lnpxq ¡ 0).

Posons u � � lnx et guptq � 1

etu � 1
qui est décroissante sur R�. Pour n ¥ 1,

» n�1

n
guptq dt ¤ gupnq ¤

» n
n�1

guptq dt

avec la minoration aussi valable pour n ¥ 0. On somme, par relation de Chasles,
avec la convergence des intégrales,» infty

0
guptqdt ¤

�8̧

n�0

gupnq ¤ gup0q �
» �8

0
guptq dt

id est » �8

0

dt

1� etu
¤ fpxq ¤ 1

2
�
» �8

0

dt

1� etu
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Mais
» �8

0

dt

1� etu
�

» �8

0

e�tu

1� e�tu
dt

�
�1

u
lnp1� e�tuq

��8
0

� ln 2

u
.

Finalement,

� ln 2

lnx
¤ fpxq ¤ 1

2
� ln 2

lnx

D'où fpxq �
xÑ1�

� ln 2

lnx
�

xÑ1�

ln 2

1� x
.

D)
¸
p�1qnfnpxq série alternée à x �xé

On considère
¸
p�1qnfnpxq où à x �xé, la série véri�e les hypothèses du Théorème des

séries alternées (TSA).

Considérons f : x ÞÝÑ
�8̧

n�1

p�1qn�1

n� x
.

� Convergence : Pour x ¥ 0,

�
1

n� x



n¥1

est décroissante, positive et tend vers 0. Par

le TSA, f est bien dé�nie sur R�.

� Equivalent en �8 :

fpxq � 1

x� 1
�

�gpxqhkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkj
�8̧

k�1

�
1

2k � x
� 1

2k � 1� x



looooooooooooooomooooooooooooooon

�hxpkq¥0

hxpkq � 1

p2k � xqp2k � 1� xq est décroissante en k. Ainsi :

» �8

1
hxptq dt ¤

�8̧

k�1

hxpkq ¤
» �8

0
hxptq dt

Ainsi» �8

1

�
1

2t� x
� 1

2t� 1� x



dt ¤ gpxq ¤

» �8

0

�
1

2t� x
� 1

2t� 1� x



dt

En primitivant,

ln

�
2� x

3� x



¤ gpxq ¤ ln

�
x

x� 1




Mais ln

�
2� x

3� x



� � ln

�
1� 1

3� x



� � 1

3� x
�O

�
1

x2



� �1

x
�O

�
1

x2




et ln

�
x

x� 1



� � ln

�
1� 1

x



� �1

x
�O

�
1

x2




D'où gpxq � 1

2x
�O

�
1

x2



. Finalement :

fpxq � 1

x
� 1

2x
�O

�
1

x2



�

xÑ1�

1

2x
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IV) Convergence uniforme et equicontinuité

A) Dé�nition ��

Soit F un espace vectoriel normé de dimension �nie, et A une partie de E.

Dé�nition 7.4.1: Equicontinuité

Soit A une partie de FpA,F q. On dit que A est équicontinue en x P A si :

@ε ¡ 0, Dδ ¡ 0,@f P A,@y P A, |x� y|   δ ñ |fpxq � fpyq|   ε

Ainsi A est équicontinue sur A si elle est équicontinue en tout point x de I.

Dé�nition 7.4.2: Uniforme équicontinuité

Soit A une partie de FpA,F q. On dit que A est uniformément-équicontinue (sur
A) si :

@ε ¡ 0, Dδ ¡ 0,@f P A,@px, yq P A2, |x� y|   δ ñ |fpxq � fpyq|   ε

Soit désormais I un intervalle de R.
De la sorte, on dira par abus de langage qu'une suite pfnqnPN de fonctions dé�nies sur

I à valeurs dans R :

� est équicontinue en x (resp. sur I) si tfn, n P Nu est équicontinue en x (resp. sur I) ;

� est uniformément équicontinue sur I si tfn, n P Nu est uniformément équicontinue
sur I ;

B) Préservation de la continuité à la limite pour une suite de fonctions
équicontinues ��

Proposition 7.4.3

Soit pfnqnPN une suite de fonctions dé�nies sur I à valeurs dans R, qui converge
simplement vers f sur I.
Si pfnqnPN est équicontinue en a P I, alors f est continue en a.

Démonstration. Soit ε ¡ 0. Par équicontinuité, on dispose de δ ¡ 0 tel que

@x P I,@n P N, |x� a| ¤ δ ñ ∥fnpxq � fnpaq∥ ¤ ε

Soit x P I tel que |x� a| ¤ δ. Pour n P N, ∥fnpxq � fnpaq∥ ¤ ε donc par convergence
simple en x et conservation des inégalités larges par passage à la limite :

|fpxq � fpaq| ¤ ε

Ainsi f est continue en a.
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Proposition 7.4.4

Soit pfnqnPN une suite de fonctions dé�nies sur I à valeurs dans R, qui converge
simplement vers f sur I.
Si pfnqnPN est uniformément-équicontinue sur I, alors f est continue sur I.

Démonstration. Soit ε ¡ 0 et δ le module d'uniforme-équicontinuité associé. Soit px, yq P I2
avec |x� y| ¤ δ. Alors pour tout n P N, |fnpxq � fnpyq| ¤ ε.
Par convergence simple en x et y et passage à la limite : |fpxq � fpyq| ¤ ε.

C) Equivalence entre la convergence uniforme et l'équicontinuité ��

Proposition 7.4.5

Soit pfnqnPN une suite de fonctions continues dé�nies sur ra , bs à valeurs dans R,
qui converge uniformément vers f P C0pra , bs ,Rq.
Alors pfnqnPN est équicontinue.

Démonstration. Soit ε ¡ 0. Par Heine, f est uniformément continue sur ra , bs donc on
dispose de δ ¡ 0 tel que :

@x, y P I, |x� y| ¤ δ ñ |fpxq � fpyq| ¤ ε

3

Par ailleurs, par convergence uniforme, on dispose de N P N tel que

@n ¥ N, ∥fn � f∥8 ¤ ε

3

Soit n ¥ N et x P I, |x� y| ¤ δ. Alors,

|fnpxq � fpxq| IT¤ |fnpxq � fpxq|looooooomooooooon
¤ ε

3
par CVU

� |fpxq � fpyq|loooooomoooooon
¤ ε

3
par C0

� |fnpyq � fpyq|looooooomooooooon
¤ ε

3
par CVU

Et ainsi |fnpxq � fpxq| ¤ ε.
De plus pour k P v0 , n� 1w, fk est uniformément continue sur le segment ra , bs donc on
dispose de δk ¡ 0, module d'uniforme continuité pour ε.
On pose η � minpδ, δ1, . . . , δn�1q ¡ 0. Un tel η convient pour tout fn, n P N.
La suite pfnqnPN est donc équicontinue.

Proposition 7.4.6

Soit pfnqnPN une suite uniformément équicontinue de fonctions dé�nies sur ra , bs à
valeurs dans R, qui converge simplement vers f P C0pra , bs ,Rq.
Alors la convergence de pfnqnPN vers f est uniforme.
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Démonstration. Soit ε ¡ 0. Par hypothèse, on dispose de δ ¡ 0 tel que :

@n P N,@px, yq P I2, |x� y|   δ ñ |fnpxq � fnpyq|   ε

De plus par la Proposition 7.4.4, |fpxq � fpyq| ¤ ε.

On munit ra , bs de la subdivision uniforme pσkqkPv0 ,nw �
�
a� k

b� a

n



kPv0 ,nw

avec ppσq �
b� a

n
  δ.

On utilise la convergence simple aux points pσkqkPv0 ,nw : on dispose de Nk P N,

@n ¥ Nk, |fnpσkq � fpσkq| ¤ ε

3

Soit N � max
0¤k¤n

Nk. Pour n ¥ N , on trouve k � kx P v0 , nw tel que |x� σk| ¤ δ,

|fnpxq � fpxq| IT¤ |fnpσkq � fnpxq|looooooooomooooooooon
¤ ε

3
car par C0

� |fnpσkq � fpσkq|looooooooomooooooooon
¤ ε

3
par CVS en σk

� |fpσkq � fpxq|looooooomooooooon
¤ ε

3

¤ ε

Ainsi @n ¥ N , ∥fn � f∥8 ¤ ε.

D) Théorème d'Ascoli �

Dé�nition 7.4.7: Compacité relative

Une partie A d'un espace vectoriel normé est dite relativement compacte si A est
compacte.

Théorème 7.4.8: Ascoli

Soit F un espace vectoriel normé de dimension �nie. Soit K un compact. Soit
E � pC0pK,F q, ∥�∥8q et A � E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

� A est relativement compacte.

� Pour tout x P K,

"
A est équicontinue en x
Apxq � tfpxq, f P Au � F est relativement compacte.

.

Démonstration. Attention s'accrocher ! Cette démonstration regroupe un ensemble de tech-
niques classiques d'analyse réelle (extraction diagonale, précompacité, séparabilité...).

� ñ : Supposons que A est relativement compacte.

� A est précompacte : Par l'absurde, supposons que A n'est pas précompacte.

Soit ε ¡ 0. Alors on peut construire une suite pfnqnPN P AN telle que pour tous
p � q,

∥fp � fq∥ ¥ ε

,par la même méthode qu'au Lemme 6.2.6.
Mais dans ce cas, pfnqnPN P AN

et n'a pas de suite extraite convergente. Alors,
A n'est pas compacte, et A n'est pas relativement compacte : c'est impossible.
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� A est équicontinue sur I : Soit ε ¡ 0. On dispose, par précompacité de A, de
p P N� et de f1, . . . , fp P A tels que

A �
p¤
j�1

B
�
fj ,

ε

3

	
p�q

D'après le théorème de Heine, comme les f1, . . . , fp sont continues sur K com-
pact, elles y sont uniformément continues. On dispose donc pour j P v1 , pw, de
ηj ¡ 0 tel que

@px, yq P K2, ∥x� y∥   ηj ùñ ∥fjpxq � fjpyq∥   ε

3

On pose δ � min
jPv1 ,pw

ηj ¡ 0.

Montrons maintenant qu'à ε �xé, ce δ convient pour toutes les f P A. Soit donc
f P A.
Par p�q, on trouve k P v1 , pw tel que ∥f � fk∥8   ε

3
. Alors, pour x, y P K tels

que ∥x� y∥   δ,

∥fpxq � fpyq∥ IT¤ ∥fpxq � fkpxq∥� ∥fkpxq � fkpyq∥� ∥fkpyq � fpxq∥   ε

Cela conclut l'équicontinuité de A sur K.
� Soit x P K. Apxq est relativement compacte : soit x P K. Notons

φx :

"
C0pK,F q ÝÑ F
f ÞÝÑ fpxq

de sorte à ce que Apxq � φxpAq. On montre alors que φxpAq, qui est un fermé,
est inclus dans le compact φxpAq.
D'une part c'est bien un compact, comme image d'un compact par une applica-
tion continue. En e�et φx est continue car pour f P C0pK,F q, ∥fpxq∥ ¤ ∥f∥8.
D'autre part il est évident que φxpAq � φxpAq.
Ainsi Apxq � φxpAq est compact, donc Apxq est relativement compacte.

� ð : On suppose que pour tout x P K,

"
A est équicontinue en x
Apxq � tfpxq, f P Au � F est relativement compacte.

.

Il s'agit de montrer que toute suite pfnqnPN P AN a une sous-suite extraite qui
converge vers g P C0pK,F q.
L'idée est que K est séparable, c'est à dire qu'il contient une partie au plus dénom-

brable et dense dans K.

Par exemple, R est séparable car il contient Q. On montre par exemple à l'aide de

ceci que tout espace vectoriel normé de dimension �nie est séparable.

� Il existe tan, n P Nu une partie dense au plus dénombrable dans K :K est com-

pact donc précompact. En applicant la précompacité avec εn � 1

n
pour n P N�

on obtient :

@n P N�, Dpxn,1, . . . , xn,dnq P KNdn ,K �
dn¤
j�1

B

�
xn,j ,

1

n




Ainsi
¤
nPN�

txn,j , j P v1 , dnwu � tan, n P Nu est dense dans K. De plus c'est une

partie au plus dénombrable comme union dénombrable d'ensembles �nis.
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� Il existe ψ telle que pour tout k P N,
�
fψpnqpakq

�
nPN converge vers un certain gpakq :

On construit l'extractrice par récurrence sur k.
Pour k � 0, la suite pfnpa0qqnPN P Apa0qN est bornée car Apa0q est relativement
compacte. Donc, F étant de dimension �nie, on peut en extraire une sous-suite
convergente. Soit donc φ0 une extractrice telle que :

fφ0pnqpa0q ÝÝÝÝÑnÑ�8 gpa0q

Supposons construits φ0, . . . , φk des extractrices telles que pour j P v0 , kw,

fφ0�����φjpnqpajq ÝÝÝÝÑnÑ�8 gpajq

La suite
�
fφ0�����φkpnqpak�1q

�
nPN P Apak�1qN est bornée. Donc par le même rai-

sonnement, on dispose d'une extractrice φk�1 telle que

fφ0�����φk�1pnqpak�1q ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 gpak�1q

Finalement, on pose

ψ :

"
N ÝÑ N
n ÞÝÑ φ0 � � � � � φnpnq

C'est une extractrice : en e�et si n P N,

ψpn� 1q � φ0 � � � � � φn�1pn� 1q
¥ φ0 � � � � � φnpn� 1q car φn�1 ¥ id

¡ φ0 � � � � � φnpnq par stricte croissance de φn
� ψpnq

On a donc, pour k P N,
fψpnqpakq ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 gpakq

A ce jour nous avons donc dé�ni une application g : D � tan, n P Nu ÞÝÑ F ,
avec D dense dans K.

� @x P K, �fψpnqpxq�nPN converge vers un certain gpxq : en fait, on prolonge g à

tout K.
On sait que pour x P K,

�
fψpnqpxq

�
nPN est bornée car elle est à valeurs dans

Apxq relativement compact. On montre donc qu'elle admet une unique valeur
d'adhérence.
Soit ε ¡ 0. La suite pfnqnPN P AN est équicontinue sur un compact donc unifor-
mémément équicontinue. Donc on dispose de η ¡ 0,

@px, yq P K2,@n P N, ∥x� y∥   δ ùñ ∥fnpxq � fnpyq∥   ε

3

Soit k P N tel que ∥ak � x∥   η, ce qui est possible par densité de D dans K.
Avec un tel k, la suite

�
fψpnqpakq

�
nPN converge vers gpakq. La suite est donc de

Cauchy. On dispose donc de N P N tel que :

@p, q ¥ N,
∥∥fψppqpakq � fψpqqpakq

∥∥   ε

3
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Ainsi, pour p ¥ N et q ¥ N ,∥∥fψppqpxq � fψpqqpxq
∥∥ IT¤ ∥∥fψppqpxq � fψppqpakq

∥∥� ∥∥fψppqpakq � fψpqqpakq
∥∥

� ∥∥fψpqqpakq � fψpqqpxq
∥∥

  ε car ∥ak � x∥   η

Ainsi, si ℓ1 et ℓ2 sont deux valeurs d'adhérence de
�
fψpnqpxq

�
nPN :

@ε ¡ 0, ∥ℓ1 � ℓ2∥   ε

Ce qui montre ℓ1 � ℓ2. Finalement, pour tout x P K,
�
fψpnqpxq

�
nPN converge

vers gpxq P F .
� g est continue : Soit x P K, montrons que g est continue en x.

Soit ε ¡ 0. Soit η ¡ 0 le module d'uniforme équicontinuité de A, donc de tous
les pfnqnPN. Alors pour tout y P K, si ∥x� y∥   η, on a pour tout n P N,∥∥fψpnqpxq � fψpnqpyq

∥∥ ¤ ε

Par convergence simple en x et en y,

∥gpxq � gpyq∥ ¤ εp�q

, ce qui conclut.

�
∥∥fψpnq � g

∥∥ tend vers 0 : argument très classique, qui consiste à subdiviser l'in-
tervalle en portions su�samment �nes, et appliquer la convergence simple et la
continuité en ces points.
Soit ε ¡ 0. Soit η ¡ 0 le module d'uniforme équicontinuité des éléments de A,
on a montré en p�q qu'il convenait aussi pour g.
Par précompacité de K en η, on dispose de p P N� et de pz1, . . . , zpq P Kp tels
que

K �
p¤
j�1

Bpzj , ηq

Comme la suite
�
fψpnqpzjq

�
nPN converge, on dispose de Nj P N tel que pour

n ¥ Nj , ∥∥fψpnqpzjq � gpzjq
∥∥ ¤ ε

Pour tout n ¥ N0 � max
jPv1 ,pw

Nj , pour tout x P K, on choisit zj tel que ∥zj � x∥  
η, alors :∥∥fψpnqpxq � gpxq∥∥ IT¤ ∥∥fψpnqpxq � fψpnqpzjq

∥∥�∥∥fψpnqpzjq � gpzjq
∥∥�∥gpzjq � gpxq∥ ¤ 3ε

Finalement, pour tout n ¥ N0,
∥∥fψpnq � g

∥∥
8 ¤ 3ε.

Cela prouve l'existence d'une valeur d'adhérence de pfnqnPN dans C0pK,F q, et conclut
la preuve du sens réciproque.

V) Théorèmes de Dini ��
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Théorème 7.5.1: Premier théorème de Dini

Soit K un compact et pfnqnPN P C0pK,RqN. On suppose que :

� pfnqnPN converge simplement vers f P C0pK,Rq.
� Pour tout x P K, pfnpxqq est croissante (ou décroissante).

Alors, pfnqnPN converge uniformément vers f .

Démonstration. � On pose gn � f � fn si @x P K, pfnpxqqn est croissante. Sinon, on
pose gn � fn � f .
Ainsi pour n P N, gn ¥ 0 sur K. Et pour tout x P K, pgnpxqqn est décroissante
continue sur K.

� On montre que ∥gn∥8 ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0.

� On rappelle que, comme vu à la Proposition 6.2.2, Soit pLnq une suite décroissante
de compacts non-vides de E. Alors :£

nPN
Ln � H

� On applique ce lemme avec Lk � g�1
k prε ,�8rq pour k P N�. Lk est fermé car gk est

continue et rε ,�8r est fermé. Ainsi, Lk est compact car K est compact.
De plus pour tout x P Lk�1, gkpxq ¥ gk�1pxq ¥ ε d'où Lk�1 � Lk. On en déduit que
si les pLkq sont non-vides, £

nPN
Ln � H

� Or, on montre que
£
nPN

Ln � H : si x P
£
nPN

Ln, pour k P N, gkpxq ¥ ε. Or par

hypothèse, gkpxq ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

0 : c'est impossible. Ainsi
£
nPN

Ln � H.

� Ainsi par contraposée du Lemme précédent, on dispose de k P N, Lk � H. Ceci se
traduit par le fait que :

@x P K, 0 ¤ gkpxq   ε

Par décroissance, pour n ¥ k,

∥gn∥8 � sup
xPK

gkpxq   ε

� Ainsi pfnqnPN converge uniformément vers f .

Théorème 7.5.2: Deuxième théorème de Dini

Soit K � ra, bs un segment de R et pfnqnPN P C0pK,RqN. On suppose que :

� pfnqnPN converge simplement vers f P C0pK,Rq.
� Pour tout n P N, fn est croissante (ou décroissante).

Alors, pfnqnPN converge uniformément vers f .
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Démonstration. On fait la démonstration dans le cas croissant.
Soit ε ¡ 0. f est uniformément continue sur K d'après le théorème de Heine. Soit donc
δ ¡ 0 tel que :

@px, yq P K2, |x� y|   δ, |fpxq � fpyq| ¤ ε

2

On munit ra , bs de la subdivision uniforme pσkqkPv0 ,nw �
�
a� k

b� a

n



kPv0 ,nw

avec ppσq �
b� a

n
  δ.

On utilise la convergence simple aux points pσkqkPv0 ,nw : on dispose de Nk P N,

@n ¥ Nk, |fnpσkq � fpσkq| ¤ ε

2

Soit N � max
kPv0 ,nw

Nk. Soit n ¥ N . Pour tout x P K, on dispose de k P v0 , n� 1w tel que
x P rσk , σk�1s,

fnpσkq � fpakqloooooooomoooooooon
¥� ε

2
car n¥Nk

� fpakq � fpxqloooooomoooooon
¥ ε

2
car |σk�x| δ

¤ fnpxq � fpxq ¤ fnpak�1q � fpak�1qlooooooooooomooooooooooon
¤ ε

2
car n¥Nk�1

� fpak�1q � fpxqloooooooomoooooooon
¤ ε

2
car |ak�1�x| δ

Finalement, |fnpxq � fpxq|   ε. D'où pour n ¥ N , ∥fn � f∥   ε.
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Chapitre 8

Intégrales à paramètres

I) Rappels des théorèmes essentiels

Ce chapitre contient beaucoup de points de cours et de théorèmes à connaître parfai-
tement. Voici donc une liste des théorèmes à connaître :

A) Théorèmes d'interversion de Lebesgue

Théorème 8.1.1: Théorème de convergence dominée

Soit pfnqn P C0
pmpI,KqN. On suppose :

� pfnq converge simplement vers f sur I.

� f est C0
pm sur I.

� Il existe φ P C0
pmpI,R�q intégrable telle que @n P N, @t P I, |fnptq| ¤ φptq.

Alors les pfnq et f sont intégrables sur I et

lim
nÑ�8

»
I
fnptqdt �

»
I
fptqdt �

»
I

lim
nÑ�8 fnptq dt

Théorème 8.1.2: Théorème d'intégration terme-à-terme

Soit pfnqn P C0
pmpI,KqN. On suppose :

�
¸
fn converge simplement sur I. On note f �

�8̧

n�0

fn.

� f est C0
pm.

� @n P N, fn intégrable sur I et
¸»

I
|fnptq| dt converge.

Alors f est intégrable sur I et

»
I
fptqdt �

»
I

��8̧

n�0

fnptq
�

dt �
�8̧

n�0

»
I
fnptq dt

225
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Théorème 8.1.3: Théorème d'intégration terme-à-terme pour les fonc-
tions positives

Soit pfnqnPN P C0
pmpI,R�qN. On suppose que

¸
fn converge simplement vers f C0

pm.»
I
fptq dt �

»
I

�8̧

n�0

fnptq dt �
�8̧

n�0

»
I
fnptqdt P R� Y t�8u

Ainsi f est intégrable sur I si et seulement si
¸
n

»
I
fnptqdt   �8.

Théorème 8.1.4: Théorème de convergence dominée version continue

Soit A un intervalle de R. Soit a P A (éventuellement �8) ou A � E un espace
vectoriel normé. Soit a P A.
Soit pfλqλPA P

�
C0
pmpI,Kq

�N
. On suppose :

� @t P I, fλptq ÝÝÝÑ
λÑa

fpaq
� f C0

pm sur I.

� Il existe V voisinage de a, il existe φ P C0
pmpI,R�q intégrable, tels que

@λ P V,@t P I, |fλptq| ¤ φptq

Alors les pfλqλPV et f sont intégrables sur I et

lim
λÑa

»
I
fλptq dt �

»
I
fptq dt

B) Intégrales à paramètres

Théorème 8.1.5: Théroème de continuité des intégrales à paramètres

Soit f :

"
A� I ÝÑ K
px, tq ÞÝÑ fpx, tq où A � E un espace vectoriel normé, I intervalle

de R.
On suppose :

� @t P I, x ÞÝÑ fpx, tq est continue sur A.
� @x P A, t ÞÝÑ fpx, tq est C0

pm sur I.

� @K compact � A, il existe φK P C0
pmpI,R�q intégrable sur I, @x P K, @t P I,

|fpx, tq| ¤ φptq.

Alors : G :

$&
%

A ÝÑ K

x ÞÝÑ
»
I
fpx, tqdt est bien dé�nie et C0 sur A.
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Théorème 8.1.6: Théorème C1 des intégrales à paramètres

Soient A et I deux intervalles de R. f :

"
A� I ÝÑ K
px, tq ÞÝÑ fpx, tq .

On suppose :

� @x P A, t ÞÝÑ fpx, tq est C0
pm et intégrable sur I.

� @t P I, x ÞÝÑ fpx, tq P C1pA,Kq.
� @x P A, t ÞÝÑ Bf

Bx px, tq P C0
pmpI,Kq.

� @K segment � A, il existe φK P C0
pmpI,R�q intégrable sur I, @x P A, @t P I,∣∣∣∣BfBx px, tq

∣∣∣∣ ¤ φptq.

Alors G :

$&
%

A ÝÑ K

x ÞÝÑ
»
I
fpx, tq dt est dé�nie et C1 sur A.

De plus G1 :

$&
%

A ÝÑ K

x ÞÝÑ G1pxq �
»
I

Bf
Bx px, tq dt

.

Théorème 8.1.7: Théorème Ck des intégrables à paramètres

Soient A et I deux intervalles de R. Soit f :

"
A� I ÝÑ K
px, tq ÞÝÑ fpx, tq .

On suppose :

� @t P I, x ÞÝÑ fpx, tq P CkpA,Kq.

� @x P A, t ÞÝÑ Bjf
Bxj C0

pm et intégrable sur I.

� @x P A, t ÞÝÑ Bkf
Bxk C0

pm sur I.

� @K segment � A, il existe φK P C0
pmpI,R�q intégrable sur I, telle que

@x P K,@t P I,
∣∣∣∣BkfBxk px, tq

∣∣∣∣ ¤ φKptq

Alors G :

$&
%

A ÝÑ K

x ÞÝÑ
»
I
fpx, tq dt est dé�nie et Ck sur A, et pour j P v0 , kw,

Gpjq : ÞÝÑ
»
I

Bjf
Bxj px, tq dt
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II) Intégrales classiques

A) Un calcul de l'intégrale de Dirichlet

Dé�nition 8.2.1: Fonction intermédiaire

On dé�nit pour x P R�,

F :

$&
%

R� ÝÑ R

x ÞÝÑ
» �8

0
e�xt

sin t

t
dt

Démonstration. On prouve la bonne dé�nition sur R�.

� Pour x P R��, |fpx, tq| �
∣∣∣∣e�xt sin tt

∣∣∣∣ ¤ e�xt qui est bien intégrable sur R�.

� Pour x � 0, t ÞÝÑ sin t

t
n'est pas intégrable sur R��, néanmoins

» �8

0

sin t

t
dt converge

(cf. Proposition 2.1.15).

Proposition 8.2.2: Caractère C1, calcul de F 1 sur R�
�

F est C1 sur R�
�. De plus,

@x P R��, F 1pxq � � 1

x2 � 1

Démonstration. On applique le théorème C1 des intégrales à paramètres

� @x P R��, t ÞÝÑ e�xt
sin t

t
est C0

pm et intégrable sur R��.

� @t P R��, x ÞÝÑ e�xt
sin t

t
est C1 sur R��.

� @x P R��, t ÞÝÑ
Bf
Bx px, tq � �e�xt sinptq est C0

pm.

� Soit a ¡ 0. Pour tout x P sa ,�8s, pour t P R��,∣∣∣∣BfBx px, tq
∣∣∣∣ ¤ e�at � φaptq continue par morceaux et intégrable

Le théorème C1 des intégrales à paramètres d'applique : F est C1 sur R�� et F 1pxq �» �8

0
�e�xt sinptqdt.

Pour le calcul, on passe par les complexes :

F 1pxq � Im

�» �8

0
e�xt�it dt



� � Im

�
1

x� i



� � 1

x2 � 1
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Proposition 8.2.3: Calcul de F sur R��

@x P R��, F pxq �
π

2
�Arctanpxq

Démonstration. � Montrons que F pxq ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 0. @t P R��, lim

xÑ�8 e
�xt sin t

t
� 0

@x P r1 ,�8r ,@t P R��,
∣∣∣∣e�xt sin tt

∣∣∣∣ ¤ e�t � φptq C0
pm et intégrable.

Par TCVD, lim
xÑ�8F pxq �

» �8

0
0 dt � 0.

� Finalement, @x P R��, F pxq �
π

2
�Arctanpxq.

Théorème 8.2.4: Valeur de F p0q et intégrale de Dirichlet

F p0q �
» �8

0

sin t

t
dt � π

2

Démonstration. � On montre que F est continue en 0. On fait une IPP puis théorème
de continuité.

F pxq �
» 1

0
e�xt

sin t

t
dtlooooooomooooooon

�F1pxq

�
» �8

1
e�xt

sin t

t
dtlooooooooomooooooooon

F2pxq

� F1 est C0 sur R� : le théorème C0 des intégrales à paramètres s'applique avec la
domination :

@x P r0 , 1s ,@t P s0 , 1s ,
∣∣∣∣e�xt sin tt

∣∣∣∣ ¤ 1 � φptq intégrable sur s0 , 1s

� F2 est C0 sur R� : Pour x ¥ 0,

» �8

1
e�xt

sin t

t
d � Im

�» �8

1

e�xt�it

t
dt




� Im

��
ep�x�iqt

�x� i

1

t

��8
1

� 1

x� i

» �8

1

e�px�iqt

t2
dt

�

Or

∣∣∣∣∣ep�x�iqt

�x� i

1

t

∣∣∣∣∣ ¤ e�xt?
x2 � 1

i

t
ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 0.

D'où F2pxq � Im

�
����e�x�i

x� i
� 1

x� ilooooooomooooooon
C0pR�q

» �8

1

e�px�iqt

t2
dtloooooooomoooooooon

Hpxq

�
���
De plus par le théorème de conti-
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nuité des intégrales à paramètres, H est C0 sur R� car∣∣∣∣∣e�px�iqt

t2

∣∣∣∣∣ ¤ 1

t2
� φptq

qui est C0
pm, intégrable sur r1 ,�8r.

� d'où F C0 et : » �8

0

sin t

t
dt � π

2

B) Etude de Γ

Dé�nition 8.2.5: Fonction Γ

On pose

Γ :

$&
%

s0 ,�8r ÝÑ R�

x ÞÝÑ
» �8

0
tx�1e�t dt

Γ est bien dé�nie et continue sur R��.

Démonstration. � @t P R��, x ÞÝÑ tx�1e�t est C0 sur R�
�.

� @x P R��, t ÞÝÑ tx�1e�t est C0
pm sur R��.

� Soit K � ra , bs � R��.

@x P ra , bs ,@t P R��,
∣∣tx�1e�t

∣∣ ¤ φKptq �
"
ta�1e�t si t P r0 , 1s
tb�1e�t si t P s1 ,�8r continue par

morceaux.

� φKptq �
tÑ0�

1

t1�a
avec 1� a   1 car a ¡ 0 d'où φK intégrable sur s0 , 1s.

� φKptq � otÑ�8

�
1

t2



car tb�1e�t ÝÝÝÝÑ

tÑ�8 d'où φK intégrable sur r1 ,�8r.
Le théorème s'applique, et on a la bonne dé�nition et la continuité souhaitées.

Théorème 8.2.6: Caractère C8

Γ P C8pR��,Rq

Démonstration. Soit k P N�.

� Soit j P v0 , k � 1w. B
jf

Bxj px, tq � pln tqjtx�1e�t. On veut montrer que t ÞÝÑ pln tqjtx�1e�t

est intégrable sur R��.
� Comme x ¡ 0, 1� x   1, on pose γ P s1� x , 1r.

tγpln tqjtx�1e�t �
tÑ0�

pln tqjt
γ�p1�xq

¡0 ÝÝÝÑ
tÑ0�

0

d'où
Bjf
Bxj px, tq � otÑ0�

�
1

tγ



donc intégrable sur r0 , 1s puisque γ   1.
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� Sur r1 ,�8r, t2 B
jf

Bxj px, tq ÝÝÝÝÑtÑ�8 0. D'où t ÞÝÑ Bjf
Bxj px, tq est intégrable sur

r1 ,�8r.
� @t P R��, x ÞÝÑ fpx, tq P CkpR��,Rq.

� @x, t ÞÝÑ Bkf
Bxk px, tq est C

0
pm.

� Soit K � ra , bs.
@ P K,@t P R��,

∣∣∣∣BkfBxk px, tq
∣∣∣∣ ¤ φKptq �

#
|ln t|k ta�1e�t si t P s0 , 1s
|ln t|k tb�1e�t si t ¥ 1

On montre comme précédemment que φK est intégrable sur R��.

Le théorème Ck des intégrales à paramètres s'applique et Γ P CkpR��,Rq pour tout k P N�.
Donc Γ P C8 et :

@j P N,Γpjq : x ÞÝÑ
» �8

0
e�tpln tqjtx�1 dt

C) Calcul de l'intégrale de Gauss

Dé�nition 8.2.7

Soit

F : x ÞÝÑ
» �8

0

e�xu2

1� u2
du

bien dé�nie et continue sur R�.

Démonstration. Soit f : px, uq ÞÝÑ e�xu2

1� u2
.

� u ÞÝÑ fpx, uq et x ÞÝÑ fpx, uq sont continues sur les intervalles considérés.

� Pour x P R�, u P R�,

∣∣∣∣∣ e�xu
2

1� u2

∣∣∣∣∣ ¤ φpuq �
#

1 si u ¤ 1
1

u2
si u ¡ 1

, intégrable et positive

sur R�.

Lemme 8.2.8: Caractère C1

F est C1 et @x P R�, F 1pxq �
» �8

0
� u2

1� u2
e�xu

2
du

Démonstration. On véri�e toutes les hypothèses du théorème C1, en dominant par :

φ :

"
R� ÝÑ R�
u ÞÝÑ maxp1, e�bu2q
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On obtient F C1 et

F 1pxq �
» �8

0
� u2

1� u2
e�xu

2
du

Lemme 8.2.9

F pxq ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 0

Démonstration. On applique le théorème de convergence dominée, avec le même φ que
précédemment.

Théorème 8.2.10: Intégrale de Gauss

» �8

0
e�u

2
du �

?
π

2»
R
e�u

2
du � ?

π

Démonstration. On a :

F 1pxq �
» �8

0
� u2

1� u2
e�xu

2
du

�
» �8

0
e�xu

2
du�

» �8

0

e�xu2

1� u2
du

�
» �8

0
e�t

2 dt?
x
� F pxq CDV u � t?

x

F 1pxq � F pxq � C?
x
, avec C �

» �8

0
e�t

2
dt

Ainsi e�xF pxq � �C
» x
0

e�t?
t
dt� F p0q � �2C

» ?
x

0
e�u

2
du� π

2

d'où comme e�xF pxq ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 0, 2C2 � π

2
et C �

?
π

2
.

III) Transformation de Fourier

Dé�nition 8.3.1: Transformation de Fourier

Soit f C0
pm et intégrable sur R. On pose pour x P R,

T pfq : x ÞÝÑ
» �8

�8
fptqeixt dt
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Démonstration. � @t P R, x ÞÝÑ fptqeixt est continue.
@x P R, t ÞÝÑ fptqeixt est C0

pm.
@x P R,@t P R,

∣∣fptqeixt∣∣ � |fptq| intégrable sur R.
� Le théorème Co0 s'applique et T pfq P C0pR,Rq.
� Par le lemme de Riemann-Lebesgue (2.2.3), T pfqpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ�8 0

Proposition 8.3.2

Supposons t ÞÝÑ tfptq est intégrable sur R et T pfq est C1 et

T pf 1qpxq � �ixT pfqpxq

Démonstration. � On applique le théorème C1 en dominant par φptq � tfptq, T pfq est
C1 et

T pfq1 : x ÞÝÑ i

»
R
tfptqeixt dt

� On suppose f C1 et f et f 1 intégrable sur R.
Exprimons T pf 1q en fonction de T pfq.
On souhaite réaliser une IPP :

@x P R, T pf 1qpxq �
»
R
f 1ptqeixt dt

� �
fptqeixt��8�8 � ix

»
R
fptqeixt dt

Comme
» �8

0
f 1 converge, f a une limite de�8, et comme

» �8

0
f converge, lim

xÑ�8 fpxq �
0 � lim

xÑ�8 fpxq de même.

Donc le crochet est nul et T pf 1qpxq � �ixT pfqpxq.

Corollaire 8.3.3

Posons

S � tf P C8pR,Rq,@k P N, tkfptq ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 0u

� tf P C8pR,Rq,@k P N,
∣∣∣tkfptq∣∣∣ bornéeu

Si f P S, alors T pfq P S.

Démonstration. Récurrence avec le théorème Ck.
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Chapitre 9

Séries entières

I) Techniques de calcul de sommes

Outre les techniques très classiques (reconnaître une somme géométrique par exemple),
proposons ici des méthodes plus élaborées qui doivent faire partie de votre "plan de ré-
�exion" lorsque vous souhaitez calculer la somme d'une série entière.

A) Changement de variables ����

Exemple 9.1.1: Calcul de somme

Soit f :

$'&
'%

R ÝÑ R

x ÞÝÑ
�8̧

n�0

xn

p2nq!
. Exprimons fpxq.

� Si x ¥ 0, x � t2 donne fpxq �
�8̧

n�0

t2n

p2nq! � chptq � chp?xq.

� Si x   0, x � �s2 et de même fpxq � cosp
a
|x|q.

� On véri�e par ailleurs que f est C8.

Exemple 9.1.2: Astuce pour montrer le caractère C8

Soit f :

$''''''&
''''''%

R ÝÑ R

x ÞÝÑ

$''''&
''''%

shp?xq?
x

si x ¡ 0

1 si x � 0

sinp
a
|x|qa

|x|
si x   0

. Montrons que g est C8.

� Pour x ¥ 0, shp?xq �
�8̧

n�0

p?xq2n�1

p2n� 1q! �
?
x
�8̧

n�0

xn

p2n� 1q! .

� Pour x   0, sinp
a
|x|q �

�8̧

n�0

p�1qn
?�x2n�1

p2n�1q!
�

?�x
�8̧

n�0

p�1qnp�xqn
p2n� 1q! .

235
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Ainsi gpxq �
�8̧

n�0

xn

p2n� 1q!
� Finalement g est C8pRq.

B) Reconnaître la primitive ou la dérivée d'un DSE connu ����

Exemple 9.1.3: Binôme négatif

Soit f : x ÞÝÑ
�8̧

n�0

pn� kq!
n!

xn.

� D'après la règle de d'Alembert, RCV � 1.

� On remarque ensuite que si f0 :

$'&
'%

s�1 , 1r ÝÑ R

x ÞÝÑ
�8̧

n�0

xn � 1

1� x

, f �

f
pkq
0 .

� Ainsi, f : x ÞÝÑ k!

p1� xqk�1
.

De façon générale :

� Si hpxq �
�8̧

n�0

an
n� 1

xn avec fpxq �
�8̧

n�0

anx
n connue, alors

hpxq � 1

x

» x
0
fptqdt

� Si gpxq �
�8̧

n�0

nanx
n avec fpxq �

�8̧

n�0

anx
n connue, alors

gpxq � xf 1pxq

C) Décomposition en éléments simples ����

Exemple 9.1.4

Soit f : x ÞÝÑ
�8̧

n�2

xn

n2 � 1
.



I). TECHNIQUES DE CALCUL DE SOMMES 237

Par d'Alembert, RCV � 1.

fpxq � 1

2

��8̧

n�2

xn

n� 1
�

�8̧

n�2

xn

n� 1

�

� 1

2

�
x
�8̧

n�1

xn

n
� 1

x

�8̧

n�3

xn
n� 1

�

� 1

2

�
�x lnp1� xq � 1

x

�
lnp1� xq � x� x2

2





continue sur s�1 , 1r.

D) Nombre de dérangements ���

Dé�nition 9.1.5: Dérangements

Pour n P N� et k P v0 , nw, on note Dn,k le nombre de permutations de v1 , nw ayant
k points �xes.
On dit que σ P Sn est un dérangement si c'est une permutation sans point �xe.
On note dn � Dn,0 le nombre de dérangements de v1 , nw.

On a d1 � 0, d2 � 1, d3 � 2, et on pose d0 � 0 par convention.

Proposition 9.1.6: Relation de récurrence

Pour tout n P N�,
dn�1 � npdn � dn�1q

Démonstration. Importante.
Pour construire un dérangement à n� 1 éléments, il y a deux possibilités :

� Soit on prend un dérangement à n éléments et on transpose l'élément n� 1 avec l'un
des n éléments. Il y a dn dérangement possibles et n façons de choisir l'élément à
transposer avec l'élément n� 1.

� Soit on prend une permutation à n éléments ayant un unique point �xe i et on
transpose l'élément i et n � 1. Il y a n façons de choisir l'élément �xe et dn�1

dérangements possible pour le reste. Dit autrement, il y a ndn�1 permutations à un
seul élément �xe.
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Lemme 9.1.7

Pour n P N�, et k P v0 , nw, Dn,k � dn�k et

n! �
ņ

k�0

�
n

k



dk

Démonstration. On note Ak l'ensemble des permutations de v1 , nw ayant k points �xes.
Alors les ensembles A0, . . . , An sont disjoints et leur réunion est Sn. Alors,

n! �
ņ

k�0

|Ak|

Pour chaque permutation ayant k points �xes, il y a :

�
�
n

k



choix possibles pour ces k points �xes ;

� ce choix e�ectué, la permutation agit comme une permutation sans point �xe sur les
n� k éléments restants, il y a Dn�k,0 telles permutations.

Ainsi, |Ak| � Dn,k �
�
n

k



Dn�k,0 �

�
n

k



dn�k. Finalement

n! �
ņ

k�0

�
n

k



dn�k �

ņ

k�0

�
n

k



dk

Théorème 9.1.8: Expression explicite du nombre de dérangements

Pour n P N�,

dn � n!
ņ

k�0

p�1qk
k!

Démonstration. Considérons la série entière
¸ dn

n!
zn. Son rayon de convergence est supé-

rieur ou égal à 1 par comparaison avec la série géométrique (car dn ¤ n!).

Notons alors f : x ÞÝÑ
�8̧

n�0

dn
n!
xn pour x P s�1 , 1r. Considérons alors le produit de Cau-

chy suivant, pour x P s�1 , 1r,

exppxqfpxq �
�8̧

n�0

ņ

k�0

dn�k
pn� kq!k!x

n

D'après le Lemme précédent,
ņ

k�0

dn�k
pn� kq!k! �

1

n!

ņ

k�0

�
n

k



dn�k � 1. On obtient :

exppxqfpxq �
�8̧

n�0

xn � 1

1� x
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Ainsi, fpxq � e�x

1� x
. De même par produit de Cauchy,

fpxq �
�8̧

n�0

ņ

k�0

p�1qk
k!

xn

Par identi�cation, il vient

dn � n!
ņ

k�0

p�1qk
k!

II) Rayon de convergence

A) Subtilités de la règle de d'Alembert ����

Rappel 9.2.1

Soit panq P CN. Si panqn¥N0 P pC�qN et si

�∣∣∣∣an�1

an

∣∣∣∣

n¥N0

converge vers ℓ P R� Y

t�8u, alors le rayon de convergence de la série entière
¸
anz

n est
1

ℓ
.

Il faut néanmoins prendre garde aux séries lacunaires. Par exemple, si pour n P N,
a2n � 0, a2n�1 � 0 et

a2n�2

a2n
ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 ℓ, on ne peut pas appliquer d'Alembert.

Exercice 9

Montrer que dans le cas précédent, le rayon de convergence est de
1?
ℓ
.

Lemme 9.2.2

Supposons que RCV
�¸

a2nz
2n
	
� R1 et RCV

�¸
a2n�1z

2n�1
	
� R2. Alors :

RCV

�¸
anz

n
	
� minpR1, R2q

Démonstration. Par théorème sur les sommes de séries entières, Ra ¥ minpR1, R2q. Soit
r ¡ minpR1, R2q. Par exemple, r ¡ R1.
Alors pa2nr2nq est non-bornée et à fortiori panrnq non plus. D'où r ¡ Ra. Finalement,
Ra � minpR1, R2q.
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B) Théorème radial d'Abel et théorèmes taubériens ����

Rappel 9.2.3: Théorème radial

Soit panq P CN. On note R le rayon de convergence ¡ 0 de la série entière associée.

On note f :

$'&
'%

s�R ,Rr ÝÑ C

x ÞÝÑ
�8̧

n�0

anx
n .

Supposons que
¸
anR

n converge. Alors,
¸
anx

n converge uniformément sur

r0 , Rs. Ainsi, lim
xÑR�

fpxq �
�8̧

n�0

anR
n et f est prolongeable par continuité sur r0 , Rs.

Proposition 9.2.4: Application à un faux produit de Cauchy

Soient panq P CN et pbnq P CN, telles que
¸
an et

¸
bn convergent. On note

cn �
ņ

k�0

akbn�k. On suppose que
¸
cn converge.

Alors,
�8̧

n�0

cn �
��8̧

n�0

an

���8̧

n�0

bn

�

Démonstration. On ne peut pas appliquer le théorème usuel sur les produits de Cauchy, car

on n'a pas convergence absolue.

On a Ra, Rb, Rc ¥ 1 par hypothèse. On note f, g, h les sommes associées sur s�1 , 1r.
Comme Ra, Rb ¥ 1, pour x P s�1 , 1r, hpxq � fpxqgpxq p�q.
Comme

¸
an converge, par théorème radial d'Abel, fpxq

�8̧

n�0

anx
n ÝÝÝÑ

xÑ1

�8̧

n�0

an. De même

pour les deux autres séries : gpxq ÝÝÝÑ
xÑ1

�8̧

n�0

bn et hpxq ÝÝÝÑ
xÑ1

�8̧

n�0

cn.

On prend la limite dans p�q et on conclut.

Notons désormais que la réciproque du théorème radial est fausse : si f est continue en
R, cela n'implique pas en général que

¸
anR

n converge. Un contre-exemple est :

an � p�1qn

En e�et, on a fpxq �
�8̧

n�0

p�1qnzn � 1

1� z
ÝÝÝÝÑ
zÑ1�

1

2
mais la série

¸
p�1qn diverge grossiè-

rement.
On peut néanmoins donner une réciproque partielle au théorème d'Abel.
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Théorème 9.2.5: Théorème taubérien faible

Soit
¸
n¥0

anz
n une série entière de rayon de convergence 1 et de somme f . On

suppose que an � o

�
1

n



, et que fpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ1�
S.

Alors,
¸
an converge et

�8̧

n�0

an � S.

Démonstration. Soient n P N� et x P s0 , 1r. Notons pSnq les sommes partielles de panq.

|Sn � fpxq| �
∣∣∣∣∣ ņ

k�0

ak �
�8̧

k�0

akx
k

∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣ ņ

k�0

akp1� xkq �
�8̧

k�n�1

akx
k

∣∣∣∣∣
IT¤

ņ

k�0

|ak| p1� xq
ķ

j�0

|x|jloomoon
¤k

�
∣∣∣∣∣ �8̧

k�n�1

pkakq x
k

k

∣∣∣∣∣
¤ p1� xq

ņ

k�1

k |ak|�
�8̧

k�n�1

sup
k¡n

pk |ak|q |x|
k

n
car k ¡ n

¤ p1� xq
ņ

k�1

k |ak|� supk¡n pk |ak|q
n

¸
k�n�1

|x|k

¤ p1� xq
ņ

k�1

k |ak|� supk¡n pk |ak|q
n

�

¤1hkkkikkkj
1� |x|n

1� |x|

¤ p1� xq
ņ

k�1

k |ak|� supk¡n pk |ak|q
np1� xq car 1� |x| � |1� x| � 1� x

Ainsi en appliquant ceci avec xn � 1� 1

n
, on a :

∣∣∣∣Sn � f

�
1� 1

n


∣∣∣∣ ¤ 1

n

ņ

k�1

k |ak|� sup
k¡n

pk |ak|q

Mais an � o

�
1

n



. Donc pour ε ¡ 0, on dispose de n0 P N tel que pour k ¥ n0,

k |ak| ¤ ε

2

En particulier sup
k¡n0

k |ak| ¤ ε

2
. Ainsi, pour n ¥ n0,

∣∣∣∣Sn � f

�
1� 1

n


∣∣∣∣ ¤ 1

n

ņ

k�1

k |ak|� ε

2
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Mais comme k |ak| ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

0, par Césàro,
1

n

ņ

k�1

k |ak| ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0. Donc on dispose de

n1 P N, tel que pour n ¥ n1,

1

n

ņ

k�1

k |ak| ¤ ε

2

Finalement, pour n ¥ maxpn0, n1q,∣∣∣∣Sn � f

�
1� 1

n


∣∣∣∣ ¤ ε

Donc Sn � f

�
1� 1

n



ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 0 et comme f

�
1� 1

n



ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 S, on a :

Sn ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 S

d'où le résultat.

En réalité, ce théorème est vrai avec un O
�
1

n



, il s'agit du théorème de Tauber fort.

C) Comportement au bord du disque ouvert de convergence ����

Complément le plus important en séries entières.

Lemme 9.2.6

Soit panq P RN
� et pbnq P CN. On suppose Ra � 1 et

¸
an divergente.

Alors, fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ1�

�8.

Démonstration. Soit M ¡ 0. Comme
Ņ

n�0

an ÝÝÝÝÝÑ
NÑ�8

�8, on dispose de N P N tel que

Ņ

n�0

an ¥ 2M .

Or pour x P r0 , 1r, fpxq �
�8̧

n�0

anx
n ¥

Ņ

n�0

anx
n par positivité des panq.

Or lim
xÑ1�

Ņ

n�0

anx
n �

Ņ

n�0

an ¥ 2M ¡ 0. Donc on dispose de δ ¡ 0, tel que pour tout

x P r1� δ , 1r, fpxq ¥M . Cela montre, par dé�nition de la limite, le résultat voulu.

Théorème 9.2.7: Comportement en R � 1

Soit panq P RN
� et pbnq P CN. On suppose Ra � 1 et

¸
an divergente.
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� Si bn � opanq, alors Rb ¥ 1 et si

f :

$'&
'%

s�1 , 1r ÝÑ R

x ÞÝÑ
�8̧

n�0

anx
n et g :

$'&
'%

s�1 , 1r ÝÑ C

x ÞÝÑ
�8̧

n�0

bnx
n

Alors gpxq � oxÑ1�pfpxqq.
� Si bn �

nÑ�8 an, alors Rb � 1 et gpxq �
xÑ1�

fpxq.

Démonstration. On traite seulement le premier cas, le deuxième s'en déduit immédiate-
ment.
Soit ε ¡ 0. Par hypothèse, soit N P N tel que pour tout n ¥ N ,

|bn| ¤ ε |an| � εan

Pour tout x P r0 , 1r,

|gpxq| ¤
∣∣∣∣∣�8̧
n�0

bnx
n

∣∣∣∣∣ ¤
∣∣∣∣∣N�1̧

n�0

bnx
n

∣∣∣∣∣� �8̧

n�N
|bn|loomoon
¤εan

xn

¤
N�1̧

n�0

|bn|� ε
�8̧

n�N
anx

n

¤ C � εfpxq comme fpxq ÝÝÝÝÑ
xÑ1�

�8

On dispose de 0   δ   1, tel que pour tout x P r1� δ , 1r , fpxq ¥ 1

ε

N�1̧

n�0

|bn|. Alors pour

un tel x,

|gpxq| ¤ 2εfpxq

Exercice 10: Application

Trouver un équivalent de x ÞÝÑ
�8̧

n�0

lnpnqxn en 1�.

Parfois, panq est lacunaire ou n'a pas de limite. L'équivalent obtenu par ce théorème
n'est donc pas facilement calculable. Il existe néanmoins une variante, plus précise lorsque
la suite des moyennes de Césàro converge.
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Proposition 9.2.8: Très classique

Soit panq P RN
�. On suppose Ra � 1 et

¸
an divergente, mais

σn � 1

n� 1

ņ

k�0

ak ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 ℓ

Alors, fpxq �
xÑ1

ℓ

1� x
.

Démonstration. Notons pSnq les sommes partielles de panq.

� Montrons tout d'abord que
�8̧

n�0

Snx
n � fpxq

1� x
(avec un rayon de convergence ¥ 1)

Posons gpxq �
�8̧

n�0

Snx
n. On remarque que pour n P N,

Sn �
ņ

k�0

akbn�k où pbnqn � p1qn

Or Ra � 1 et RCV
�¸

1zn
	
� 1. Donc RCV

�¸
Snz

n
	
¥ 1. Pour tout |z|   1,

�8̧

n�0

Snz
n �

��8̧

n�0

anz
n

���8̧

n�0

zn

�
� fpzq

1� z

� Or, Sn � pn� 1qσn � pn� 1qℓ� opn� 1q avec
¸
n� 1 qui diverge. Par le théorème

précédent,
fpxq
1� x

� gpxq � ℓ

p1� xq2 � o

�
1

p1� xq2



On en conclut l'équivalent recherché pour fpxq.

III) Holomorphie

Lemme 9.3.1: Translation de DSE

Soit f développable en série entière sur Dp0, Rq. Alors f est développable en série
entière en tout point de Dp0, Rq.

Démonstration. Notons R le rayon de convergence (en 0) de f . Soit z0 P Dp0, Rq. Alors
pour r � R� |z0| ¡ 0,

Dpz0, rq � Dp0, Rq
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Soit z P Dpz0, rq. Alors soit h � z � z0 de module |h|   r. Par hypothèse,

f :

$'&
'%

Dp0, Rq ÝÑ C

z ÞÝÑ
�8̧

n�0

anz
n

Donc,

fpzq �
�8̧

n�0

anpz0 � hqn �
�8̧

n�0

ņ

k�0

�
n

k



anz

k
0h

n�k

�
�8̧

k�0

��8̧

n�k

�
n

k



anz

n�k
0

�
looooooooooomooooooooooon

�bn

hk par Fubini

Cela conclut.

A) Formule de Cauchy et applications ���

Théorème 9.3.2: Formule de Cauchy

Soit f :

$'&
'%

Dp0, Rq ÝÑ C

z ÞÝÑ
�8̧

n�0

anz
n , avec Ra ¥ R.

Pour tout n P Z, pour tout r P r0 , Rr,

1

2π

» 2π

0
fpreiθqe�inθ dθ �

"
anr

n si n ¥ 0
0 sinon

Démonstration. Soit n P Z.

1

2π

» 2π

0
fpreiθqe�iθn dθ � 1

2π

» 2π

0

�8̧

k�0

ake
ipk�nqθrkloooooomoooooon
�φkpθq

dθ

On va intervertir.

� Méthode 1 : intégration terme-à-terme.
On a bien la convergence simple de la somme.
La somme est continue donc continue par morceaux sur r0 , 2πs.» 2π

0

∣∣∣akeipk�nqθrk∣∣∣ dθ � 2π |ak| rk est le terme général d'une série convergente (comme

r   Ra).

� Méthode 2 : par convergence uniforme.
sup

θPr0 ,2πs
|φkpθq| � |ak| rk est le terme général d'une série convergente donc

¸
φk

converge normalement donc uniformémément sur r0 , 2πs.
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Finalement,

1

2π

» 2π

0
fpreiθqe�iθn dθ �

�8̧

k�0

akr
k

2π

» 2π

0
eipk�nqθ dθlooooooomooooooon
�2πδk,n

Ce qui fournit le résultat.

Proposition 9.3.3: Une conséquence rigide

Soit f P FpC,Cq développable en série entière en 0. Notons

f :

$'&
'%

C ÝÑ C

z ÞÝÑ
�8̧

n�0

anz
n de rayon de convergence in�ni.

Si fpzq � O|z|Ñ�8pzN q, alors f est polynomiale de degré ¤ N .

En particulier si on suppose f bornée, f est constante.

Démonstration. Soit n ¥ N � 1. Pour r ¥ A :

|an| � 1

2πrn

∣∣∣∣» 2π

0
fpreiθqe�inθ dθ

∣∣∣∣
¤ 1

2πrn

» 2π

0
MrN1 dθ

¤ M

rn�N
ÝÝÝÝÑ
rÑ�8 0

Donc pour n ¡ N , an � 0 et f est polynomiale de degré ¤ N .

Proposition 9.3.4: Autre propriété de rigidité

Soit f :

$'&
'%

Dp0, Rq ÝÑ C

z ÞÝÑ
�8̧

n�0

anz
n avec Ra ¥ R. Alors :

� Si |fp0q| est un maximum local de |f | alors f est constante.

� Plus généralement, si |f | admet un maximum sur Dp0, Rq, f est constante.

Démonstration. � Supposons que |fp0q| est un maximum local de |f |.
Soit 0   δ   R tel que pour tout z P Dp0, δq, |fpzq| ¤ |fp0q|. Pour tout r P r0 , δs,

|a0| � |fp0q| � 1

2π

∣∣∣∣» 2π

0
fpreiθqdθ

∣∣∣∣
p1q
¤ 1

2π

» 2π

0

∣∣∣fpreiθq∣∣∣ dθ
p2q
¤ 1

2π

» 2π

0
|a0| dθ � |a0|
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Ainsi p1q et p2q sont des égalités.
Comme p1q est une égalité, pour r P r0 , δs, θ ÞÑ fpreiθq prend ses valeurs sur une
demi-droite issue de 0 et elle est de module constant égal à a0.
Ainsi, f est constante sur Dp0, Rq et par unicité du DSE, f est constante sur Dp0, Rq.

� Supposons désormais que |f | admet un maximum en z0 P Dp0, Rq.
Soit r � R � |z0|. On a déjà montré que φz0 : z ÞÝÑ fpz0 � zq est DSE sur Dp0, rq.
De plus |φz0 | admet un maximum en 0. D'après le point précédent,

φz0 est constante sur Dp0, rq

C'est-à-dire que f est constante sur Dpz0, rq.
Il reste à montrer que f est constante sur tout le disque Dp0, Rq.
Posons Ω � f�1ptfpz0quq � Dp0, Rq est un fermé par continuité de f , mais c'est aussi
un ouvert. En e�et si z1 P Ω, |fpz1q| � |fpz0q| � max

Dp0,Rq
|f | donc on dispose de r1 ¡ 0,

f � fpz0q sur Dp0, r1q.
Ω est donc ouvert et fermé non-vide dans Dp0, Rq connexe par arcs donc connexe
d'après le Théorème 6.4.6. Ainsi, Ω � Dp0, Rq.

B) Intégrale sur un cercle et applications ��

Théorème 9.3.5: Intégration sur un cercle

Soit f :

$'&
'%

Dp0, Rq ÝÑ C

z ÞÝÑ
�8̧

n�0

anz
n . Soit r   R. Pour tout z P Dp0, rq,

fpzq � 1

2π

» 2π

0

fpreiθq
reiθ � z

reiθ dθ

Démonstration. Il s'agit de nouveau d'un problème d'interversion série / intégrale.

Soit r   R et z P Dp0, rq. On a
∣∣∣z
r

∣∣∣   1 d'où

Ipzq � 1

2π

» 2π

0

e�iθ

r

fpreiθq
1� z

r e
�iθ

reiθ dθ

� 1

2π

» 2π

0

�8̧

n�0

fpreiθq
�z
r
e�iθ

	n
looooooooomooooooooon

�φnpθq

dθ

f est continue sur Dp0, rq donc bornée par ∥f∥8,r.
D'où pour tout n P N,

sup
θPr0 ,2πs

|φnpθq| � ∥f∥8,r
∣∣∣z
r

∣∣∣n t.g. d'une série CV
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D'onc
¸
φn converge normalement et uniformément sur r0 , 2πs et

Ipzq �
�8̧

n�0

�z
r

	n 1

2π

» 2π

0
fpreiθqe�inθ dθlooooooooooooomooooooooooooon
�anzn

�
�8̧

n�0

anz
n � fpzq

Proposition 9.3.6: Une caractérisation des fonctions DSE

Soit pfnqnPN développable en série entière sur Dp0, Rq. Supposons que pour tout
r   R, pfnqn converge uniformément sur Dp0, rq vers f . Alors, f est développable
en série entière.

Démonstration. Soit 0   r   R et z P Dp0, rq.
Pour tout n P N, fnpzq � 1

2π

» 2π

0

fnpreiθqreiθq
reiθq � zloooooomoooooon
�gnpθq

dθ p�q.

Par hypothèse, pgnq converge uniformément sur r0 , 2πs vers g : θ ÞÝÑ fpreiθqreiθq
reiθq � z

. On en

déduit que : » 2π

0
gnpθq dθ ÝÝÝÝÑ

nÑ�8

» 2π

0
gpθq dθ

Ainsi par limite dans p�q,

@z P Dp0, rq, fpzq � 1

2π

» 2π

0

fpreiθq
reiθ � z

reiθ dθ

Comme f est continue sur Dp0, rq (comme limite uniforme de fonctions continues), l'inter-
version ci-dessus s'applique de nouveau et :

fpzq �
�8̧

n�0

�
1

2πrn

» 2π

0
fpreiθqe�inθ dθ

�
zn

et f est DSE.

Proposition 9.3.7: Composée de fonctions DSE

Soit f une fonction développable en série entière sur Dp0, R0q.
Soit g une fonction développable en série entière sur Dp0, Rq � Dp0, R0q.
Alors f � g est développable en série entière sur Dp0, Rq.

Démonstration. Pour tout z P Dp0, Rq, comme gpzq P Dp0, R0q,

f � gpzq �
�8̧

n�0

anpgpzqqn
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Par produit de Cauchy, pour tout n P N, gn � g � � � � � g est DSE sur Dp0, Rq. Par
combinaison linéaire, Sn �

ņ

k�0

akg
k est DSE.

De plus, f � g est limite simple quand nÑ �8 de Sn. Il reste donc, d'après la proposition
précédente, à montrer la convergence uniforme de pSnq sur Dp0, rq avec r   R. Soit donc
r   R.
Posons ρ � sup

Dp0,rq
|g|, atteint par continuité de g sur le compact Dp0, rq. De plus, gpDp0, rqq �

Dp0, R0q donc ρ   R0.
Or,

¸
anz

n converge normalement sur Dp0, ρq (car ρ   R0), donc

sup
zPDp0,rq

|anpgpzqqn| � |an| ρn

et
¸

|an| ρn converge. Ainsi,
¸
ang

n converge normalement donc uniformément sur Dp0, rq,
et pSnq converge ainsi uniformément sur le disque fermé Dp0, rq. On conclut.

IV) Compléments divers

A) Caractérisation des fonctions C8 par majoration des dérivées ��

Théorème 9.4.1: CNS pour que f soit DSE

Une fonction f de classe C8 est développable en série entière en 0 si et seulement

si il existe pa,Mq P pR��q2 et un voisinage V de 0 tels que

@x P V,@n P N,
∣∣∣f pnqpxq∣∣∣ ¤Mann!

Démonstration. ð : Supposons qu'on dispose de pa,Mq P pR��q2 et d'un voisinage V
de 0 tels que

@x P V,@n P N,
∣∣∣f pnqpxq∣∣∣ ¤Mann!

Soit δ ¡ 0 maximal tel que s�δ , δr � V . Par inégalité de Taylor-Lagrange, pour
n P N, ∣∣∣∣∣fpxq � ņ

k�0

f pkqp0q
k!

xk

∣∣∣∣∣ ¤ |x|n�1

pn� 1q! sup
xPs�δ ,δr

∣∣∣f pn�1qpxq
∣∣∣

¤ |x|n�1

pn� 1q!Man�1pn� 1q! � p|x| aqn�1M

Ainsi pour |x|   min

�
δ,
1

a



,

ņ

k�0

f pkqp0q
k!

xk ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 fpxq
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ñ : Supposons f DSE. Soit δ ¡ 0 et panq P CN tel que @x P s�δ , δr , fpxq �
�8̧

n�0

anx
n

où Ra ¥ δ ¡ 0.

Par dé�nition de Ra,

�
an

�
δ

2


n

n

est bornée. Donc pour tout n P N, |an| ¤�
2

δ


n
M .

Or pour tout n P N, pour tout x P
�
�δ
4
,
δ

4

�
,

∣∣∣f pnqpxq∣∣∣ � ∣∣∣∣∣�8̧
k�n

ak
k!

pk � nq!x
k�n

∣∣∣∣∣
IT¤ M

�8̧

k�n
|ak|

k!

pk � nq! |x|
k�n

¤M

�
2

δ


n �8̧

k�n

k!

pk � nq!
�
2

δ
|x|


k�n

¤Mn!

�
2

δ


n 1�
1� �

2
δ |x|

��n�1

¤Mn!

�
2

δ


n
2n�1 � 2Mn!

�
4

δ


n

ce qui conclut.

B) Principe des zéros isolés �

Théorème 9.4.2: Principe des zéros isolés

Soit f :

$'&
'%

Dp0, Rq ÝÑ C

z ÞÝÑ
�8̧

n�0

anz
n non-nulle avecR ¡ 0 le rayon de convergence.

Si on dispose de z0 P Dp0, Rq tel que fpz0q � 0, alors il existe δ ¡ 0 tel que
Dpz0, δq � Dp0, Rq et f|Dpz0,δq ne s'annule qu'en z0.

Démonstration. Pour r � R� |z0| P R��,

f̃ :

"
Dp0, rq ÝÑ C
h ÞÝÑ fpz0 � hq est DSE

On a f̃p0q � 0 et f̃phq �
�8̧

n�1

bnh
n.

� Soit N � min tn P N�, bn � 0u. Justi�ons l'existence d'un tel N .
Supposons par l'absurde que pour tout n P N, bn � 0. Alors f̃ est nulle sur Dp0, rq,
f � 0 sur Dpz0, rq.
On montre maintenant que f est nulle sur Dp0, Rq.
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� Si 0 P Dpz0, rq, alors par unicité du DSE, f � 0.

� Sinon, on pose z1 � z0 � r

2

z0
|z0|

et r1 � R � |z1| � 3

2
r. D'une telle manière,

z1 P Dpz0, rq et donc f est nulle au voisinage de z1. Par le même argument,
f � 0 sur Dpz1, r1q.

� On construit une suite strictement croissante rk �
�
3

2


k
r et une suite pzkqkPN P

Dpz0, rqN.
En un nombre �ni d'étapes, on a 0 P Dpzk, rkq et donc f � 0, absurde.

� Soit donc un tel N . Alors

f̃phq � bNh
N � hN�1

�8̧

k�N�1

bkh
pk�pN�1qq

� hN p bNloomoon
�0

�εphqq où εphq ÝÝÝÑ
hÑ0

0

Alors, on dispose de δ ¡ 0 tel que bN � εphq � 0 pour h P Dp0, δq.
� Ainsi, sur Dp0, δq, f̃ ne s'annule qu'en 0. Sur Dpz0, δq, f ne s'annule qu'en z0.

Corollaire 9.4.3: Finitude des zéros sur un disque fermé

Soit f développable en série entière non-identiquement nulle, de rayon de conver-
gence R ¡ 0.
Soit r   R, alors f a un nombre �ni de zéros sur Dp0, rq.

Démonstration. Si f a un nombre in�ni de zéros dans Dp0, rq, on note pxnq ces zéros deux-
à-deux distincts.
Cetet suite est bornée, donc par le théorème de Bolzano-Weierstrass, on extrait pznq
de pxnq qui converge vers z8 P Dp0, rq � Dp0, Rq.
Alors par continuité de f , fpz8q � 0. Mais par principe des zéros isolés, on trouve δ ¡ 0
tel que f ne s'annule pas sur Dpz0, δqz tz0u. Cela contredit le fait que pz8q est une valeur
d'adhérence de pxnq.
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Chapitre 10

Probabilités

I) Lois usuelles ����
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II) Espérance

On considère pΩ, T ,Pq un espace probabilisé.

A) Lemmes de Borel-Cantelli ���

Dé�nition 10.2.1: Limite supérieure

Soit pAnqnPN P T N. On appelle "limite supérieure de pAnq" l'évènement :

B � lim sup An �
£
nPN

�¤
k¥n

Ak

�
� tω P Ω, ω est dans une in�nité de Aku

Il est évident que B � lim sup An P T , pourquoi ?

Lemme 10.2.2: Borel-Cantelli faible

Soit pAnqnPN P T N.
Si

¸
PpAkq converge, alors Pplim sup Anq � 0.

Démonstration. On pose Bn �
¤
k¥n

Ak. pBnq est décroissante donc par continuité décrois-

sante des probabilités, PpBq � lim
nÑ�8PpBnq.

Or, PpBnq � P

�¤
k¥n

Ak

�
¤

�8̧

k�n
PpAkq ÝÝÝÑ

nÑ8 0.

Lemme 10.2.3: Borel-Cantelli fort

Soit pAnqnPN P T N.
Si

¸
PpAkq diverge et que les pAkq sont indépendants, alors Pplim sup Anq � 1.

Démonstration. On montre que PpBq � 0. B �
¤
nPN

£
k¥n

Akloomoon
Cn

.

Par indépendance des pAkqk, pour tout N ¥ n,

P

�
N£
k�n

Ak

�
�

N¹
k�n

PpAkq

Par continuité décroissante, on fait tendre N Ñ �8,

PpCnq � lim
NÑ�8

P

�
N£
k�n

Ak

�
� lim

NÑ�8

N¹
k�n

PpAkq �
�8¹
k�n

p1� PpAkqq
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Or, x ÞÑ e�x est convexe donc e�x ¥ 1� x (tangente en 0). D'où :

PpCnq ¤ lim
NÑ�8

N¹
k�n

e�PpAkq � lim
NÑ�8

e�
°N

k�n PpAkq � 0

Comme pour tout n P N, Cn est négligeable, B �
¤
nPN

Cn aussi et PpBq � 1.

B) Majoration ����

Proposition 10.2.4

Si XpΩq � N, et EpXq   �8, PpX ¥ nq � onÑ�8

�
1

n



.

Démonstration.
�8̧

k�0

kPpX � kq   �8. Or pour tout n P N,

nPpX ¥ nq �
�8̧

k�n
nPpX � kq ¤

�8̧

k�n
kPpX � kq � Rn�1 ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 0

C) Séries de variables aléatoires ��

Lemme 10.2.5

Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs dans R. Si a P R,

Ep1X¥aq � PpX ¥ aq

Démonstration. Immédiate.

Proposition 10.2.6

Considérons pXnq une suite de variable aléatoires discrètes, telle que pour n P
N, XnpΩq � N. Alors Z �

�8̧

n�0

Xn est une variable aléatoire discrète et dans

R� Y t�8u,
EpZq �

�8̧

n�0

EpXnq

Démonstration. Montrons tout d'abord que Z est une variable aléatoire discrète. On note
Sn les sommes partielles.
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� ZpΩq � NY t�8u

� pZ � kq � pDn P N�, Sn � k,@j ¥ n�1, Xj � 0q �
¤
nPN�

�
pSn � kq X

�8£
j�n�1

pXj � 0q
�
P

T .

De plus, pZ � �8q �
£
nPN�

pDN ¥ n,XN � 0q �
£
nPN�

�8¤
N�n

pXn � 0q P T .

Montrons maintenant que EpZq �
�8̧

n�0

EpXnq P R� Y t�8u.

� S'il existe j P N, EpXjq � �8. Comme Z ¥ Xj , EpZq � �8.

� Supposons désormais que pXnqnPN P pL1qN.

� Posons Sn �
ņ

k�1

Xk.

Si EpZq   �8, EpSnq ¤ EpZq d'où
ņ

j�0

EpXjq ¤ EpZq   �8 d'où la conver-

gence.

� Si
ņ

j�0

EpXjq   �8,
ņ

j�0

EpXjq � EpSnq �
ņ

k�1

PpSn ¥ kq.

A k �xé, pSn ¥ kqnPN est donc une suite croissante d'évènements. Donc :

lim
nÑ�8PpSn ¥ kq � P

�¤
nPN

pSn ¥ kq
�
� PpZ ¥ kq

Or pour tout p P N�,
ņ

j�0

EpXjq ¥
p̧

k�1

PpSn ¥ kq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8

p̧

k�1

PpZ ¥ kq.

Par conservation des inégalités à la limité,
�8̧

j�0

EpXjq ¥
p̧

k�1

PpZ ¥ kq.

Ceci étant vrai pour tout p P N�, par convergence de la série
¸
k¥1

PpZ ¥ kq,

�8̧

j�0

EpXjq ¥
�8̧

k�1

PpZ ¥ kq � EpZq

Un cas particulier d'application est le cas où pXnq � p1Anq où pAnq P T N.

D'après ce qui précède, pour ω P Ω, si Z8pωq �
�8̧

n�0

1Anpωq � |n P N, ω P An| P NYt�8u.

E pZ8q �
�8̧

n�0

PpAnq

III) Inégalités probabilistes

A) Concentration ���

Les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tcheybychev sont au programme.
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Proposition 10.3.1

Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs dans R� telle que X P L2 et
EpX2q ¡ 0. Alors :

PpX ¡ 0q ¥ EpXq2
EpX2q

Démonstration. On écrit comme XpΩq � R�, X � X1X¡0. Par Cauchy-Schwarz,

EpXq2 ¤ EpX2qEp1X¡0q � EpX2qPpX ¡ 0q

Proposition 10.3.2

Soit X P L2 avec EpX2q ¡ 0. Soit λ P r0 , 1s. Alors :

PpX ¥ λEpXqq ¥ p1� λq2EpXq2
EpX2q

Démonstration. On décompose X ainsi, en posant m � EpXq : X � X1X¥λm�X1X λmloooomoooon
 λm

.

Alors, m ¤ EpX1X¥λmq � λm
Ainsi, p1� λqm ¤ EpX1X¥λmq. Ainsi :

p1� λq2m2 ¤ EpX1X¥λmq2 ¤
CS

EpX2qPpX ¥ λmq

B) Somme de variables aléatoires ����

Théorème 10.3.3

Soit pXnqnPN une suite de variables aléatoires discrètes indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.), centrées à valeurs dans r�1 , 1s.
Soit Sn �

ņ

i�1

Xi. Alors :

@a ¡ 0,Pp|Sn| ¡ aq ¤ 2 exp

�
� a

2

2n




Démonstration. Démonstration assez longue, en plusieurs étapes.
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1. Montrons que @pt, xq P R� r�1 , 1s , e�tx ¤ 1� x

2
et � 1� x

2
e�t.

On remarque que
1� x

2
p�tq� 1� x

2
t � xt. Or

1� x

2
� 1� x

2
� 1. Ainsi par convexité

de l'exponentielle,

etx ¤ 1� x

2
et � 1� x

2
e�t

2. Montrons que @t P R�,EpetSnq ¤ exp

�
nt2

2



.

@i P N�,@ω P Ω, etXipωq ¤ 1�Xipωq
2

et � 1�Xipωq
2

e�t

Par croissance et linéarité de l'espérance,

EpetXiq ¤ 1�
�0hkkikkj

EpXiq
2

e�t � 1�
�0hkkikkj

EpXiq
2

et � e�t � et

2
� chptq

D'où EpetSnq � E

�
n¹
j�1

etXj

�
�

n¹
j�1

EpetXj q ¤ chptqn par indépendance.

Or montrons qu'on a l'inégalité classique chptq ¤ e
t2

2 .

3. Montrons que @t P R, chptq ¤ e
t2

2 .

chptq �
�8̧

n�0

t2n

p2nq! et e
t2

2 �
�8̧

n�0

t2n

2nn!

Or p2nq! �
2n¹
k�1

k ¥
n¹
k�1

p2kq � 2nn! d'où
t2n

p2nq! ¤
t2n

2nn!
et en sommant, on obtient

l'inégalité souhaitée.

4. Montrons que @a ¡ 0,Pp|Sn| ¥ aq ¤ 2 exp

��a2
2n



.

Pp|Sn| ¥ aq � PpSn ¥ aq � PpSn   �aq � PpSn ¥ aq � Pp�Sn ¥ aq
Par stricte croissance de exp,

@t ¡ 0,PpSn ¥ aq � PpetSn ¥ etaq ¤ EpetSnq
eta

par Markov

d'où PpSn ¥ aq ¤ exp

�
nt2

2
� ta



. Or

nt2

2
� ta est minimal en

a

n
.

Ainsi, PpSn ¥ aq ¤ exp

��a2
2n



.

Pour majorer, PpSn ¥ aq, on remarque que �Sn �
ņ

j�1

p�Xjq où les p�Xjqj véri�ent

les mêmes hypothèses.

D'où Pp�Sn ¥ aq ¤ exp

��a2
2n



et ainsi Pp|Sn| ¥ aq ¤ 2 exp

��a2
2n



.

On peut montrer par exemple, en appliquant ce résultat avec a � εn,

@ε ¡ 0,P
�
Sn
n
¥ ε



¤ exp

�
�ε

2n

2
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Théorème 10.3.4

Soit pXnqnPN une suite de variables aléatoires discrètes i.i.d. centrées avec |Xn| ¤
cn. Soit Sn �

ņ

i�1

Xi. Alors :

@a ¡ 0,Pp|Sn| ¡ aq ¤ 2 exp

�
� a2

2
°n
k�1 c

2
k




Démonstration. On applique ce qui précède avec X̃n � Xn

ck
. Laissé en exercice.

C) Théorème de Weierstrass ��

Théorème 10.3.5: Weierstrass

L'ensemble des fonctions polynomiales sur ra , bs est dense dans
pC0pra , bs ,Kq, ∥�∥8q.

Démonstration. Avec les polynômes de Bernstein

� On le montre d'abord pour f P C0pr0 , 1s ,Rq.
On pose BnpXq �

ņ

k�0

�
n

k



f

�
k

n



Xkp1�Xqn�k.

On remarque qu'en suite, si les pXiq suivent une loi de Bernoulli de paramètre

p P r0 , 1s, Sn �
ņ

i�1

Xi � Binpn, pq, et alors :

Bnppq �
ņ

k�0

�
n

k



f

�
k

n



pkp1� pqn�k � E

�
Sn
n




d'après la formule de transfert.
Soit ε ¡ 0. f étant continue sur le segment r0 , 1s, elle y est uniformément continue
d'après le théorème de Heine, donc on dispose de δ ¡ 0 tel que

@px, yq P r0 , 1s2 , |x� y| ¤ δ ñ |fpxq � fpyq|   ε
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Ainsi on a :

|Bnppq � fppq| �
∣∣∣∣∣ ņ

k�0

�
n

k



pkp1� pqn�k

�
f

�
k

n



� fppq


∣∣∣∣∣
�

¸
kPv0 ,nw
| kn�p| δ

�
n

k



pkp1� pqn�k

looooooooooooooomooooooooooooooon
�1

ε�
¸

kPv0 ,nw
| kn�p|¥δ

∣∣∣∣f �kn


� fppq

∣∣∣∣PpSn � kq

¤ ε� 2 ∥f∥8
¸

kPv0 ,nw
| kn�p|¥δ

P
�
Sn
n
� k

n




� ε� 2 ∥f∥8 P

�
�����

§
kPv0 ,nw
| kn�p|¥δ

�
Sn
n
� k

n



�
����
� ε� 2 ∥f∥8 P

�∣∣∣∣Snn � p

∣∣∣∣ ¥ δ




¤ ε� 2 ∥f∥8
VpX1q
nδ2

� ε� 2 ∥f∥8
pp1� pq
nδ2

Ansi sup
xPr0 ,1s

|Bnppq � fppq| ¤ ε� ∥f∥8
2nδ2

(car pp1� pq ¤ 1

4
).

On dispose alors de N0 P N, tel que pour n ¥ N0, sup
xPr0 ,1s

|Bnppq � fppq| ¤ 2ε.

� Pour montrer le théorème sur ra , bs, on compose par :

t ÞÑ p1� tqa� tb et x ÞÑ x� a

b� a

D) Convergence presque-sûre et loi des grands nombres ��

La loi faible des grands nombres est supposée connue et est au programme.
Il en existe une version "forte" qui demande d'introduire un nouveau mode de convergence
des probabilités : la convergence "presque sûre".

Dé�nition 10.3.6: Convergence presque-sûre

Soit pXnqnPN une suite de variables aléatoires discrètes à valeurs dans R�.
On dit que pXnqnPN converge presque sûrement vers X une variable aléatoire dis-
crète si :

P
�
Xn ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 X



� P

� £
kPN�

¤
NPN

£
n¥N

�
|Xn �X| ¤ 1

k


�
� 1

On note dans ce cas Xn
p.s.ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 X.
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Lemme 10.3.7: Convergence de série et convergence presque sûre

Soit pYnqnPN une suite de variables aléatoires discrètes à valeurs dans R�.
Si pour tout ε ¡ 0, la série

¸
Pp|Yn| ¡ εq converge, alors Yn p.s.ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 0.

Démonstration. Dans ce cas, P

�£
NPN

¤
n¥N

p|Yn| ¡ εq
�
� 0. Ainsi pour tout ε ¡ 0,

P

�¤
NPN

£
n¥N

p|Yn| ¤ εq
�
� 1

Finalement,

P
�
Xn ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 X



� P

� £
kPN�

¤
NPN

£
n¥N

�
|Yn| ¤ 1

k


�
� 1

Théorème 10.3.8: Loi forte des grands nombres, version L4

Soit pXnqnPN� P
�
L4

�N
indépendantes identiquement distribuées. Alors,

1

n

ņ

k�1

Xk
p.s.ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 EpX1q � m

Démonstration. Quitte à poser X̃k � Xk�m, on suppose que les Xk, k P N� sont centrées.

Posons Yn � 1

n

ņ

k�1

Xk. Alors, par inégalité de Markov,

Pp|Yn| ¥ εq � Pp|Yn|4 ¥ ε4q ¤ E
�
Y 4
n

�
ε4

Mais

E
�
Y 4
n

� � 1

n4
E

�
��

ņ

k�1

Xk

�4
�



� 1

n4
E

� ¸
1¤i1,i2,i3,i4¤n

Xi1Xi2Xi3Xi4

�

� 1

n4

¸
1¤i1,i2,i3,i4¤n

E pXi1Xi2Xi3Xi4q

� 1

n4
�
n2EpX4

1 q � 3npn� 1qEpX2
1 q2

�
� O

�
1

n2




Ainsi
¸

Pp|Yn| ¥ εq converge. D'après le Lemme précédent, Yn
p.s.ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 0.
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Ţ

j�1

Xj 263

Ce résultat est néanmoins valable si les variables ne sont supposées que L1 ! La dé-
monstration pour le cas L2 reste accessible au niveau prépa.

IV) Série génératrice de S �
Ţ

j�1

Xj ���

On considère pXnqnPN i.i.d. à valeurs dans N, et T une variable aléatoire indépendante
des pXnq à valeurs dans N.

Posons S :

$'&
'%

Ω ÝÑ N

ω ÞÝÑ
T pωq¸
j�1

Xjpωq et pour n P N�, Sn �
ņ

k�1

Xk.

Lemme 10.4.1: S est une variable aléatoire

S est une variable aléatoire discrète à valeurs dans N.

Démonstration. D'une part, SpΩq � N. De plus, pour n P N,

pS � nq �
�8¤
k�0

pS � nq X pT � kq �
�8¤
k�0

pT � kq X pSk � nq P T

par dé�nition de Sk.

Lemme 10.4.2: Loi de S

@n P N,PpS � nq �
¸
kPN

PpSk � nqPpT � kq

Démonstration.

PpS � nq �
¸
kPN

PpS � n, T � kq

�
¸
kPN

PpSk � n, T � kq

�
¸
kPN

PpSk � nqPpT � kq par lemme des coalitions

Proposition 10.4.3: Fonction génératrice de S

GS � GT �GX1
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Démonstration. Pour tout t P r0 , 1s,

GSptq �
¸
nPN

PpS � nqtn

�
¸
nPN

¸
kPN

PpSk � nqPpT � kqtn par la loi de S

�
¸
kPN

PpT � kq
¸
nPN

PpSk � nqlooooooomooooooon
�GSk

ptq�pGX1
ptqqk

tn

� GT pGX1ptqq

D'où le résultat souhaité.

Corollaire 10.4.4: Espérance

Si T,X P L1,
EpSq � EpT qEpXq

Démonstration. Comme T,X P L1, GT et GX sont dérivables en 1. De plus GXp1q � 1.
Donc GS est dérivable en 1. Ainsi, S P L1.
Ainsi EpSq � G1

Sp1q � G1
Xp1qG1

T pGXp1qloomoon
�1

q. D'où EpSq � EpT qEpXq.
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V) Processus stochastiques et temps d'arrêt

A) Le pile ou face ���

A.1 Pile-pile ou face-face

Soit pXnqnPN� une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées suivant une loi de Bernoulli de paramètre
1

2
. Posons

T :

$&
%

Ω � t0, 1u ÝÑ N� Y t�8u
ω ÞÝÑ

"
min tk P N�, Xk�1pωq � 1 et Xkpωq � 1u si non-vide
�8 sinon

Il s'agit du temps d'arrêt associé à la séquence "pile-pile".

Lemme 10.5.1: T est une variable aléatoire

T est une variable aléatoire discrète à valeurs dans N� Y t�8u.

Démonstration. On a T pΩq � N� Y t�8u. De plus pour k P N�,

pT � kq � pXk � 1q X pXk�1 � 1q X
k�1£
j�2

pXj � 1, Xj�1 � 1q P T

et pT � �8q �
�8£
j�2

pXj � 1, Xj�1 � 1q P T .

Proposition 10.5.2: Relation de récurrence sur PpT � kq

Posons, pour k P N�, pk � PpT � kq. Alors :
$''&
''%

p1 � 0

p2 � 1

4

pk � 1

2
pk�1 � 1

4
pk�2 pour k P N�

Démonstration. On conditionne selon X1.

� p1 � PpT � 1q � 0 et PpT � 2q � PpX1 � X2 � 1q � 1

4
.

� Soit k ¥ 3. D'après la formule des probabilités totales,

PpT � kq � PpT � k,X1 � 1q�PpT � k,X1 � 0q � PpT � k,X1 � 1, X2 � 0q�PpT � k,X1 � 0q

� On montre que PpT � k,X1 � 0q � 1

2
pk�1. En voici une explication intuitive :

si on a obtenu face au premier lancer ; dans ce cas il reste pk � 1q lancers où il
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faut obtenir le premier "double pile" au bout du pk � 1q-ème, ce qui se produit
avec une probabilité valant pk�1. On a donc :

PpT � k,X1 � 0q � PpT � k | X1 � 0qPpX1 � 0q � pk�1 � 1

2

Voici néanmoins une rédaction plus formelle : posons X̃k � Xk�1 pour k ¥ 1, et
T̃ le temps d'arrêt associé aux pX̃kq. Pour k ¥ 1, X̃k et X1 sont indépendants
(car les pXnq le sont). Ainsi T̃ et X1 sont indépendants (vue l'expression de
pT̃ � kq en fonction des pX̃kq). Donc :

PpT � k,X1 � 0q � PpT̃ � k � 1, X1 � 0q

En e�et les évènements pT � k,X1 � 0q et pT̃ � k � 1, X1 � 0q sont égaux :
comme k ¥ 3, en supprimant le premier lancer �xé, on attend un tour de moins
pour obtenir "pil-pile" en commençant au second lancer.
Par indépendance,

PpT � k,X1 � 0q � PpT̃ � k � 1, X1 � 0q � PpT̃ � k � 1qPpX1 � 0q

Or, T et T̃ suivent la même loi (il su�t d'écrire les évènements, et d'utiliser
l'indépendance des pXnq pour l'obtenir). Donc :

PpT � k,X1 � 0q � PpT � k � 1qPpX1 � 0q � 1

2
pk�1

� On montre maintenant que PpT � k,X1 � 1, X2 � 0q � 1

4
pk�2. On a obtenu

pile au premier lancer. Dans ce cas, on a forcémént obtenu face au deuxième

(sinon T � 2), donc avec une probabilité de
1

2
. Puis, il reste pk � 2q lancers, et

le premier "double pile" doit arriver au bout du pk � 2q-ème. Ceci se produit
avec une probabilité valant pk�2. Donc :

PpT � k,X1 � 1, X2 � 0q � PpT � k | X1 � 1qPpX1q � 1 �
�
1

2
pk�2



1

2
� 1

4
pk�2

On propose également une rédaction formelle, en posant comme précédemment
X̂k � Xk�2 et T̂ le temps d'arrêt associé. Les pX̂kqk¥1 sont indépendants de X1

et X2. Par indépendance,

PpT � k,X1 � 1, X2 � 0q � PpT̂ � k � 2, X1 � 0, X2 � 0q
� 1

4
PpT̂ � k � 2q

� 1

4
PpT � k � 2q

D'où PpT � kq � 1

2
PpT � k � 1q � 1

4
PpT � k � 2q.

Finalement on a pk � 1

2
pk�1 � 1

4
pk�2.
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Corollaire 10.5.3: Le jeu s'arrête presque sûrement

L'évènement pT   �8q est presque sûr.

Démonstration. PpT   8q �
�8̧

k�1

pk. Posons s �
�8̧

k�1

pk �
�8̧

k�2

pk. On somme la relation de

récurrence pour k ¥ 3 :

�8̧

k�3

pk � 1

2
s� 1

4
s d'où s� 1

4
� 3

4
s donc s � 1

Ainsi PpT   8q � s � 1.

Corollaire 10.5.4: Espérance

EpT q � 6

Démonstration. EpT q �
�8̧

k�2

kPpT � kq �
�8̧

k�1

kPpT � kq comme PpT � 8q � 0.

EpT q � 2
1

4
�

�8̧

k�3

kpk � 1

2

�8̧

k�2

pk � 1qpk � 1

4

�8̧

k�1

pk � 2qpk.

Ainsi, EpT q � 2
1

4
� 1

2
EpT q � 1

2
� 1

4
EpT q � 1

2
et EpT q � 6.

A.2 Pile-face ou face-pile

Avec les mêmes pXnqnPN� , on pose cette fois :

T :

$&
%

Ω � t0, 1u ÝÑ N� Y t�8u
ω ÞÝÑ

"
min tk P N�, Xk�1pωq � 0 et Xkpωq � 1u si non-vide
�8 sinon

Il s'agit du temps d'arrêt associé à la séquence "pile-face".

Lemme 10.5.5: T est une variable aléatoire

T est une variable aléatoire discrète à valeurs dans N� Y t�8u.

Démonstration. Laissée en exercice.
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Proposition 10.5.6: Relation de récurrence sur PpT � kq

Notons pour k P N�, qk � PpT � kq. Alors :

@k ¥ 1, qk � k � 1

2k

Démonstration. PpT � 1q � 0 et PpT � 2q � 1

4
de même.

Soit k ¥ 3. Avec les notations utilisées dans les démonstrations précédentes,

PpT � kq � PpT � k,X1 � 0q � PpT � k,X1 � 1q

On a comme précédemment PpT � k,X1 � 0q � PpT̃ � k � 1q � 1

2
� 1

2
qk�1.

De plus, PpT � k,X1 � 0q � PpX1 � � � � � Xk�1 � 0, Xk � 1q � 1

2k
par indépendance.

Ainsi,

qk � 1

2
qk�1 � 1

2

En posant vk � 2kqk, on obtient vk � vk�1� 1 et une rapide étude avec les termes initiaux
montre le résultat souhaité.

Corollaire 10.5.7: Espérance

L'évènement pT   �8q est presque sûr.
EpT q � 4.

Démonstration. Laissée en exercice, procéder comme au cas précédent.

B) Marches aléatoires en dimension 1 ���

Soit pXkqkPN� des variables aléatoires de Rademacher i.i.d., de paramètre p.

On pose S0 � 0 et @n P N�, Sn �
ņ

k�1

Xk.

Remarque 10.5.8

@n P N,@ω P t0, 1u , Snpωq � nr2s

Proposition 10.5.9: PpSn � 0q

Pour tout n P N,

PpS2n�1 � 1q � 0 et PpS2n � 0q �
�
2n

n



pnp1� pqn
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Démonstration. Pour tout n P N, PpS2n�1 � 1q � 0.

PpS2n � 0q �
¸

I�v1 ,2nw
|I|�n

P

��£
iPI
pXi � 1q

�
X
�£
iRI
pXi � �1q

��

�
�
2n

n



pnp1� pqn

Introduisons pour la suite

F :

$'&
'%

R ÝÑ R

x ÞÝÑ
�8̧

n�0

PpSn � 0qxn � p1� 4pp1� pqx2q� 1
2

de rayon de convergence ¥ 1 car
�8̧

n�0

PpSn � 0q   �8 Posons également la variable

aléatoire

T0 :

$&
%

Ω ÝÑ N� Y t�8u
ω ÞÝÑ

"
min tk P N�, Xk�1pωq � 1 et Xkpωq � 0u si cet ensemble est non-vide
�8 sinon

Et la fonction

G :

$'&
'%

R ÝÑ R

x ÞÝÑ
�8̧

n�1

PpT0 � nqxn

de rayon de convergence ¥ 1 car
�8̧

n�1

PpT � nq � PpT0   �8q ¤ 1.

Proposition 10.5.10: Temps du premier retour en 0

Gpxq � 1�
a
1� 4pp1� pqx2

On en déduit alors que PpT0 � 2nq � p2p2n� 1qq!
24n�1p2nq!p2n� 1q! .

Démonstration. On établit une équation reliant F pxq et Gpxq. Pour cela, on va exprimer
F en fonction de G, c'est-à-dire qu'on exprime PpSn � 0q en fonction de T0.
Soit n ¥ 1. On a comme précédemment :

PpSn � 0q �
ņ

k�1

PpSn � 0, T0 � kq

On pose pour l ¥ 1, X̃l � Xk�l. Comme précédemment, les pX̃lq sont i.i.d. et suivent la
même loi que les pXnqn.

De plus les pX̃lqlPN� sont indépendantes de x1. Par lemme des coalitions les S̃l �
ļ

p�1

X̃p
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sont indépendants de X1, . . ., Xk.
De plus T est indépendante des pS̃lq car

@k P N�, pT � kq �
�
k�1£
j�1

pSj � 0q
�
X pSk � 0q

Finalement

PpSn � 0q �
ņ

k�1

Pp ˜Sn�k � 0, T0 � kq

�
ņ

k�1

Pp ˜Sn�k � 0qPpT0 � kq par indépendance

�
ņ

k�1

PpSn�k � 0qPpT0 � kq car même loi

�
ņ

k�0

PpSn�k � 0qPpT0 � kq car PpT � 0q � 0

Or pour tout x P s�1 , 1r , F pxq �
�8̧

n�0

PpSn � 0qxn � 1 �
�8̧

n�1

PpSn � 0qxn. Ainsi par
produit de Cauchy,

F pxq � 1� F pxqGpxq
Mais F pxq � p1� 4pp1� pqx2q� 1

2 donc :

Gpxq � 1�
a
1� 4pp1� pqx2

En�n, notons les panq tels que Gpxq �
�8̧

n�0

anx
n.

On a Gpxq � 1�
�8̧

n�0

p�1qn
2nn!

p2pn� 1qq!
2n�1pn� 1q!x

n.

Or pour k P N�, PpT0 � 2kq � a2k d'où le résultat.

Corollaire 10.5.11

pT0   �8q est presque sûr ðñ p � 1

2

On revient presque sûrement en 0 si et seulement si la probabilité est uniforme.

Démonstration. On remarque que PpT0   �8q �
�8̧

n�1

PpT0 � nq � Gp1q. Attention néan-

moins, on n'a pas prouvé que G était continue en 1.

On utilise pour cela le lemme radial d'Abel : Comme
�8̧

n�1

PpT0 � nq   �8, la série¸
PpT0 � nqxn converge normalement donc uniformément sur r�1 , 1s. Ainsi G est conti-

nue sur r�1 , 1s.
On en déduit que pour tout x P r�1 , 1s , Gpxq � 1�

a
4pp1� pqx2.

Ainsi, PpT0   �8q � 1 ðñ 1� 4pp1� pq � 0 ðñ p � 1� p � 1

2
.
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Exercice 11

Soit T1 la variable aléatoire du temps du premier retour en 1. Trouver GT1 .

C) E p|Sn|q pour une marche aléatoire centrée ��

Considérons une marche aléatoire centrée ; c'est-à-dire qu'on prend pXnqn des variables
de Rademacher de paramètre

1

2
.

On pose pour n ¥ 1, Sn �
ņ

j�1

Xj et S0 � 0. On cherche à déterminer Ep|Sn|q.

On pourrait calculer E p|Sn|q avec l'expression de E et la loi de Sn. Néanmoins ces
calculs sont fastidieux.

On suppose connus les résultats :

PpS2n � 0q �
�
2n

n



1

22n
et PpS2n�1 � 0q � 0

Proposition 10.5.12: Relation de récurrence

Pour n P N,
Ep|Sn�1|q � E|Sn|� PpSn � 0q

Démonstration. On écrit que

|Sn�1| � |Sn � 1|1Xn�1�1 � |Sn � 1|1Xn�1��1

Par linéarité de l'espérance, et par indépendance de Sn et Xn�1,

Ep|Sn�1|q � Ep|Sn � 1|qPpXn�1 � 1q�E|Sn � 1|PpXn�1 � �1q � E
�
|Sn � 1|� |Sn � 1|

2




Mais on remarque que pour x P Z,

|x� 1|� |x� 1|
2

� |x|� 1x�0

Ainsi,
Ep|Sn�1|q � Ep|Sn|� 1Sn�0q � Ep|Sn|q � PpSn � 0q

Corollaire 10.5.13: Expression

Ep|Sn|q �
tn�1

2
u¸

k�0

�
2k

k



1

22k
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Démonstration. On procède par téléscopage.

Ep|Sn|q �
n�1̧

k�0

Ep|Sk�1|q � Ep|Sk|q �
�0hkkikkj

Ep|S0|q

�
n�1̧

k�0

PpSk � 0q

�
tn�1

2
u¸

k�0

PpS2k � 0q

�
tn�1

2
u¸

k�0

�
2k

k



1

22k

Proposition 10.5.14: Equivalent en nÑ �8

Ep|Sn|q � 2

c
n

π

Démonstration.

�
2k

k



1

22k
�

�
2k

e


2k?
4πk

� e
k

	2k 1

2πk22k
par Stirling.

Ainsi

�
2k

k



1

22k
� 1?

πk
¥ 0 terme général d'une série divergente. Par théorème de som-

mation des relations de comparaison,

Ep|Sn|q �
ņ

k�0

1?
πk

� 2

c
n

π

D) Chaînes de Markov ��

D.1 Matrices stochastiques

Dé�nition 10.5.15: Matrice stochastique

P P MnpCq est stochastique si ses coe�cients sont positifs et que @j P
v1 , Nw ,

Ņ

i�1

pi,j � 1.

Lemme 10.5.16: Réduction des matrices stochastiques

Soit P PMnpCq stochastique. Alors :
� 1 P SppP q ;
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� SppP q � Bp0, 1q.

Démonstration. D'une part PJ

�
��
1
...
1

�
�
�

�
��
1
...
1

�
�
donc 1 P SppPJq � SppP q.

D'autre part, soit λ P SppP q. Soit X un vecteur propre associé à λ.
Soit i0 P v1 , nw tel que |xi0 | � max

iPv1 ,nw
|xi|. Or PX � λX donc :

@i P v1 , nw , λxk �
ņ

k�1

pi,kxk

Ainsi par inégalité triangulaire, pour i P v1 , nw,

|λ| |xk| ¤
ņ

k�1

|pi,k| |xi0 |

Par dé�nition de i0,

λ ¤
ņ

k�1

|pi,k| �
ņ

k�1

pi,k � 1

D.2 Application probabiliste

Dé�nition 10.5.17: Chaîne de Markov

Soit pXkqkPN� une suite de variables aléatoires discrètes à valeurs dans v1 , Nw.
On dit qu'il s'agit d'une chaîne de Markov si pour tous pi1, . . . , inq P v1 , Nwn,

PpXn � in | X1 � i1, . . . , Xn�1 � in�1q � PpXn � in | Xn�1 � in�1q

On dit qu'il s'agit d'une chaîne de Markov homogène si :

@n ¥ 1,@pi, jq P v1 , Nw2 ,PpXn � i | Xn�1 � jq � PpX1 � i|X0 � jq � pi,j

Dans la suite, on se donne pXkqkPN� une chaîne de Markov homogène. On peut la
représenter ainsi (prendre garde au sens des �èches) :
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Théorème 10.5.18: Matrice associée à une chaîne deMarkov homogène

On dé�nit la matrice associée à la chaîne de Markov homogène pXkqk par :

P � ppi,jq1¤i,j¤N � pPpX1 � i | X0 � jqq1¤i,j¤N PMnpRq

Cette matrice véri�e les propriétés suivantes :

� P est stochastique.

� Si Yn �

�
��

PpXn � 1q
...

PpXn � Nq

�
�
, alors Yn � PnY0. Ainsi la loi de Xn est connue.

Démonstration. � Soit j P v1 , Nw. Alors

Ņ

i�1

pi,j �
Ņ

i�1

PpX1 � i | X0 � jq � P

�
�����

N§
i�1

pX1 � iqlooooomooooon
�Ω

| X0 � j

�
����
� 1

� On a par formule des probabilités totales,

PpXn � iq �
Ņ

j�1

pi,jPpXn�1 � jq

Cela amène immédiatement par produit matriciel Yn � PYn�1 pour n ¥ 1.

On peut donc utiliser la partie sur les matrices stochastiques pour réduire
P . Néanmoins, dans une majorité d'exercices, un cas plus précis se pose :

Proposition 10.5.19: Cas particulier

Soit pXkqkPN� une chaîne deMarkov homogène de matrice associée P . On suppose
que :

� P est diagonalisable.

� E1pP q � VectpX1q.
Alors, Yn ÝÝÝÝÑ

nÑ�8
1°N

j�1rX1sj
X1 P E1pP q.
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Démonstration. On peut écrire P � Q

�
����

1 p0q
λ2

. . .
p0q λN

�
���


loooooooooooomoooooooooooon
�D

Q�1. Ainsi pour k P N,

P k � Q

�
����

1 p0q
λk2

. . .
p0q λkN

�
���
Q�1 ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
Q

�
����

1 p0q
0

. . .
p0q 0

�
���
Q�1 � Π

où Π est la matrice de projection sur E1pP q � VectpX1q parallèlement à
à

λPSppP qzt0u
EλpP q.

Ainsi, Yk � P kY0 ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

ΠY0 P E1pP q par continuité deM ÞÑMX (linéaire en dimension

�nie).
On sait donc que Y8 � lim

kÑ�8
Yk � ΠY0 est de la forme Y8 � αX1. Trouvons ce α.

Posons L � �
1 . . . 1

�
. Alors pour k P N, LYk �

Ņ

j�1

PpYk � jq � 1 donc par continuité

de Z ÞÑ LZ, LY8 � 1.

On en déduit donc que αLY0 � 1 soit α
Ņ

j�1

rX1sj � 1.

Or, α
Ņ

j�1

rX1sj � 0 (sinon on ne peut avoir l'égalité précédente), donc α � 1°N
j�1rX1sj

.
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Chapitre 11

Espaces euclidiens

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace euclidien, c'est-à-dire :

� un R-espace vectoriel ;
� muni d'un produit scalaire x. | .y ;
� de dimension �nie.

On notera ∥�∥ la norme associée à ce produit scalaire, dé�nie par :

@x P E, ∥x∥ �
a
xx | xy

I) Isométries et matrices orthogonales

A) Théorème de Riesz ����

Lemme 11.1.1: Caractérisation d'un produit scalaire comme injectivité

Soit E un R-espace vectoriel, et φ une forme bilinéaire symétrique positive sur E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

� φ est un produit scalaire ;

� θ :

$&
%

E ÝÑ E�

a ÞÝÑ φa :

"
E ÝÑ R
x ÞÝÑ φpa, xq

est injective.

Démonstration. 1. ñ : Soit a P Ker θ. Alors φa � 0E� (on rappelle que E� � L pE,Rq).
En particulier, ∥a∥2 � xa | ay � φapaq � 0 d'où a � 0E .

2. ð : Soit a P Ez t0u. a R Ker θ car θ est injective.
On dispose donc de b P E, φpa, bq � φapbq � 0.
Alors pour tout t P R, ∥ta� b∥2 ¥ 0 soit t2 ∥a∥2 � 2t φpa, bqloomoon

�0

� ∥b∥2 ¥ 0.

Nécessairement ∥a∥2 � 0 sinon on a une application a�ne de degré 1 qui prend donc
des valeurs négatives. Ainsi a � 0.

Ce lemme amène directement le théorème de représentation des formes linéaires dans
un espace euclidien :

277
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Théorème 11.1.2: Théorème de représentation de Riesz

Soit pE, x. | .yq un espace euclidien. Alors, pour tout ψ P E�, il existe un unique
a P E,

ψ � φa :

"
E ÝÑ R
x ÞÝÑ xa | xy

Toute forme linéaire sur un espace euclidien est donc de la forme xa | �y.

B) Adjoint ���

Lemme 11.1.3: Noyau et image de l'adjoint

Soit u P LpEq. Alors :
� Kerpu�q � pImuqK ;
� Impu�q � pKeruqK.

Démonstration.

x P Kerpu�q ðñ u� � 0E�

ðñ @y P E, xu�pxq | yy � 0

ðñ @y P E, xx | upyqy � 0

ðñ @z P Imu, xx | zy � 0

ðñ x P pImuqK

De plus Keru � Kerppu�q�q � Impu�qK donc Keru � �
Impu�qK�� � Imu�.

Lemme 11.1.4: Rang de u� � u

Pour u P LpEq, rgpu� � uq � rg u.

Démonstration. Assez importante.

� D'une part Keru � Kerpu� � uq.
� D'autre part, si x P Kerpu� � uq, u� � upxq � 0 donc

xu� � upxq | xy � 0 soit ∥upxq∥2 � xupxq | upxqy � 0

On en déduit que upxq � 0 et donc x P Keru.

Ainsi, Kerpu� � uq � Keru et par formule du rang, rgpu� � uq � rg u.
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C) Caractérisation des projecteurs orthogonaux ���

Proposition 11.1.5

Soit p un projecteur de E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

� p est un projecteur orthogonal ;

� @x P E, ∥ppxq∥ ¤ ∥x∥ (id est ~p~ ¤ 1).

Cet exercice est important notamment pour la méthode développée pour le sens réci-
proque, méthode par ailleurs similaire à celle du Lemme ??

Démonstration.

ñ : Il s'agit du théorème de Pythagore. En e�et E � Im p
K` Ker p. Donc pour x P E,

x � x1 � x2 où x1 P Ker p et x2 P Im p.
On a alors par Pythagore : ∥x∥2 � ∥x1∥2 � ∥x2∥2 ¥ ∥x1∥2 � ∥ppxq∥2. Par dé�nition de
la norme triple (surbordonnée à ∥�∥), on a

~p~ ¤ 1

ð : On suppose ~p~ ¤ 1. Montrons que Im p et Ker p sont orthogonaux.
Soit px, yq P Imppq �Kerppq. Soit pour t P R, zt � tx� y. Alors :

@t P R, t2 ∥x∥2 � ∥ppztq∥2 ¤ ∥zt∥2 � t2 ∥x∥2 � 2txx | yy � ∥y∥2

Ceci donne :

@t P R, 0 ¤ 2txx | yy � ∥y∥2

Ce n'est possible que si 2xx | yy � 0 car sinon on est en présence d'une fonction a�ne de
signe constant sur R (impossible).
On en déduit que xx | yy � 0, d'où l'orthogonalité souhaitée.

D) Rappel - Réduction des isométries ����

On notera les matrices de rotations ainsi :

SO2pRq �

$'''&
'''%
�
cos θ � sin θ
sin θ cos θ



looooooooomooooooooon

�Rθ

, θ P R

,///.
///-
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Théorème 11.1.6: Réduction des isométries

Soit pE, x. | .yq un espace euclidien de dimension �nie n. Soit u P OpEq. Alors il
existe e une base orthonormée de E telle que :

Matepuq �

�
������

Ip p0q
�Iq

Rθ1
. . .

p0q Rθr

�
�����
 où

$''''&
''''%

p P N
q P N
r P N
pθ1, . . . , θrq P Rr
p� q � 2r � n

Ainsi, à un changement de base orthonormé près, appliquer une isométrie à un vecteur,
revient à appliquer une rotation (d'angle di�érent) sur chacune de ses coordonnées deux-
à-deux.

E) Inégalité d'Hadamard ����

Proposition 11.1.7: Inégalité d'Hadamard

Soit px1, . . . , xnq P En. Soit e une base quelconque de E. Posons A �
Matepx1, . . . , xnq. Alors :

|detA| ¤
n¹
j�1

∥xj∥

avec égalité si et seulement si px1, . . . , xnq est orthogonale.

Démonstration. � Si px1, . . . , xnq liée, c'est évident car detA � 0.

� Sinon, px1, . . . , xnq est une base.
Soit W � pu1, . . . , unq obtenue par orthonormalisation de Gram-Schmidt.

|detA| � |detepx1, . . . , xnq| � |detepu1, . . . , unq|looooooooomooooooooon
�1

� |detW px1, . . . xnq|

Or MatW px1, . . . , xnq P T �
n pRq car xi P Vectpu1, . . . uiq.

D'où |detW px1, . . . , xnq| �
n¹
j�1

|tjj | �
n¹
j�1

|xxj | ujy| ¤
n¹
j�1

∥xj∥.

� On a égalité si et seulement si pour tout j P v1 , nw, ∥xj∥2 � xxj | ujy2 si et seulement

si

@j P v1 , nw , xj P Vectpujq

On a donc égalité si et seulement si px1, . . . , xnq est orthogonale.
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F) Système de générateurs de OpEq �

Dé�nition 11.1.8: Ré�exion

Une ré�exion est une symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan.

Lemme 11.1.9: Une ré�exion est indirecte

Soit r une ré�exion. Alors r P OpEq X SpEq et det r � �1.

Démonstration. Dans une base orthonormée bien choisie e, obtenue par réduction des
isométries

Mateprq �

�
����

1 p0q
1

. . .
p0q �1

�
���


Le déterminant est le produit des coe�cients diagonaux, qui vaut �1.

Théorème 11.1.10: Système de générateurs des orthogonaux

Les ré�exions engendrent OpEq.

Démonstration. On propose ici deux démonstrations.

� Matrices et réduction. On sait réduire les isométries sous la forme de matrices par
blocs (composées de rotations et de multiples de l'identité) donc on travaille "par
blocs".

� En dimension 2, toute rotation est composée de deux ré�exions.
En e�et, soit θ P R ; notons rθ la rotation associée. Soit x P E, et D � Vectpxq.
Alors, si on note ω le vecteur de E tel que l'angle entre x et ω soit

θ

2
, on a :

sD � sVectpωq � rθ

où sD est la symétrie par rapport à D.

� Ensuite, on traite le cas général. Soit A P OnpRq. On dispose de P P OnpRq,

A � PJ

�
������

Ip p0q
�Iq

Rθ1
. . .

p0q Rθr

�
�����
P

Par ce qui précède, pour i P v1 , rw , Rθi � Si,1Si,2 où Si,1, Si,2 P O2pRq, id est"
S2
i,1 � S2

i,2 � I2
dimKerpSi,1 � I2q � dimKerpSi,2 � I2q � 1

.
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Posons pour j P t1, 2u, S̃i,j � PJ

�
�����������

1
. . .

1

p0q

Si,j

p0q
1

. . .
1

�
����������

P , où le Si,j est

à la même position que Rθi dans A.

C'est une matrice de ré�exion car : S̃i,j P OnpRq, S̃i,j2 � In et dimKerpS̃i,j �
Inq � 1.

De plus, pour k P vp� 1 , p� qw, Tk � PJ

�
�������������

1
. . .

1

p0q

�1loomoon
col. k

p0q
1

. . .
1

�
������������

P

est une ré�exion.
Alors :

A �
p�q¹

k�p�1

Tk

r¹
i�1

S̃i,1S̃i,2 produit de ré�exions

� Récurrence descendente dans dimKerpu� idq.
Soit u P OpEq. Notons n � dimE. Notons pour k P v0 , nw,

Hk : "sidimKerpu� idq � k alors u est produit de ré�exions."

� Hn est évidente car u � idE .

� Si k P v0 , n� 1w tel que pour tout j ¥ k � 1, Hj soit véri�ée.
Construisons une ré�exion s telle que dimKerps � u � idq ¥ k � 1. Pour cela,
si x P EzF avec ∥x∥ � 1 et ∥upxq∥ � 1, il faut que s � upxq � x. De plus,
upxq P FK (en e�et F est stable par u et son adjoint donc FK aussi).
Prenons donc H � Vectpupxq � xqK qui contient F .

En e�et dans ce cas upxq � x � spupxq � xq � spxq � s � upxq. Comme

xx� upxq | x� upxqy � 0
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x� upxq � spx� upxqq � spxq � s � upxq donc s � upxq � x.

De plus pour tout y P F , upyq � y P F donc s � upyq � y et Vectpxq K` F �
Kerps � u� idq.

� On applique alors Hj avec j � dimKerps � u � idq ¥ k � 1, et on conclut
aisément.

II) Endomorphismes et matrices symétriques

A) Factorisation et réduction simultanée ����

Théorème 11.2.1: Racine carrée

Soit A P S�n pRq. Alors il existe une unique B P S�n pRq, B2 � BJB � A.

Démonstration. Soit A P S�n pRq.
� Existence : D'après le théorème spectral, on dispose de P P OnpRq et D diagonale

telles que :

A � PJDP � PJ

�
��
λ1 p0q

. . .
p0q λn

�
�
P � PJ

�
��
?
λ1 p0q

. . .

p0q
?
λn

�
�

2

P

car les pλiqiPv1 ,nw sont positifs. Ainsi A � PJ∆2P � pPJ∆P q2.
Ainsi B � PJ∆P P S�n pRq, et B2 � BJB � A.

� Unicité : Soit a l'endomorphisme canoniquement associé à a et b tel que a � b2. a et
b commutent et par le théorème spectral,

E �
Kà

λPSppaq
Eλpaqp�q

Chaque Eλpaq est stable par b. Soit λ P Sppaq. Soit b̃ l'endomorphisme induit par b
sur F � Eλpaq.
Comme b est diagonalisable, b̃ est diagonalisable. Or b2 � a donc pb̃q2 � a|F � λidF .
Ainsi pour tout µ P Sppbq, µ2 � λ.
Or b P S�pRnq d'où µ �

?
λ. Comme b̃ est diagonalisable, b̃ �

?
λidF . Ainsi b est

déterminé uniquement sur chaque Eλpaq donc sur E entier d'après p�q.

En�n, voici un complément essentiel :
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Théorème 11.2.2: Réduction simultanée entre une matrice symétrique
et une matrice dé�nie positive

Soit A P S��n pRq et B P SnpRq. Alors il existe P P GLnpRq, et D une matrice
diagonale telles que :

A � PJP et B � PJDP

On remarquera qu'on a seulement P P GLnpRq et non P P OnpRq comme dans le
théorème spectral.

Démonstration. A P S��n pRq donc elle admet une racine carrée d'après le théorème précé-
dent : A � QJQ où Q P GLnpRq.
Soit B0 � pQ�1qJBQ�1 P SnpRq. On lui applique le théorème spectral : on dispose alors
de R P OnpRq, B0 � RJDR, avec D diagonale.
Ainsi B � pRQqJDRQ � PJDP avec P � RQ P GLnpRq.
De plus PJP � pRQqJRQ � QJ RJRloomoon

�In
Q � QJQ � A.

B) Décomposition polaire ���

Théorème 11.2.3: Décomposition PS

Soit A P GLnpRq. Il existe un unique couple pP, Sq P OnpRq � S��n pRq tel que
A � PS.

Démonstration. � Unicité : Si A � PS avec la décomposition voulue, alors AJA �
SJPJPS � S2. Or AJA P S��n pRq, elle admet donc une unique racine carrée S.
Ainsi, S est déterminée de façon unique et P � AS�1 également.

� Existence : On considère S la racine carrée dans S��n pRq de AJA, puis P � AS�1.
On a bien A � PS et
PJP � pS�1qJAJAS�1 � S�1 AJAloomoon

�S2

S�1 � In d'où P P OnpRq.

Cette décomposition polaire A � PS peut être rapprochée de l'écriture complexe z �
ρeiθ.
En e�et ρ2 � zz tout comme S2 � AJA.

Proposition 11.2.4: Homémorphisme associé

Posons

θ :

"
S��n pRq �OnpRq ÝÑ GLnpRq
pP, Sq ÞÝÑ PS

Alors θ est un homéomorphisme, c'est-à-dire une bijection continue d'inverse
continu.

Démonstration. � Bijectivité : c'est le théorème de décomposition polaire.
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� Continuité de θ : pA,Bq ÞÑ AB est continue (bilinéarité en dimension �nie).

� Continuité de θ�1 : On sait d'après la Proposition 6.6.7, que OnpRq est compact. On
montre la continuité de θ�1 par critère séquentiel.
Soit pAkqkPN P GLnpRq qui converge vers A P GLnpRq. On note :

pPk, Skq � θ�1pAkq et pP, Sq � θ�1pAq
Montrons que Pk ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
P et Sk ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
S.

La suite pPkq est à valeurs dans un compact donc elle admet au moins une valeur
d'adhérence. On montre que P est la seule.
Soit Q � lim

kÑ�8
Pφpkq P OnpRq une valeur d'adhérencde de pPkq.

Comme pour tout k P N, Ak � PkSk, Sφpkq � PJ
φpkqAφpkq. Or Aφpkq ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
A et

par continuité de la transposée, PJ
φpkq ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
QJ. Donc, par continuité du produit

matriciel,
Sφpkq ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
QJA � T

et A � QT où Q P OnpRq. Or T P S�n pRq car Sφpkq P S�n pRq fermé (voir III.A).
Comme A P GLnpRq, T P S��n pRq donc A � QT est une décomposition polaire.
Par unicité de la décomposition polaire, Q � P . Ainsi Pk ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
P . Comme ci-

dessus, PJ
k Ak � Sk ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
PJA.

Donc θ�1 est continue.

C) Théorème de Courant-Fischer ���

Dans cette sous-partie, on considère u P SpEq, et on note λ1 ¤ � � � ¤ λn son spectre
ordonné, où n � dimE.
On note e � pe1, . . . , enq une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u (par
théorème spectral).

Proposition 11.2.5: Réexpression de λ1 et λn

λ1 � min
xPSp0,1q

xupxq | xy et λn � max
xPSp0,1q

xupxq | xy

Démonstration. Soit x P E. Alors, notons x �
ņ

i�1

xiei. On a :

xupxq | xy �
ņ

i�1

λix
2
i

Alors il vient les inégalités :

λ1 ∥x∥2 ¤ xupxq | xy ¤ λn ∥x∥2

Donc pour tout x P Sp0, 1q, λ1 ¤ xupxq | xy ¤ λn, avec égalité pour x � e1 puis x � en.

Cette propriété est un cas particulier du théorème de Courant-Fischer, aussi appelé
théorème "min-max" :
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Théorème 11.2.6: Courant-Fischer

Notons, pour j P v1 , nw, Vj l'ensemble des sous-espaces vectoriels deE de dimension
j. Alors :

λk � min
FPVk

max
xPFXSp0,1q

xupxq | xy

λk � max
GPVn�k�1

min
xPGXSp0,1q

xupxq | xy

Le minimum est atteint pour Fk � Vectpe1, . . . , ekq P Vk et le maximum pour
Gk � Vectpek, . . . , enq P Vn�k�1.

Démonstration. � Comment le retrouver ?

� Pour x P Fk X Sp0, 1q, x �
ķ

j�1

xjej donc

xupxq | xy �
ķ

j�1

λjx
2
j ¤ λk ∥x∥2 � λk

atteint pour x � ek P Fk.
On a donc montré que : λk � max

xPFkXSp0,1q
xupxq | xy.

On montre alors que λk � min
FPVk

max
xPFXSp0,1q

xupxq | xy.

� Pour x P Gk X Sp0, 1q, x �
ņ

j�k
xjej donc

xupxq | xy �
ņ

j�k
λjx

2
j ¥ λk ∥x∥2 � λk

atteint pour x � ek P Gk.
On a donc montré que : λk � min

xPGkXSp0,1q
xupxq | xy.

On montre alors que λk � max
GPVn�k�1

min
xPGXSp0,1q

xupxq | xy
� Démonstration du théorème :

� Soit F un sous-espace vectoriel de dimension k. On montre que

max
xPFXSp0,1q

xupxq | xy ¥ λk

Comme dimF � k et dimGk � n� k � 1, F XGk � t0u.
Soit donc x1 P F XGkz t0u. Quitte à le normaliser, ∥x1∥ � 1.
Comme x1 P Gk, comme vu ci-dessus, xupx1q | x1y ¥ λk.
Donc max

xPFXSp0,1q
xupxq | xy ¥ λk. Cela conclut la première inégalité.

� Soit G un sous-espace vectoriel de dimension n� k � 1. On montre que

min
xPGXSp0,1q

xupxq | xy ¤ λk

Comme dimG � n� k � 1 et dimFk � k, GX Fk � t0u.
Soit donc x2 P GX Fkz t0u. Quitte à le normaliser, ∥x2∥ � 1.
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Comme x2 P Fk, comme vu ci-dessus, xupx2q | x2y ¤ λk.
Donc min

xPGXSp0,1q
xupxq | xy ¤ λk. Cela conclut la seconde inégalité.

D) Encadrement du déterminant

Lemme 11.2.7: Positivité des coe�cients diagonaux d'une matrice sy-
métrique positive

Soit A � paijq1¤i,j¤n P S�n pRq. Alors pour tout i P v1 , nw, aii ¥ 0.

Démonstration. Pour i P v1 , nw , aii � EJ
i AEi ¥ 0 car A P S�n pRq.

Lemme 11.2.8: Majoration du déterminant

Soit A � paijq1¤i,j¤n P S�n pRq. Alors 0 ¤ detA ¤
n¹
j�1

ajj avec égalité si et seule-

ment si A est diagonale.

Démonstration. La positivité du déterminant est évidente car SppAq � R�.
On écrit ensuite A � BJB avec B � pC1| . . . |Cnq P MnpRq. Alors d'après l'inégalité de
Hadamard,

detA � pdetBq2 ¤
n¹
j�1

∥Cj∥2

Or ∥Cj∥2 �
ņ

i�1

b2ij � ajj . D'après le cas d'égalité de Hadamard, detA �
n¹
j�1

ajj si et

seulement si pC1, . . . , Cnq est une base orthogonale si et seulement si A diagonale.

E) Norme d'algèbre triple

On rappelle que la norme ∥�∥ est celle associée au produit scalaire euclidien. Ce qui
suit n'est donc en général pas valable pour une norme quelconque.

Lemme 11.2.9: La norme triple donne le rayon spectral

Soit u P SpEq. Alors ~u~ � ρpuq � max
λPSppuq

|λ|.

Démonstration. Comme précédemment, on note λ1 ¤ � � � ¤ λn le spectre ordonné de u.
On note e � pe1, . . . , enq une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u (par
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théorème spectral). Alors :

∥upxq∥2 �
ņ

i�1

λ2ix
2
i ¤

ņ

i�1

ρpuq2x2i � ρpuq2

Il y a égalité pour x � e1 ou en selon que ρpuq � |λ1| ou |λn|.

Corollaire 11.2.10

Pour u P LpEq, ~u~ �
a
ρpu� � uq.

Démonstration. On a u� � u P S�pEq donc son spectre est inclus dans R�.
Pour tout x P Sp0, 1q,

∥upxq∥2 � xupxq | upxqy � xu� � upxq | xy

Ainsi

~u~2 � max
xPSp0,1q

∥upxq∥2 � max
xPSp0,1q

xu� � upxq | xy � ρpu� � uq ¥ 0

Lemme 11.2.11: Deux remarques utiles

Pour x P E, ∥x∥ � max
yPSp0,1q

xx | yy.
Pour u P LpEq, ~u~ � max

xPSp0,1q
∥upxq∥ � max

px,yqPSp0,1q2
xupxq | yy.

Démonstration. Si x � 0, c'est évident. Sinon par Cauchy-Schwarz, xx | yy ¤ ∥x∥ ∥y∥ �
∥x∥ avec égalité pour y � x

∥x∥
.

La deuxième égalité est un corollaire évident.

Lemme 11.2.12: Norme triple de l'adjoint

Pour tout u P LpEq, ~u�~ � ~u~.

Démonstration. On propose ici deux démonstrations.

� ~u�~ �
a
ρpu� � uq. Comme χu��u � χu�u� (à redémontrer), ρpu� � uq � ρpu � u�q

d'où l'égalité des normes triples.

� ~u~ � max
px,yqPSp0,1q2

xupxq | yy � max
px,yqPSp0,1q2

xx | u�pyqy � ~u�~.
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III) Topologie sur un espace euclidien

A) Structure de S�
n pRq

Théorème 11.3.1: Structure de cône fermé

S�n pRq est un cône fermé de MnpRq. C'est-à-dire que :
� S�n pRq est fermé dans MnpRq ;
� Pour tous pA,Bq P S�n pRq2, A�B P S�n pRq ;
� Pour tout A P S�n pRq, pour tout λ P R�, λA P S�n pRq.

A fortiori, S�n pRq est convexe.

Démonstration. � On sait déjà que SnpRq est fermé en tant que sous-espace vectoriel
en dimension �nie. Pour X P Rn, considérons :

θX :

"
MnpRq ÝÑ R
A ÞÝÑ xAX | Xy

qui est continue car linéaire en dimension �nie.
Alors, S�n pRq � SnpRq X

£
XPRnzt0u

θ�1
X pR�q fermé de MnpRq.

� D'une part, pour pA,Bq P S�n pRq2 et λ P R�, on a A�B P SnpRq et λA P SnpRq car
c'est un espace vectoriel.
De plus, pour X P Rn,

xAX �BX | Xy � xAX | Xy � xBX | Xy ¥ 0 et xλAX | Xy � λxAX | Xy ¥ 0

Proposition 11.3.2: Superstabilité

Pour tout A P S�n pRq, B PMnpRq, BJAB P S�n pRq.

Démonstration. pBJABqJ � BJAB donc BJAB P SnpRq. De plus pour X P Rn,

xBJABX | Xy � xABX | BXy ¥ 0

B) Structure de S��
n pRq

Théorème 11.3.3: Caractère ouvert de S��n pRq

S��n pRq n'est pas un ouvert dans MnpRq mais un ouvert dans SnpRq.
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Démonstration. D'une part, S��n pRq n'est pas un ouvert dansMnpRq car S��n pRq � SnpRq
qui est un sous-espace vectoriel strict de MnpRq.
Soit maintenant A P S��n pRq. Montrons qu'il existe une boule centrée en A qui est incluse
dans S��n pRq.
Considérons pour cela α � inf

XPSp0,1q
xAX | Xy qui existe car X ÞÑ xAX | Xy est continue

sur Sp0, 1q compacte.
Soit B P SnpRq, telle que ~A�B~   α. On montre que v P S��n pRq.
Pour tout X P Sp0, 1q, xBX | Xy � xAX | Xyloooomoooon

¥α
�xpA � BqX | Xy. Donc par inégalité de

Cauchy-Schwarz, |xpA�BqX | Xy| ¤ ∥pA�BqX∥ ∥X∥ ¤ ~A�B~ ¤ α.
Ainsi, xBX | Xy ¡ 0 et donc BSnpRqpA,αq � S��n pRq qui est donc ouvert dans SnpRq.

Proposition 11.3.4: Densité de S��n pRq dans S�n pRq

S��n pRq est dense dans S�n pRq.

Démonstration. Soit A P S��n pRq. Considérons Ak � A� 1

k
In ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
A.

Ainsi

@X P Rnz t0u , xAkX | Xy � xAX | Xyloooomoooon
¥0

� 1

k
∥X∥2looomooon
¡0

¡ 0

D'où pAkq P S�n pRqN.

C) Projection sur un convexe fermé ���

Soit pE, x� | �yq un espace préhilbertien réel, tel que pE, ∥�∥q soit complet.

Théorème 11.3.5: Existence et unicité du projeté

Soit K � E un convexe fermé non-vide. Pour x P E, dpx,Eq est atteinte en un
unique point appelé projection de x sur K et notée pKpxq.

Démonstration. � Existence : Par caractérisation de la borne inférieure, on dispose de
pynqnPN telle que ∥x� yn∥ ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 dpx,Kq.

� Si E est euclidien : Comme la suite p∥x� yn∥qnPN est bornée, pynqnPN est bor-
née dans un espace de dimension �nie. D'après le théorème de Bolzano-

Weierstrass, on dispose d'une extractrice φ telle que

yφpnq ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 z P E

Comme K est fermé, z P K et dpx,Kq � ∥z � x∥. Ainsi, la distance est atteinte.
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� Si E est de dimension in�nie : on sait que pE, ∥�∥q est complet ; on montre donc
que pynqnPN est une suite de Cauchy. Pour cela, on emploie l'identité du pa-
rallélogramme.

Pour p, q P N,
yp � yq

2
P K par convexité. Donc :

2
�
∥x� yp∥2 � ∥x� yq∥2

	
� ∥yp � yq∥2 � ∥2x� pyp � yqq∥2

d'où

∥yp � yq∥2 � 2
�
∥x� yp∥2 � ∥x� yq∥2

	
� 4

2∥∥∥∥x� yp � yq
2

∥∥∥∥looooooomooooooon
¥dpx,Kq

¤ 2

�
��∥x� yp∥2loooomoooon

Ñdpx,Kq

� ∥x� yq∥2loooomoooon
Ñdpx,Kq

�2dpx,Kq2
�
�
ÝÝÝÝÝÑ

p,qÑ�8 0

Ce qui prouve que pynqnPN est de Cauchy et donc converge par complétude de
pE, ∥�∥q. La limite z P K véri�e comme précédemment ∥z � x∥ � dpx,Kq.

� Unicité : Supposons que dpx,Kq � ∥y1 � x∥ � ∥y2 � x∥, avec y1 � y2. Alors par
l'identité du parallélogramme,

4

∥∥∥∥x� y1 � y2
2

∥∥∥∥2 � ∥y1 � y2∥2 � 2
�
∥x� y1∥2 � ∥x� y2∥2

	

donc

∥∥∥∥x� y1 � y2
2

∥∥∥∥2 � 1

2

�
∥x� y1∥2 � ∥x� y2∥2

	
� ∥y1 � y2∥2

4

  d2

Ce qui est absurde car
y1 � y2

2
P K. Donc y1 � y2 et on a unicité du projeté.

Proposition 11.3.6: Caractérisation par angle obtus

Pour tout y P E, y � pKpxq si et seulement si pour tout z P K l'angle formé par
les points px, y, zq est obtus.
Ceci se réécrit :

y � pKpxq ðñ @z P K, xx� y | z � yy ¤ 0

Démonstration. � ñ : On suppose que y � pKpxq. Soit z P K. Alors par convexité
pour t P r0 , 1s, p1� tqy � tz P K. Donc :∥∥∥∥∥∥∥p1� tqy � tz � xlooooooooomooooooooon

�py�xq�tpz�yq

∥∥∥∥∥∥∥
2

¥ ∥y � x∥2

En développant par bilinéarité du produit scalaire,

@t P r0 , 1s , 2txy � x | z � yy � t2 ∥z � y∥2 ¥ 0

Ainsi pour tÑ 0�, xy � x | z � yy ¥ 0 et xx� y | z � yy ¤ 0.



292 CHAPITRE 11. ESPACES EUCLIDIENS

� ð : On suppose que pour tout z P K, xx� y | z � yy ¤ 0. Alors,

∥z � x∥2 � ∥pz � yq � py � xq∥2
� ∥z � y∥2looomooon

¥0

�2 xz � y | y � xylooooooomooooooon
¥0

� ∥y � x∥2

¥ ∥y � x∥2

Ceci étant valable pour tout z P K, cela prouve que y � pKpxq.

D) Connexités par arcs

Théorème 11.3.7: SOnpRq est connexe par arcs

SOnpRq est connexe par arcs.

Démonstration. Soit A P SOnpRq. D'après le théorème de réduction des isométries, on
dispose de P P OnpRq,

A � PJ

�
����
Ip p0q

Rθ1
. . .

p0q Rθq

�
���
P

On pose

γ :

$'''''&
'''''%

r0 , 1s ÝÑ MnpRq

t ÞÝÑ P

�
����
Ip p0q

Rtθ1
. . .

p0q Rtθq

�
���
P�1

� Comme R0 � I2, γp0q � PInP
�1 � In.

� De plus γp1q � A.

� Par continuité de cos et sin, γ est continue (car continue sur toutes ses coordonnées),
et on a bien Im γ � SOnpRq (par son expression, cela se véri�e immédiatement, en
utilisant la réduction des isométries).

Théorème 11.3.8: GLnpRq� est connexe par arcs

GLnpRq� � tA P GLnpRq, detA ¡ 0u est connexe par arcs.

Démonstration. Deux démonstrations possibles.

� Nous avons déjà proposé une démonstration de ce résultat à la Proposition 6.4.3, qui
reposait sur un système de générateurs de GLnpRq.
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� Nous en proposons ici une autre, basée sur la décomposition polaire.
En e�et pour tout A P GLnpRq, A � PS avec P P OnpRq et S P S��n pRq. Or
detS ¡ 0.

� Si A P GLnpRq�, P P SOnpRq car detP ¡ 0.
� Si A � PS où P P SOnpRq et S P S��n pRq, detA ¡ 0.

Ainsi, θ̃ :

"
SOnpRq � S��n pRq ÝÑ GLnpRq
pP, Sq ÞÝÑ PS

est une bijection continue.

Or, on sait que SOnpRq est connexe par arcs, S��n pRq aussi car il est convexe. Donc
GLnpRq� est convexe comme image d'un connexe par arcs par une application conti-
nue.

IV) Matrices de Gram-Schmidt

On considère dans cette partie un espace préhilbertien réel pE, x. | .yq, c'est-à-dire un
espace euclidien ou de dimension in�nie.

A) Dé�nition et premières propriétés ���

Dé�nition 11.4.1: Matrice de Gram-Schmidt

Soit px1, . . . , xnq P En. On dé�nit la matrice de Gram-Schmidt de la famille
px1, . . . , xnq :

G � Grampx1, . . . , xnq � pxxi | xjyq1¤i,j¤n PMnpRq

On considère dans la suite une telle matrice G et une telle famille px1, . . . , xnq.

Lemme 11.4.2: Expression avec la matrice de la famille

Soit E0 un sous-espace vectoriel contenant px1, . . . , xnq (ainsi E0 � E si E est de
dimension �nie).
Soit e � pe1, . . . , edq une base orthonormée de E et A � Matepx1, . . . , xnq P
Md,npRq, alors

G � AJA

Cette matrice mesure le caractère orthogonal, orthonormal ou libre de la famille. En
e�et :

� Si px1, . . . , xnq est orthogonale, G est diagonale.

� Si px1, . . . , xnq est orthonormée, G � In.

� Si px1, . . . , xnq est libre, G P S��n pRq comme nous allons le montrer.

Lemme 11.4.3: Lien avec la liberté

G P S�n pRq et rgG � rgpx1, . . . , xnq.
Ainsi G P S��n pRq si et seulement si px1, . . . , xnq est libre.
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Démonstration. Par symétrie du produit scalaire, G P SnpRq.

Soit Y �

�
��
y1
...
yn

�
�
. Alors :

Y JGY �
¸
pi,jq

yixxi | xjyyj �
∥∥∥∥∥ ņ

i�1

yixi

∥∥∥∥∥
2

¥ 0

On en déduit que G P S�n pRq. Montrons maintenant que rgG � rgpx1, . . . , xnq. Pour cela,
remarquons que

@pα1, . . . , αnq P Rn,
¸
i�1

αixi � 0 ðñ G

�
��
α1
...
αn

�
�
� 0

� ñ : Si
ņ

i�1

αixi � 0 alors pour tout j P v1 , nw,
ņ

i�1

αixxi | xjy � x
ņ

i�1

αixi | xjy � 0

d'où G

�
��
α1
...
αn

�
�
� 0

� ð : Si G

�
��
α1
...
αn

�
�
� 0, alors 0 � �

α1 . . . αn
�
G

�
��
α1
...
αn

�
�
�

∥∥∥∥∥ ņ

i�1

αixi

∥∥∥∥∥
2

d'où
ņ

i�1

αixi �

0.

On en déduit la propriété souhaitée.

Remarque 11.4.4

Toute matrice de S�n pRq s'écrit comme une matrice de Gram.
En e�et, toute matrice G P S�n pRq s'écrit G � BJB. Ainsi si on note pxiq les
colonnes de B,

G � Grampx1, . . . , xnq

B) Grampx1, . . . , xkq � Grampy1, . . . , ykq ���

Théorème 11.4.5: Deux familles de même matrice de Gram ne di�èrent
que d'une isométrie

Soit E un espace euclidien de dimension n, et e une base orthonormée de E.
Soient px1, . . . , xkq P Ek et py1, . . . , ykq P Ek. Notons par ailleurs A �
Matepx1, . . . , xkq et B � Matepy1, . . . , ykq. Alors, les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Grampx1, . . . , xkq � Grampy1, . . . , ykq ou AJA � BJB.

2. @pi, jq P v1 , nw2 , xxi | xjy � xyi | yjy.
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3. Il existe φ P OpEq, telle que pour tout i P v1 , kw, φpxiq � yi.

4. Il existe O P OnpRq, B � OA.

Démonstration. � (1) ðñ (2) : par dé�nition.

� (3) ñ (2) : évident.

� (3) ðñ (4) : évident, par traduction matricielle.

� (2) ñ (3) : Posons F1 � Vectpx1, . . . , xkq et F2 � Vectpy1, . . . , ykq.
On a dimF1 � rgpx1, . . . , xkq � rgG � rgpy1, . . . , ykq � dimF2 � d.
Quitte à renuméroter, considérons px1, . . . , xdq base de F1. On pose :

φ1 :

"
F1 ÝÑ F2

xi, 1 ¤ i ¤ d ÞÝÑ yi

qui est bien dé�nie car px1, . . . , xdq est une base de F1.
De plus, φ1 est bien une isométrie de F1 vers F2. En e�et, pour px, x1q P F 2

1 , on a :
xφpxq | φpx1qy � xx | x1y Donc c'est vrai en particulier pour les pxiq.
On prolonge ensuite φ1 en φ P OpEq en envoyant une base orthonormée de FK

1 sur

une base orthonormée de FK
2 .

Il reste à montrer que pour i P vd� 1 , kw , φpxiq � yi. Soit donc un tel i, et notons

xi �
ḑ

j�1

αjxj . Alors :

φpxiq �
ḑ

j�1

αjyj donc X �

�
��������������

α1
...
αd
0
...
�1
...
0

�
�������������

P KerA � KerpAJAq � KerG � KerpBJBq � KerB

Ainsi,
ḑ

j�1

αjyj � yi. Ceci conclut la démonstration.

C) Distance d'un point à un sous-espace vectoriel en base non-orthonormée
��

Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension �nie. Si pe1, . . . , enq est une base
orthonormée de F ,

@x P E, dpx, F q2 � ∥x� pF pxq∥2 � ∥x∥2 � ∥pF pxq∥2 � ∥x∥2 �
ņ

j�1

xx | ejy2
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où pF pxq �
ņ

i�1

xx | eiyei.
Nous allons généraliser cette expression de la distance, lorsque la base n'est plus nécessai-
rement orthonormée, ni orthogonale.

Proposition 11.4.6: Généralisation

Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension �nie. Soit pz1, . . . , znq une base
de F non-orthonormée. Alors :

@x P E, dpx, F q �
d

detpGrampx, z1, . . . , zdqq
detpGrampz1, . . . , znqq

Démonstration. Soit x P E. Alors x � pF pxq � ω où pF pxq P F et ω P FK.
Alors dpx, F q � ∥ω∥2, et ∥x∥2 � ∥pF pxq∥2 � ∥ω∥2.
De plus, pour j P v1 , dw , xx | zjy � xpF pxq | zjy.

detGrampx, z1, . . . , zdq �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∥pF pxq∥2 � ∥ω∥2 xz1 | pF pxqy . . . xzd | pF pxqy
xpF pxq | z1y

...
xpF pxq | zdy

Grampz1, . . . , zdq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Or,

�
����
∥pF pxq∥2 � ∥ω∥2
xpF pxq | z1y

...
xpF pxq | zdy

�
���
�

�
����

∥pF pxq∥2
xpF pxq | z1y

...
xpF pxq | zdy

�
���
�

�
����
∥ω∥2
0
...
0

�
���
.

Ainsi, par n-linéarité du déterminant,

detGrampx, z1, . . . , zdq �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∥ω∥2 �
0
...
0

Grampz1, . . . , zdq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣� detpGramppF pxq, z1, . . . , zdqqloooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
�0 car pF pxqPVectpz1,...,zdq

Finalement :
detGrampx, z1, . . . , zdq � ∥ω∥2Grampz1, . . . , zdq

et on obtient le résultat souhaité.

V) Réduction des endomorphismes normaux

Dé�nition 11.5.1: Endomorphisme normal

Soit E un espace euclidien. On dit que u P LpEq est un endomorphisme normal si
u� � u � u � u�.

Les endomorphismes symétriques, orthogonaux et antisymétriques sont normaux ; cela
se véri�e immédiatement.
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A) AJA et AAJ sont semblables

Théorème 11.5.2

Si A PMnpRq, AAJ et AJA sont semblables.

Démonstration. AJA et AAJ sont symétriques donc diagonalisables. On note u et u� les
endomorphismes canoniquement associés à A et AJ.
Soit λ P SppAqz t0u. Comme montré à la Proposition 5.1.22, pour λ � 0 les espaces
EλpAAJq et EλpAJAq sont isomorphes. En particulier ils ont même dimension :

@λ P SppAq, dimEλpAAJq � dimEλpAJAq
Or

¸
λPSppAAJq

dimEλpAAJq � dimE et de même pour AJA. On en déduit que

dimE0pAAJq � dimE0pAJAq
Ainsi AJA et AAJ sont orthogonalement semblables à la même matrice diagonale. On en
conclut qu'elles sont semblables.

B) Généralités sur les endomorphismes normaux

Lemme 11.5.3: Lemmes utiles

Soit u P LpEq un endomorphisme normal. Soit F stable par u. Alors :

� F et FK sont tous deux stables par u et u� ;

� ũ � u|F P LpF q est normal.

Démonstration. � On a E � F
K` FK. Considérons pe1, . . . , epq une base orthonormée

de F et pep�1, . . . , enq une base orthonormée de FK. En concaténant, on trouve une
base orthonormée de E.

Soit M �
�
A C
0 D



� Matepuq. MJM �MMJ ðñ CJC �DJD � DDJ. Ainsi,

TrpCJCq � TrpDJDq � TrpDDJq � TrpDJDq
d'où TrpCJCq � 0, soit

¸
pi,jqPv1 ,nw2

c2ij � 0. Cela amène pour tous i, j que cij � 0 ;

d'où C � 0.

� On montre pour la deuxième propriété que ũ� � ũ�, c'est-à-dire que l'adjoint de
l'induit est l'induit de l'adjoint. Soit px, yq P F 2.

xũpxq | yy � xx | ũ�pyqy
Ainsi ũ et ũ� commutent.
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Théorème 11.5.4: Réduction des endomorphismes normaux

Soit u un endomorphisme normal. Alors, il existe e une base orthonormée de E,
d P v0 , nw, pλ1, . . . , λdq P Rd et q P N, pa1, . . . , aq, b1, . . . , bqq P R2q tels que :

Matepuq �

�
���������

λ1 p0q
. . .

λd
Ma1,b1

. . .
p0q Maq ,bq

�
��������


où Ma,b �
�
a �b
b a



.

Démonstration. On remarque en premier lieu que comme u�u � uu�, pour λ P Sppuq,
Eλpuq est stable par u et u� donc EλpuqK est stable par u et par u�.
Procédons ensuite par récurrence sur dimE � n.

� Traitons le cas n � 2 : Soit e une base orthonormée de E. Alors,

Matepuq �
�
a c
b d



, b � 0

Mais comme u�u � uu�, on a a2 � c2 � a2 � b2 et ab� cd � ac� bd.
Si b � c, l'endomorphisme est symétrique donc on a la forme voulue.
Sinon, b � �c, et u est antisymétrique. On a 2pa � dqb � 0 d'où a � d et ainsi
Matepuq �Ma,b.

� Hérédité. Supposons le théorème vrai pour les endomorphismes normaux des espaces
de dimensions k ¤ n� 1.
On distingue 2 cas :

� Sppuq � H. On applique l'hypothèse de récurrence à EλpuqK.
En e�et si λ P Sppuq, Eλpuq est stable par u et u� donc EλpuqK est stable par
u et par u�. Alors d'après le lemme précedent, les endomorphismes u|Eλpuq et
u�|EλpuqK existent.
Alors en notant mλ la multiplicité de λ comme valeur propre, on trouve deux
bases orthonormées e1 et e2 telles que :

Mate1puqpu|Eλpuqq �

�
��
λ p0q

. . .
p0q λ

�
�
PMmλ

pRq

Mate2puqpu|EλpuqKq � A de la forme souhaitée

Comme E � Eλpuq
K` EλpuqK, on a

Matpe1,e2q �
�
λImλ

p0q
p0q A



qui est de la forme souhaitée
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� Sppuq � H. Trouvons F un plan stable par u et u�.
Comme E est un R-espace vectoriel, d'après la Proposition 5.5.7, on trouve un
plan stable par u de la forme F � Vectpx, upxqq.
Par les lemmes précédents, F et FK sont stables par u et u� et donc les endo-
morphismes induits sont normaux.
On conclut en leur appliquant l'hypothèse de récurrence et en concaténant les
bases orthonormées obtenues.

C) Cas particulier des antisymétriques

On note par ailleurs AnpRq l'ensemble des matrices antisymétriques. Si A est une telle
matrice, le théorème de réduction des normaux et le fait que AJ � A � 0 amènent qu'il
existe P P OnpRq, pb1, . . . , bqq P Rq,

A � PJ

�
�������������

0 p0q
. . .

0
0 �b1
b1 0

. . .

p0q 0 �bq
bq 0

�
������������

P

Lemme 11.5.5: Spectre d'un antisymétrique

Soit A P AnpRq. Alors SpCpAq � t0u Y iR.

Démonstration. Soit λ P SpCpAq. Soit X un vecteur propre complexe associé. Alors, AX �
λX donc

µ � X
J
AX � λX

J
X � λ ∥X∥2loomoon

¡0

Or, µ � µJ � X
J
A
J
X. Or A

J � AJ � �A. Ainsi µ � �µ.
Ainsi, µ P iR et λ � µ

∥X∥2
P iR.

Proposition 11.5.6: Rang d'un antisymétrique

Soit A P AnpRq. Alors rgA est pair.

Démonstration. Considérons u l'endomorphisme canoniquement associé.

On a Keru � Impu�qK � Imp�uqK � pImuqK. E � Keru
K` Imu.

Donc Imu est un supplémentaire du noyau stable par u. L'endomorphisme induit ũ est un
isomorphisme et est encore antisymétrique. Donc :

0 � det ũdetpũ�q � detp�ũq � p�1qrg u det ũ
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D'où p�1qrg u � 1 et rg u est pair.

VI) Matrices de covariance ��

Théorème 11.6.1: Caractérisation des matrices de covariances

Soit A PMnpRq. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A P S�n pRq.
2. DpX1, . . . , Xnq, des variables aléatoires réelles telles que

A � pCovpXi, Xjqq1¤i,j¤n

3. DpX1, . . . , Xnq, des variables aléatoires réelles telles que

A � pEpXiXjqq1¤i,j¤n

Démonstration. � (2) ñ (1) :A est symétrique car pour tous pi, jq P v1 , nw2 ,CovpXi, Xjq �
CovpXj , Xiq.

De plus pour tout Y �

�
��
y1
...
yn

�
�
P Rn,

Y JAY �
¸

1¤i,j¤n
yiCovpXi, Xjqyj

� Cov

�
ņ

i�1

Xi,
ņ

j�1

Xj

�

� V

�
ņ

i�1

yiXi

�
¥ 0

D'où A P S�n pRq.
� (3) ñ (1) : de même, pour Y P Rn,

Y JAY �
¸
pi,jq

yiyjEpXiXjq � E

�
��

ņ

i�1

yiXi

�2
�

¥ 0

� (1) ñ (2) :

� On traite d'abord le cas A � In. En considérant pZ1, . . . , Znq i.i.d. des variables
de Rademacher, on a pour i � j, CovpZi, Zjq � 0 par indépendance.
@i P v1 , nw ,VpZiq � EpZ2

i q � 1.

� Soit A P S�n pRq. On peut écrire :

A �MJM �MJInM �MJpCovpZi, Zjqqi,jM
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Dans ce cas, pour pi, jq P v1 , nw2,

ai,j �
¸

1¤k,l¤n
mkiCovpZk, Zlqmlj � Cov

�
ņ

k�1

mkiZk,
ņ

l�1

mljZl

�

En posant Xi �
ņ

k�1

mkiZk, on a bien aij � CovpXi, Xjq.

� (2) ñ (3) : les pXiq sont centrées.

Corollaire 11.6.2: Produit d'Hadamard de matrices symétriques

Soient A,B P S�n pRq. Alors C � paibjq1¤i,j¤n P S�n pRq.

Démonstration. Par le théorème précédent, on trouve pX1, . . . , Xn, X
1
1, . . . , X

1
nq des va-

riables aléatoires telles que :

A � pCovpXi, Xjqqi,j et B � pCovpX 1
i, X

1
jqqi,j

Par lemme des coalitions, comme les pXiq et les pX 1
iq sont indépendants, pour pi, jq P

v1 , nw2,
cij � aijbij � EpXiXjqEpX 1

iX
1
jq � EppXiX

1
iqpXjX

1
jqq P S�n pRq

par (3) ñ (1).

Proposition 11.6.3

detpCovpXi, Xjqq1¤i,j¤d � 0 si et seulement si il existe un hyperplan a�ne H de
Rd tel que pX P Hq soit presque sûr.

Démonstration.

detCovpXq ðñ KerpCovpXi, Xjqq1¤i,j¤dq � t0Rdu

ðñ D

�
��
a1
...
ad

�
�
P Rdz t0Rdu , pCovpXi, Xjqq1¤i,j¤dq

�
��
a1
...
ad

�
�
� 0

ðñ Da P Rdz t0u ,V
�

ḑ

j�1

ajXj

�
� 0

ðñ Da P Rdz t0u , Dc P R,P

�
ḑ

j�1

ajXj � c

�
� 1

ðñ DH hyperplan a�ne de Rd tel que PpX P Hq � 1
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Chapitre 12

Analyse di�érentielle

I) Propriétés algébriques de l'exponentielle de matrices

Dans cette partie, K � R ou C et E désigne un K-espace vectoriel de dimension �nie.
On ne rappelle pas la dé�nition de l'exponentielle de matrices, ainsi que les propriétés de
base : exponentielle d'une matrice diagonale, transposée de l'exponentielle, eP

�1AP , dérivée
de t ÞÑ etA.

A) Convergences ����

Théorème 12.1.1: Limite classique

Pour k ¥ 1, fk :

$&
%

MnpKq ÝÑ MnpKq
A ÞÝÑ

�
In � A

k


k converge uniformément sur tout

compact vers exp.

Démonstration. Sur R, le résultat est bien connu. En e�et, pour k ¡ |x|,

fkpxq � exp
�
n ln

�
1� x

k

		
� exp

�
k

�
x

k
� o

�
1

k





ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

ex

Maintenant, démontrons le résultat pour MnpKq. Posons Sk : A ÞÝÑ
ķ

j�0

Ak

k!
. Il est connu

et au programme que pSkqkPN converge uniformément sur tout compact vers exp. Soit

303
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A P Bp0, Rq. Alors,

∥SkpAq � fkpAq∥ �
∥∥∥∥∥ ķ

j�0

Ak

k!
�

ķ

j�0

�
k

j



Aj

kj

∥∥∥∥∥
�

∥∥∥∥∥ ķ

j�0

1

j!

�
1�

±j�1
i�0 pk � iq
kj

�
Aj

∥∥∥∥∥
IT¤

ķ

j�0

1

j!

∣∣∣∣∣∣∣∣
j�1¹
i�0

k � i

kloomoon
Ps0 ,1r

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∥A∥
j

¤
ķ

j�0

1

j!

j�1¹
i�0

k � i

k
Rj

�
ķ

j�0

Rj

j!
�

ķ

j�0

�
k

j



Rj

kj

�
ķ

j�0

Rj

j!
�
�
1� R

k


k

On en déduit que

sup
APBp0,Rq

∥SkpAq � fkpAq∥ ¤
ķ

j�0

Rj

j!
�
�
1� R

k


k
ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

eR � eR � 0

Finalement,

sup
APBp0,Rq

∥∥fkpAq � eA
∥∥ ¤ sup

APBp0,Rq

∥∥fkpAq � SAk
∥∥� sup

APBp0,Rq

∥∥SkpAq � eA
∥∥

ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

0

D'où la convergence uniforme vers exp sur tout segment.

Lemme 12.1.2: Composition de limites réelles et fonctionnelles

Si pfkq P C0pE,F qN est une suite de fonctions qui converge uniformément au voi-
sinage de x0 P E, et que pxkq P EN converge vers x0, alors

fkpxkq ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

fpx0q

Démonstration. Notons V le voisinage de x0 sur lequel on a convergence uniforme.
Soit ε ¡ 0.
Soit N P N tel que pour tout k ¥ N , xk P V .
Soit K P N tel que pour tout k ¥ K, sup

xPV
∥fkpxq � fpx0q∥ ¤ ε

2
.

Pour k ¥ maxpK,Nq,
|fkpxkq � fpx0q| ¤ ∥fkpxkq � fpxkq∥� ∥fpxkq � fpx0q∥ ¤ ε

ce qui conclut.
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Proposition 12.1.3: eA�B en cas de non-commutativité

Pour A,B PMnpKq, �
e

A
k e

B
k

	k
ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

eA�B

Démonstration. L'idée est de faire un "DL matriciel" et d'écrire e
A
k � In�A

k
�OkÑ�8

�
1

k2



.

Mais comme il s'agit de matrices, il faut prendre des précautions et donc prouver formel-
lement les dominations / négligeabilités en jeu.

Montrons donc que k2
∥∥∥∥eA

k � In � A

k

∥∥∥∥ est borné si k Ñ �8 :

k2
∥∥∥∥eA

k � In � A

k

∥∥∥∥ �
∥∥∥∥∥�8̧
j�2

Aj

kj�2j!

∥∥∥∥∥ IT¤
�8̧

j�2

∥A∥j

j!
� e∥A∥ � ∥A∥� 1 � C P R�

Ainsi

∥∥∥∥eA
k � In � A

k

∥∥∥∥ � OkÑ�8

�
1

k2



. Ecrivons donc :

e
A
k e

B
k � In � A�B

k
�OkÑ�8

�
1

k2



� In � A�B � δk

k2
, où δk ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
0MnpKq

Donc �
e

A
k e

B
k

	k
�

�
In � A�B � δk

k


k
� fkpA�B � δkq

avec pfkq qui converge uniformément vers exp sur tout compact et A�B�δk ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

A�B
donc d'après le lemme précédent, fkpA�B � δkq ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
eA�B.

On conclut donc que
�
e

A
k e

B
k

	k
ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

eA�B.

Proposition 12.1.4: eM est polynomiale en M

Pour M PMnpKq, eM P KrM s.

Démonstration. eM � lim
kÑ�8

ķ

j�0

M j

j!
P KrM s � KrM s car KrM s est fermé comme espace

vectoriel de dimension �nie.

Attention néanmoins, eM � PM pMq avec PM P KrXs mais PM dépend bien de M .
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B) Algèbres de Lie ���

Dé�nition 12.1.5: Algèbre de Lie

Soit G un sous-groupe fermé de GLnpRq. L'algèbre de Lie associée à G est :

GpGq �  
A PMnpRq,@t P R, etA P G(

Proposition 12.1.6: GpGq est un sous-espace vectoriel

Soit G un sous-groupe fermé de GLnpRq. Alors GpGq est un sous-espace vectoriel
de MnpRq.

Démonstration. Soit A P GpGq et α P R.

� Si α � 0 : @t P R, eptαqA � e0 � In P G.
� Si α � 0 :

D'une part, @t P R, eptαqA P G car A P GpGq d'où αA P G.
D'autre part, montrons que si B P GpGq, alors A�B P GpGq. On utilise la Proposition
12.1.3.

En e�et pour k P N�, e
tA
k , e

tB
k P G donc par loi de groupe,

�
e

tA
k e

tB
k

	k
P G. Mais G

est fermé donc :

@t P R,
�
e

tA
k e

tB
k

	k
ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

etpA�Bq P G

Ainsi, A�B P GpGq.
On conclut donc que GpGq est un sous-espace vectoriel.

Exemple 12.1.7: Exemples d'algèbres de Lie

� GpSLnpRqq � KerTr

Soit A P GpSLnpRqq. Alors pour tout t P R, 1 � detpetAq � etTrpAq d'où TrA � 0.
La réciproque est claire.

� GpOnpRqq � AnpRq
Si A P AnpRq. Alors pour t P R, tA P AnpRq et petAqJ � etA

J � e�tA � petAq�1.
Ainsi etA P OnpRq.
Si A P GpOnpRqq, posons t P R. Alors :

etA P OnpRq ðñ petAqJetA � In ðñ etA
J
etA � In

En dérivant par rapport à t, etA
J
AJetA � etA

J
AetA � 0 et en évaluant en t � 0,

AJ �A � 0, d'où A P AnpRq.
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C) Injectivité, surjectivité ���

C.1 Dans MnpCq

Remarque 12.1.8: Non-injectivité sur MnpCq

exp : MnpCq ÝÑ GLnpCq n'est pas injective.

En e�et e2iπIn �

�
��
e2iπ p0q

. . .
p0q e2iπ

�
�
� In � e0.

Théorème 12.1.9: Surjectivité sur MnpCq

exp MnpCq :ÝÑ GLnpCq est surjective.

Démonstration. On construit l'antécédent à la main en "passant au ln". On traite plusieurs
cas de plus en plus généraux :

� A � In �N avec N nilpotente :

On cherche donc M P MnpCq telle que In � N � eM (arti�ciellement, "M �
lnpIn �Nq").
On conjecture avec l'idée du logarithme naturel que

M �
n�1̧

k�1

p�1qk�1Nk

k
� NQ0pNq, QpNq P CrN s

qui commute donc avec N . Ainsi,

Mn � NnQ0pNqn � 0

Or, on en déduit que eM � P pMq où P �
n�1̧

k�0

Xk

k!
. Ainsi, eM � P � QpNq où

Q �
n�1̧

k�0

p�1qk�1Xk

k
.

On montre maintenant que In�N � P �QpNq, en comparant les parties principales
des développements limités (classique).

On a :

"
ex � P pxq � oxÑ0pxn�1q
lnp1� xq � QpxqoxÑ0pxn�1q donc par composition, 1�x � pPQqpxq�

oxÑ0pxn�1q. Par unicité de la partie principale d'un DL :

1�X � pPQqpXq �XnRpXq dans CrXs
Ainsi, P �QpNq � In�N �NnRpNq � In�N par nilpotence. Ainsi, eM � In�N .

� A � λIn �N avec N nilpotente et λ P C� : On dipose de µ P C, λ � eµ par surjec-
tivité de exp dans C.

Alors, A � eµ

�
���In � 1

λ
Nloomoon

nilpotente

�
��
� eµeM � eµIn�M d'après le premier cas.
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� Cas général, A P GLnpCq : décomposition en sous-espaces caractéristiques.

A � P�1

�
��
λ1Id1 �N1 p0q

. . .
p0q λrIdr �Nr

�
�
P

où SppAq � tλ1, . . . , λnu � C�, P P GLnpCq et N1, . . . , Nr nilpotentes.
Pour j P v1 , rw, λjIdj �Nj � eMj . Par le deuxième cas, A � eM où

M � P�1

�
��
M1 p0q

. . .
p0q Mr

�
�
P

C.2 Dans MnpRq

Remarque 12.1.10: Non-injectivité sur MnpRq

exp : MnpRq ÝÑ GLnpRq n'est pas injective.
En e�et avec A �

�
0 �2π
2π 0



, eA �

�
cosp2πq � sinp2πq
sinp2πq cosp2πq



� I2 � e0.

Remarque 12.1.11: Non-surjectivité sur MnpRq

exp MnpRq :ÝÑ GLnpRq n'est pas surjective.
En e�et @A P MnpRq,detpeAq � eTrA ¡ 0 donc toute matrice de déterminant
strictement négatif n'admet pas d'antécédent.

Exercice 12

Montrer que exppMnpRqq �
 
A P GLnpRq, DB P GLnpRq, A � B2

(
.

D) Application à un problème d'optimisation ���

Soient n P N� et φ l'application de MnpRq dans R dé�nie par

@M PMnpRq, φpMq � max
OPOnpRq

TrpOMq

Proposition 12.1.12: Bonne dé�nition et continuité

φ est bien dé�nie et continue.

Démonstration. L'existence du maximum provient du fait que OnpRq est compact (Propo-
sition 6.6.7), et que la trace est continue.
Montrons que φ est continue. Soit ε ¡ 0. Soient M1,M2 P MnpRq, et O1, O2 P OnpRq
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telles que φpO1q �M1 et φpO2q �M2.
Par continuité de la trace, soit δ ¡ 0 tel que si ~A�B~ ¤ δ, alors |TrpAq � TrpBq| ¤ ε.
Alors, si ~M1 �M2~ ¤ δ, on a :

~O1M1 �O1M2~ ¤ ~O1~loomoon
�1

~M � 1�M2~ ¤ ε

De même, ~O2M1 �O2M2~ ¤ ε. Ainsi, |TrpO1M1q � TrpO1M2q| ¤ ε et |TrpO2M1q � TrpO2M2q| ¤
ε

� D'une part φpM2q ¥ TrpO1M2q ¥ TrpO1M1q � ε � φpM1q � ε.

� D'autre part φpM2q ¤ TrpO2M1q � ε ¤ TrpO1M1q � ε � φpM1q � ε.

Finalement |φpM1q � φpM2q| ¤ ε, et on conclut.

Théorème 12.1.13: Méthode très classique

Si φ atteint son maximum en O, alors OM P S�n pRq.

Démonstration. Soit M P MnpRq et O P OnpRq telles que φpMq � TrpOMq soit le
maximum de φ. Montrons que OM P S�n pRq.
� On considère, pour A antisymétrique, le chemin γ : t ÞÝÑ TrpetAOMq , qui est C1

comme composée d'applications C1.

� γ atteint son maximum en t � 0. En e�et pour tout t P R, etA P OnpRq car A est
antisymétrique : �

etA
�J � etA

J � e�tA � �
etA

��1

Ainsi pour tout t P R, γptq � TrpetAOMq ¤ TrpOMq � γp0q.
� Ainsi, on a γ1p0q � 0. Or, γ1ptq � TrpAetAOMq. Ainsi,

@A P AnpRq,TrpAOMq � 0

On en déduit que OM P SnpRq. En e�et, pour le produit scalaire xB | Cy � TrpBJCq,
SnpRq � AnpRqK. Il reste seulement à montrer que OM est positive.

� On diagonalise OM en base orthonormée, par théorème spectral. On trouve P P
OnpRq,

OM � PJ

�
��
λ1 p0q

. . .
p0q λn

�
�


looooooooomooooooooon
�D

P

On veut montrer que : @i P v1 , nw , λi ¥ 0. Si par l'absurde on dispose de i0 P v1 , nw,
λi0   0, posons la matrice

Oi0 � diagp1, . . . ,
i0hkkikkj
�1 , . . . , 1q P OnpRq

Alors

TrpP TOi0P pOMqq � TrpOi0P pOMqP T q � TrpOi0Dq � �λi0 �
¸
j�i0

λj ¡ TrpOMq

ce qui est absurde.
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Finalement OM P S�n pRq.

E) Morphismes continus de R dans GLnpKq ��

Lemme 12.1.14

Soit A P MnpKq. Alors θA :

" pR,�q ÝÑ pGLnpKq,�q
t ÞÝÑ etA

est un morphisme de

groupes continu.

Démonstration. � θA est un morphisme : pour tous t, s P R, tA et sA commutent, doù
θApt� sq � ept�sqA � etAesA � θAptqθApsq.

� θA est continue, et même C1, d'après le théorème de dérivation des exponentielles de
matrices.

Théorème 12.1.15: Caractérisation des morphismes continus de R dans
GLnpKq

Soit φ :

" pR,�q ÝÑ pGLnpKq,�q
t ÞÝÑ φptq un morphisme de groupes continu. Alors :

� φ est une application C1.

� De plus, φ : s ÞÑ esφ
1p0q

Démonstration. � Montrons tout d'abord le caractère C1. On montre pour cela que φ
s'exprime comme l'intégrale d'une fonction continue.
Pour ps, tq P R2, φpt� sq � φptqφpsq. Pour s0 P R �xé,» s0

0
φpt� sqds �

» s0
0
φptqφpsqds � φptq

» s0
0
φpsqds

On montre ensuite qu'on peut trouver un s0 P R tel que
» s0
0
φpsqds P GLnpKq.

φp0q � In P GLnpKq qui est un ouvert donc on dispose de δ ¡ 0, BpIn, δq � GLnpKq.
Par continuité de φ, on �xe η ¡ 0 tel que pour |s| ¤ η,

∥φpsq � In∥ � ∥φpsq � φp0q∥ ¤ δ

Ainsi pour s0 P s0 , ηr,∥∥∥∥ 1

s0

» s0
0
φpsq ds� In

∥∥∥∥ � ∥∥∥∥ 1

s0

» s0
0
φpsq � In ds

∥∥∥∥
IT¤ 1

|s0|

∣∣∣∣» s0
0

∥φpsq � In∥ ds

∣∣∣∣
¤ 1

s0

» s0
0
δ ds � δ
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Ainsi
1

s0

» s0
0
φpsq ds P BpIn, δq � GLnpKq. Finalement, pour t P R,

φptq �
» s0
0
φpt� sq ds

�
1

s0

» s0
0
φpsqds


�1

Donc φ est C1.

� On sait que
@pt, sq P R2, φpt� sq � φptqφpsq

On dérive à s P R �xé, par rapport à t :

@s P R,@t P R, φ1pt� sq � φ1ptqφpsq
On évalue alors en t � 0 : @s P R, φ1psq � φ1p0qφpsq et φp0q � In.
Finalement, s ÞÑ esφ

1p0q est solution. De plus elle est unique d'après le théorème de
Cauchy-Lipschitz. On en conclut que φ : s ÞÑ esφ

1p0q.

II) Équations di�érentielles

A) Wronskien

A.1 Wronskien de deux solutions (au programme) ����

On considère l'équation pEq : y2ptq � pptqy1ptq � qptqyptq � 0, où p et q sont continues
de I dans K. On a alors, si py1, y2q sont deux solutions de pEq,

W :

$&
%

I ÝÑ K

t ÞÝÑ
∣∣∣∣y1ptq y2ptq
y11ptq y12ptq

∣∣∣∣
Par ailleurs, on remarque qu'avec les notations du cas général Aptq �

�
0 1

�qptq �pptq


.

Théorème 12.2.1

W est solution de W 1ptq � pptqW ptq � 0.

Démonstration. Comme y1 et y2 sont deux fois dérivables, W est une fois dérivable.
W � y1y

1
2 � y11y2 donc W

1 � y11y
1
2 � y11y

1
2looooomooooon

�0

�y1y22 � y21y2. On a donc :

W � y1p�py12 � qy2q � p�py1 � qy1qy2 � �ppy1y12 � y11y2q � pW .

Corollaire 12.2.2: Cas particulier

Si p � 0, c'est-à-dire dans le cas où pEq : y2 � qy � 0, W est constante.

Démonstration. W est solution de W 1 � 0.
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Exemple 12.2.3: Application : recherche d'une solution non-bornée

Considérons pour q P C0pR�, Rq intégrable, pEq : y2 � qy � 0. Montrer que pEq a
une solution non-bornée.

� Soit y une solution de pEq. Alors y1ptq ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 �8.

En e�et, y2 � �qy est intégrable. Comme
» �8

0
y2 converge, y1 a une limite

�nie ℓ en �8.
Si ℓ ¡ 0 (quitte à prendre �y), on dispose de A ¥ 0 tel que pour tout t ¥ An

y1ptq ¥ ℓ

2
donc yptq ¥ ℓ

2
pt� 1q � ypAq ÝÝÝÝÑ

tÑ�8 �8

ce qui est impossible. Ainsi ℓ � 0.

� Ainsi, si par l'absurde y1 et y2 sont solutions bornées de pEq,W ptq � py1y12�
y1y2qptq ÝÝÝÝÑ

tÑ�8 0. C'est absurde car W ptq � C constante non-nulle.

A.2 Méthode d'abaissement du degré ���

On considère toujours l'équation pEq : y2ptq � pptqy1ptq � qptqyptq � 0, où p et q sont
continues de I dans K. On suppose que l'on connaît une solution y1. On cherche y2 telle
que py1, y2q génère l'espace des solutions S0

Méthode 12.2.4: Abaissement du degré

On cherche, sur des intervalles où y1 ne s'annule pas, y2 sous la forme

y2 : t ÞÝÑ λptqy1ptq

Ainsi, y2 est solution de pEq si et seulement si

λpy21 � py11 � qy1qloooooooooomoooooooooon
�0 car y1PS0

�λ1p2y11 � py1q � λ2y1 � 0

Finalement, on doit résoudre une équation di�érentielle linéaire d'ordre 1 en λ1.
On résout puis on intègre pour trouver λ.

A.3 Cas général ��

Considérons l'équation di�érentielle pEq : X 1ptq � AptqXptq, avec A P C0pI,MnpKqq.
Soit S0 l'ensemble des solutions qui est un K-espace vectoriel de dimension n.

Dé�nition 12.2.5: Wronskien de n solutions

Soient pY1, . . . , Ynq P Sn0 . Le wronskien de ces n solutions est l'application :

W :

"
I ÝÑ K
t ÞÝÑ det pY1ptq, . . . , Ynptqq
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Lemme 12.2.6: Une conséquence du théorème de Cauchy-Lipschitz

Soit pY1, . . . , Ynq P Sn0 , les propositions suivantes sont équivalentes :
1. pY1, . . . , Ynq est une base de S0.

2. Il existe t0 P I, W pt0q � 0.

3. Pour tout t0 P I, W pt0q � 0.

Démonstration. � (3) ñ (2) ñ (1) : toujours vrai.

� (1) ñ (3) : Considérons θt0 :

"
S0 ÝÑ Kn

X ÞÝÑ Xpt0q qui est un isomorphisme d'après

le théorème de Cauchy-Lipschitz. Ainsi, il envoie toute famille libre de S0 sur une
famille libre de Kn.

Théorème 12.2.7: Equation di�érentielle véri�ée par W

W ainsi dé�ni est solution de l'équation di�érentielle linéaire :

W 1ptq � TrpAptqqW ptq

Démonstration. L'application W est n-linéaire. Donc pour t P I,

W 1ptq �
ņ

j�1

detpY1ptq, . . . , Y 1
j ptq, . . . , Ynptqq �

ņ

j�1

detpY1ptq, . . . , AptqYjptq, . . . , Ynptqq

On suppose que pY1, . . . , Ynq est libre (sinon le résultat est évident). D'après le lemme
précédent, pour t P I, W ptq � 0. Ainsi et � pY1ptq, . . . , Ynptqq est une base de Kn.

W 1ptq �
ņ

j�1

detb.c.petqloooomoooon
�W ptq

detetpY1ptq, . . . , AptqYjptq, . . . , Ynptqq

�W ptq
¸
j � 1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
. . .

1

α1j
...

p0q

αjj

p0q
...
αnj

1
. . .

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�W ptq

ņ

j�1

αjj

où AptqYjptq �
ņ

i�1

αijYiptq. Finalement, la trace étant un invariant de similitude, W 1ptq �
W ptqTrpAptqq.
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Corollaire 12.2.8: Expression de W

W : t ÞÝÑW pt0q exp
�» t

t0

TrpApsqq ds



Démonstration. Immédiat d'après le cours.

B) Résolution de ypnq �
n�1̧

j�0

ajy
pjq � 0 ���

Posons P � Xn �
n�1̧

j�0

Xj �
d¹
i�1

pX � λiqmi dans CrXs, et

pEq : ypnq �
n�1̧

j�0

ajy
pjq � 0

Proposition 12.2.9: Cas où P est SARS

Si P est scindé à racines simples, SpEq �
#
t ÞÑ

ņ

j�1

βje
tλj , pβ1, . . . , βnq P Kn

+
�

Vect
�
t ÞÑ etλj

	
jPv1 ,nw

Démonstration. Soit Y �

�
��

y
...

ypn�1q

�
�
. Alors y est solution de E si et seulement si Y est

solution de

Y 1 � AY où A � CJ
P �

�
�����

0 p0q a0

1
. . .

...
. . . 0

...
p0q 1 an�1

�
����


J

Dans ce cas, comme χA � P , d'après le Théorème 5.3.6, A est diagonalisable.

D'après le cours, Y est de la forme Y : t ÞÑ etA

�
��
z1
...
zn

�
�
�

ņ

j�1

zje
tλjloomoon

�βj

Cj , avec pC1, . . . , Cnq

une base de vecteurs propres de A.

Ainsi, y : t ÞÑ
ņ

j�1

βje
tλj est solution de pEq. Réciproquement, pour tout j, t ÞÑ etλj est

solution de pEq.
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Théorème 12.2.10: Cas général

SpEq �
#
t ÞÑ

ņ

j�1

Pjptqetλj | @j P v1 , dw , Pj P Cmj�1rXs
+

Démonstration. Considérons D :

"
C8pR,Rq ÝÑ C8pR,Rq
y ÞÝÑ y1 . Alors

y P SpEq ðñ P pDqpyq � 0

On en déduit que

SpEq � KerpP pDqq �
dà
j�1

KerppX � λjqmj pDqqloooooooooooomoooooooooooon
�Fj

par théorème des noyaux

Chaque Fj est l'ensemble des solutions d'une EDL d'ordre mj donc pour j P v1 , dw, Fj est
un K-espace vectoriel de dimension mj . De plus,

Vectpt ÞÑ tketλj q0¤k¤mj�1 � Fj

En e�et, pour k P v0 ,mj � 1w,si fk : t ÞÝÑ tketλj , on a pX � λjqpDqpfkq � f 1k �
λfkkt

k�1eλjt. Donc comme k ¤ mj � 1, pX � λjqmj pDqpfkq � 0. On a donc bien fk P Fj .
De plus dimVectpt ÞÑ tketλj q0¤k¤mj�1 � mj d'où l'égalité.

C) Étude des zéros d'une EDL d'ordre 2

C.1 Principe des zéros isolés ���

Théorème 12.2.11: Zéros isolés

Soit pEq : y2� py1� q � 0. Alors toute solution non-nulle de pEq a ses zéros isolés.
C'est-à-dire que pour tout x0 P I :

ypx0q � 0ñ Dδ ¡ 0,@x P sx0 � δ , x0 � δr z tx0u , ypxq � 0

Démonstration. La fonction nulle est la seule solution de pEq véri�ant

"
ypx0q � 0
y1px0q � 0

,

d'après le théorème de Cauchy-Lipschitz.
Donc si y est une solution non-nulle de pEq s'annulant en x0, y1px0q � 0.

Par exemple, y1px0q ¡ 0. Or,
ypxq �

�0hkkikkj
ypx0q

x� x0
ÝÝÝÑ
xÑx0

y1px0q ¡ 0. Ainsi, on dispose de δ ¡ 0

tel que pour x P sx0 � δ , x0 � δr z tx0u, ypxq
x� x0

¡ 0.

A fortiori, ypxq � 0.
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C.2 Entrelacement de zéros ���

Considérons, pour q1 et q2 deux fonctions continues sur I telles que q1 ¤ q2 :

pE1q : y2 � q1y � 0 et y2 � q2y � 0

Soient y1 et y2 solutions de pE1q et de pE2q telles que y1px0q � y2px0q � 0.
On introduit une nouvelle notion pour étudier ces deux solutions :

Dé�nition 12.2.12: Wronskien mixte

On pose W :

$&
%

I ÝÑ R

t ÞÝÑ
∣∣∣∣y1ptq y2ptq
y11ptq y12ptq

∣∣∣∣ le wronskien mixte de y1 et y2.

Il di�ère du wronskien tel qu'abordé précédemment. En e�et, y1 et y2 sont solutions
de deux EDL di�érentes.

Lemme 12.2.13: Propriétés du wronskien mixte

Soit W le wronskien mixte associé à y1 solution de pE1q et y2 solution de pE2q.
Alors :

� W P C1pI,Rq.
� W 1 � pq1 � q2qy1y2.

Démonstration. Le caractère C1 provient du fait que pour t P I, W ptq � y1ptqy12ptq �
y11ptqy2ptq, avec y1 et y2 qui sont C2.
Ensuite, W 2 � y1y

2
2 � y21y2 � pq1 � q2qy1y2.

Proposition 12.2.14: Entrelacement

Soit x1 un zéro consécutif de x0 (c'est-à-dire y1 ne s'annule pas sur sx0 , x1r).
Alors y2 s'annule sur sx0 , x1s

Voici une illustration de cettre proposition dans le cas où q1ptq � ω2
1 et q2ptq � ω2

2.
Notons que dans ce cas on connaît aisément les solutions de pE1q et pE2q, ce sont des
oscillateurs harmoniques.

Ici, y1 s'annule en x0 et x1 et y2 s'annule en x2. Démontrons-le dans le cas général
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Démonstration. On aW px0q � 0 car x0 est un zéro commun à y1 et y2. On suppose y1 ¡ 0
sur sx0 , x1r.
Par l'absurde, supposons que y2 ne s'annule pas sur sx0 , x1s. Sans perte de généralité,
y2 ¡ 0 sur rx0 , x1s. Ainsi ,

W 1 � pq1 � q2qy1y2 ¤ 0

W est donc décroissante sur rx0 , x1s. Mais W px1q � �y11px1qy2px1q, avec y2px1q ¡ 0.
Or, y11px1q   0. En e�et, y1 ¡ 0 sur rx0 , x1s et s'annule en x0. Si on avait y11px1q ¥ 0, y1
serait nulle sur rx0 , x1s donc sur tout I par Cauchy-Lipschitz.
En conclusion, W px1q ¡ 0, cela contredit la décroissance de W . Ainsi, y2 s'annule sur
sx0 , x1s.

Exemple 12.2.15: Application à l'encadrement de l'écart entre les zéros

Si y est telle que y2 � qy � 0 avec m ¤ q ¤ M où 0   m ¤ M , et que x0 et x1
sont deux zéros consécutifs de y, montrer que

π?
M

¤ x1 � x0 ¤ π?
m

� Posons les équations harmoniques "limites" :

pE1q :
"
y2 �my � 0
ypx0q � 0

et pE2q :
"
y2 �My � 0
ypx0q � 0

� y1 : x ÞÝÑ sinp?mpx� x0qq est solution de pE1q. x0 et x0 � π?
m

sont deux

zéros consécutifs de y1.

On applique alors ce qui précède à y et y1. Comme q ¥ m, x1 ¤ x0 � π?
m
.

� De même, y2 : x ÞÝÑ sinp
?
Mpx�x0qq est solution de pE2q ; x0 et et x0� π?

M
sont deux zéros consécutifs de y2.

Comme q ¤M , x0 � π?
M

¤ x1.

� On obtient l'encadrement souhaité.

C.3 y2 � qy � 0 avec q ¤ 0 ���

Proposition 12.2.16: Majoration du nombre de zéros

Toute solution non-identiquement nulle de y2� qy � 0 avec q ¤ 0 s'annule au plus
une fois.

Démonstration. D'une part, y2 est convexe car py2q1 � 2yy1 et py2q2 � 2yy2 � py1q2 �
�2qy2 � 2y12 ¥ 0.
Ainsi, y2 est convexe, positive, et on suppose par l'absurde qu'elle s'annule en a et en b
distincts.
La courbe de y2 est en-dessous de sa corde reliant a à b donc y2 ¤ 0 et y � 0 sur ra , bs.
Par Cauchy-Lipschitz, y � 0.
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C.4 y2 � qy � 0 avec q ¥ α ¡ 0, intervalle �ni ��

Soient pa, bq P R2. On étudie dans un premier temps les zéros de pEq sur I � ra , bs.

Proposition 12.2.17: Finitude du nombre de zéros

Toute solution non-nulle de pEq a un nombre �ni de zéros.

Démonstration. Supposons par l'absurde qu'il existe pxnqnPN P IN, 2-à-2 distincts tels que
pour tout n P N, ypxnq � 0.
Par compacité de I, on extrait une sous-suite convergente de pxnq : xφpnq ÝÝÝÝÑ

nÑ�8 z P I.
Par continuité de y, ypzq � 0. Mais z n'est pas un zéro isolé, puisque z � lim

nÑ�8xφpnq, avec
les termes 2-à-2 distincts. Cela contredit le principe des zéros isolés vu précédemment.

C.5 y2 � qy � 0 avec q ¥ α ¡ 0, intervalle in�ni ��

Soit a P R. On étudie dans un second temps les zéros de pEq sur l'intervalle ra ,�8r.

Proposition 12.2.18

Toute solution de pEq s'annule une in�nité de fois.
Plus précisément, l'ensemble des zéros d'une solution de pEq n'est pas majoré :
pour b ¡ a, on dispose de x0 ¥ b tel que ypx0q � 0.

Démonstration. Par l'absurde, on suppose que y ne s'annule pas sur rb ,�8r. Sans perte
de généralité, supposons y ¡ 0 sur cet intervalle (en e�et par TVI y ne change pas de
signe).
Alors, y2 � �qy   0 donc y1 est décroissante.
Nécessairement, y1 ¥ 0. En e�et si'il existe c ¥ b tel que y1pcq   0, alors pour x ¥ c,
ypxq ¤ y1pcqpx� cq � ypcq ÝÝÝÝÑ

xÑ�8 �8 (car y1pcq   0), absurde. Donc y est croissante.

Ainsi pour x ¥ b, ypxq ¥ ypbq ¡ 0 donc

y2pxq � �qpxqypxq ¤ �qpxqypbq ¤ �αypbq � β   0

En intégrant,
y1pxq � βpx� bq � y1pbq ÝÝÝÝÑ

xÑ�8 �8, absurde.

Donc y s'annule sur tout intervalle rb ,�8r, avec b quelconque dans ra ,�8r.

On peut donc dé�nir par récurrence la suite pxnqn :

� x0 � minpy�1pt0uq X ra ,�8rq
� Pour n P N, si xn est bien dé�ni, c'est un zéro isolé, on trouve δn ¡ 0 tel que y ne

s'annule pas sur sxn , xn � δnr
On pose alors xn�1 � minpy�1pt0uq X rxn � δn ,�8rq.
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Proposition 12.2.19: pxnq diverge

Avec la suite pxnq dé�nie précédemment, xn ÝÝÝÝÑ
nÑ�8 �8.

Démonstration. Pour tout b P ra ,�8r, tn P N, xn P ra , bsu est �ni donc majoré par un
certain N .
Ainsi pour n ¥ N � 1, xn ¡ b. Donc xn ÝÑ �8.

On a �nalement

y�1p0q � txn, n P Nu

D) Lemme de Gronwall et applications ���

Lemme 12.2.20: Lemme de Gronwall

Soient u, p P C0pra ,�8rq et C ¡ 0. On suppose que :

@x ¥ a, 0 ¤ upxq ¤ C �
» x
a
uptqpptq dt

Alors :

@x ¥ a, upxq ¤ C exp

�» x
a
pptqdt




Démonstration. D'après l'hypothèse pour x ¥ a,

upxqppxq ¤ Cppxq � ppxq
» x
0
uptqpptq dt

Ainsi pour x ¥ a,

e�
³x
0 pptq dt

�
upxqppxq � ppxq

» x
0
uptqpptqdt



loooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooon

dérivée de x ÞÑ ³x
a uptqpptqdte�

³x
a pptq dt

¤ Cppxqe�
³x
a pptq dtloooooooomoooooooon

dérivée de x ÞÑ�Ce�
³x
a pptq dt

On intègre donc entre a et x :

�» x
a
uptqpptq dt



e�

³x
a pptq dt ¤ C � Ce�

³x
a pptq dt

D'où

upxq ¤ C �
» x
a
pptquptqdt ¤ Ce

³x
a pptq dt
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Exemple 12.2.21: Application : caractère borné des solutions si q est
croissante strictement positive

Considérons pEq : y2 � qy � 0 où q P C1pr0 ,�8r ,R��q croissante. Montrer que
toutes les solutions de pEq sont bornées.
� On a y2y1 � �qyy1. On intègre entre 0 et x :

y1pxq2 � y1p0q2 � �2
» x
0
qptqyptqy1ptq dt

� � �
qptqy2ptq�x

0
�
» x
0
q1ptqy2ptqdt

Ainsi

qpxqy2pxq � y12p0q � qp0qy2p0qloooooooooomoooooooooon
�C

�y12pxqlooomooon
¤0

�
» x
0
q1ptqy2ptqdt

¤ C �
» x
0
qptqy2ptqq

1ptq
qptq dt

� Par le lemme de Gronwall, comme
q1

q
et qy sont continues sur ra ,�8r, on

a pour x ¥ 0,

0 ¤ qpxqy2pxq ¤ Ce
³x
0

q1ptq
qptq

dt � C
qpxq
qp0q

Ainsi pour x ¥ 0, 0 ¤ y2pxq ¤ C

qp0q et y est bornée.

E) Comportement en �8 des solutions de X 1 � AX ��

Soit pEq : X 1ptq � AXptq où A est une matrice (constante) de MnpRq.

E.1 Cas A symétrique

Considérons A P SnpRq. Notons λ1 ¤ � � � ¤ λn ses valeurs propres, et pC1, . . . , Cnq P Rn
une base orthonormée de vecteurs propres de A associée, obtenue par théorème spectral.

Proposition 12.2.22: Solutions de pEq et comportement asympotique

On a SpEq � VectpYj : t ÞÝÑ eλjtCjq1¤j¤n.

De plus si j P v1 , nw,

$'&
'%

Yjptq ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 �8 si λj ¡ 0

Yjptq ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 0 si λj   0

Yj est constante si λj � 0

Démonstration. La description de SpEq est au programme. Le comportement asympotique

est donné par t ÞÑ eλjt, c'est donc le signe de λj qui in�uence la limite.
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Corollaire 12.2.23: Précisions dans le cas A P S��n pRq

Si A P S��n pRq, pour X P SpEq, ∥Xptq∥ ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 �8.

Si A P S��n pRq, pour X P SpEq, ∥Xptq∥ ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 0.

Démonstration. � Supposons A P S��n pRq. Soit X P SpEq. Ecrivons alors X �
ņ

j�1

xjYj .

Ainsi pour t P I,

∥Xptq∥2 �
ņ

j�1

x2je
2λjt ¥

∥∥∥∥∥∥∥
�
��
x1
...
xn

�
�

∥∥∥∥∥∥∥
2

e2λ1t
λ1¡0ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 �8

� Supposons A P S��n pRq. Soit X P SpEq. Ecrivons de même X �
ņ

j�1

xjYj . Ainsi pour

t P I,

∥Xptq∥2 �
ņ

j�1

x2je
2λjt ¤

∥∥∥∥∥∥∥
�
��
x1
...
xn

�
�

∥∥∥∥∥∥∥
2

e2λnt
λn 0ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 0

E.2 Cas A antisymétrique

Considérons maintenant que A P AnpRq.

Proposition 12.2.24: Une solution est de norme constante

Soit X P SpEq. Alors, t ÞÝÑ ∥Xptq∥ est constante.

Démonstration. Posons φ : t ÞÝÑ ∥Xptq∥2. Alors, φ1ptq � xX 1ptq | Xptqy � 2xAXptq |
Xptqy � 0. Ainsi φ est constante et

?
φ � ∥X∥ aussi.

E.3 Cas A diagonalisable dans C

Supposons A diagonalisable dans C.
Notons λ1, . . . , λn P C ses valeurs propres, et pC1, . . . , Cnq une base de vecteurs propres de
Cn associée.

Proposition 12.2.25: Solutions de pEq et comportement asympotique

On a SpEq � VectpYj : t ÞÝÑ eλjtCjq1¤j¤n.
De plus :

� Si pour tout j P v1 , nw, Repλjq   0, alors toute solution X de pEq tend vers
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0 en �8.

� Si pour tout j P v1 , nw, Repλjq ¤ 0, alors toute solution de pEq est bornée
sur R�.

� Si on dispose d'un j P v1 , nw, Repλjq ¡ 0, alors ∥Yjptq∥ ÝÝÝÝÑ
tÑ�8 �8.

Démonstration. Se ramener au cas réel, en passant à la partie réelle.

F) Recherche de solutions périodiques ��

On considère f une fonction T -périodique. On cherche à résoudre

pEq : y2 � y � f

On cherche à étudier l'existence et/ou l'unicité de solutions T -périodiques à pEq.
Pour cela, démontrons quelques résultats préliminaires.

Lemme 12.2.26: Résolution générale de pEq

SpEq �
"
x ÞÝÑ λ cospxq � µ sinpxq �

» x
0
sinpx� tqfptqdt, pλ, µq P R2

*

Démonstration. Très classique. Traitons ici le cas y2 � ω2y � f .

� Equation homogène : oscillateur harmonique. S0 � Vectpy1, y2q où
"
y1 : t ÞÑ cospωtq
y2 : t ÞÑ sinpωtq

� Solution particulière : on utilise la méthode de variation de la constante. On cherche

yp une solution particulière sous la forme yp � αy1 � βy2 avec

"
α1y1 � β1y2 � 0
α1y11 � β1y12 � f

.

Ceci s'écrit ici : pour tout t P I,"
α1ptq cospωtq � β1ptq sinpωtq � 0
�ωα1ptq sinpωtq � ωβ1ptq cospωtq � fptq ðñ

"
ωα1ptq � � sinpωtqfptq
ωβ1ptq � cospωtqfptq

Soit t0 P I. Ainsi, yp : t ÞÝÑ �cospωtq
ω

» t
t0

sinpωsqfpsqds� sinpωtq
ω

» t
t0

fpsq cospωsqds.
Par formule d'addition, on conclut

yp : t ÞÝÑ 1

ω

» t
t0

sinpωpt� sqqfpsqds

On en conclut �nalement, dans le cas qui nous occupe (ω � 1) que

y : x ÞÝÑ λ cospxq � µ sinpxq �
» x
0
sinpx� tqfptqdt.
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Proposition 12.2.27: Solutions périodiques à y2 � y � f

On considère f une fonction T -périodique, et pEq : y2 � y � f . Alors :

� Si T R 2πZ, pEq admet une unique solution T -périodique.

� Si T P 2πZ :

� Si
» T
0

sinptqfptq dt �
» T
0

cosptqfptqdt � 0, toutes les solutions sont T -

périodiques.

� Sinon, aucune solution n'est T -périodique.

Démonstration. Soit y une solution de pEq. Posons ỹ : t ÞÝÑ ypt� T q. Alors ỹ est encore
solution de pEq.

y est T -périodique ðñ @t P R, ypt� T q � yptq
ðñ ỹ � y

ðñ
"
ỹp0q � yp0q
ỹ1p0q � y1p0q par Cauchy-Lipschitz

ðñ
"
ypT q � yp0q
y1pT q � y1p0q

Or, y : x ÞÝÑ λ cospxq � µ sinpxq �
» x
0
sinpx� tqfptqdt donc

y1 : x ÞÝÑ �λ sinpxq � µ cospxq �
» x
0
cospx� tqfptq dt

Ainsi,

y est T -périodique ðñ

$''&
''%

λ � λ cospT q � µ cospT q �
» T
0

sinpT � tqfptqdt

µ � �λ sinpT q � µ cospT q �
» T
0

cospT � tqfptq dt

ðñ

$''&
''%

λpcospT q � 1q � µ sinpT q � �
» T
0

sinpT � tqfptq dt

�λ sinpT q � µpcospT q � 1q � �
» T
0

cospT � tqfptq dt

Or,

∣∣∣∣cospT q � 1 sinpT q
� sinpT q cospT q � 1

∣∣∣∣ � pcospT q�1q2� sin2pT q � 2p1�cospT qq. On distingue donc

les cas.

� Si cospT q � 1, id est T R 2πZ, pEq admet une unique solution T -périodique (car le
système admet une unique solution).

� Sinon, cospT q � 1 et sinpT q � 0. Alors,

y est T -périodique si et seulement si
» T
0

sinptqfptq dt �
» T
0

cosptqfptqdt � 0

Cela fournit les deux cas restants.
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III) Calcul di�érentiel et optimisation

A) Di�érentiabilité

A.1 Di�érentielles classiques ����

Proposition 12.3.1: Normes

Soit ∥�∥ une norme sur E. Montrer que ∥�∥ n'est pas di�érentiable en 0.

Démonstration. Soit v P Ez t0u. L'application t ÞÝÑ fp0E�tvq � |t| ∥v∥ n'est pas dérivable
en 0. Ainsi f n'admet pas de dérivée selon le vecteur v. f n'est donc pas di�érentiable en
0.

Proposition 12.3.2: Déterminant

L'application det : MnpRq ÝÑ R est di�érentiable. On a de plus pour A PMnpRq,

∇ detpAq � CompAq

Démonstration. φj :

"
MnpRq ÝÑ Rn
A ÞÝÑ CjpAq où CjpAq est la j-ème colonne de A est

linéaire donc di�érentiable. Le déterminant est une forme n-linéaire sur Rn. Donc det est
di�érentiable en tout point de MnpRq.
On sait que dpdetq P L pMnpRq,Rq et

dpdetqpAq �H �
¸

pi,jqPv1 ,nw2

B det
Baij pAq � hij

Soit pk, lq P v1 , nw2. On veut calculer
B det
Bakl pAq. On développe par rapport à la l-ème

colonne :

detpAq �
ņ

i�1

p�1qi�l detpAilqail

Ainsi
B det
Bakl pAq � p�1qk�l detAkl � rCompAqskl. On en conclut que

dpdetqpAq �H �
¸
i,j

rCompAqsi,jhij

� TrpCompAqJHq � xCompAq | Hy

D'où ∇ det � CompAq.
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Proposition 12.3.3: AJA

Soit f :

"
MnpRq ÝÑ MnpRq
A ÞÝÑ AJA

. Alors f est di�érentiable et

dfpAq : H ÞÝÑ AJH �HJA

Démonstration. fpA�Hq � AJA�AJH �HJA�HJH � fpAq�φpHqpAq� ∥H∥ εpHq
où εpHq ÝÝÝÝÝÑ

∥H∥Ñ0
0 et φpHq linéaire.

Proposition 12.3.4: A�1

Soit f :

"
GLnpRq ÝÑ GLnpRq
A ÞÝÑ A�1 . Alors f est di�érentiable et

dfpAq : H ÞÝÑ �A�1HA�1

Démonstration. f est bien dé�nie car GLnpRq � det�1 tRu� est un ouvert.
fpA � Hq � pA � Hq�1 � pIn � A�1Hq�1A�1 � pIn � A�1H � opHqqA�1 � fpAq �
A�1HA�1 � opHq.

A.2 Coordonnées polaires ����

Soit Ω un ouvert de R2. On considère

f :

"
Ω ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ fpx, yq di�érentiable sur Ω

Et le changement de variables :

φ :

"
R2 ÝÑ R2

pr, θq ÞÝÑ pr cos θ, r sin θq continu et di�érentiable sur Ω

Soit W � φ�1pΩq ouvert. Soit g � f �φ : pr, θq ÞÝÑ fpr cos θ, r sin θq. Ainsi g est continue
et di�érentiable sur W .
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Théorème 12.3.5: Changement de variables polaire

On les dérivées partielles suivantes :$''''''''&
''''''''%

Bg
Br pr, θq � cos θ

Bf
Bx pr cos θ, r sin θq � sin θ

Bf
By pr cos θ, r sin θq

Bg
Bθ pr, θq � �r sin θ Bf

Bx pr cos θ, r sin θq �r cos θ Bf
By pr cos θ, r sin θq

Bf
Bx pr cos θ, r sin θq � cos θ

Bg
Br pr, θq �sin θ

r

Bg
Bθ pr, θqBf

By pr cos θ, r sin θq � sin θ
Bg
Br pr, θq �cos θ

r

Bg
Bθ pr, θq

Démonstration. � On utlise la règle de la chaîne.$''&
''%
Bg
Br pr, θq �

Bf
Bx pr cos θ, r sin θq

Bx
Br pr, θq �

Bf
By pr cos θ, r sin θq

By
Br pr, θq

Bg
Bθ pr, θq � �BfBx pr cos θ, r sin θq

Bx
Bθ pr, θq �

Bf
By pr cos θ, r sin θq

By
Bθ pr, θq

d'où �nalement$''&
''%
Bg
Br pr, θq � cos θ

Bf
Bx pr cos θ, r sin θq � sin θ

Bf
By pr cos θ, r sin θq

Bg
Bθ pr, θq � �r sin θBfBx pr cos θ, r sin θq � r cos θ

Bf
By pr cos θ, r sin θq

� La matrice A �
�

cos θ sin θ
�r sin θ r cos θ



est de déterminant r. Donc pour r ¡ 0, A est

inversible et A�1 �

�
��cos θ �sin θ

r

sin θ
cos θ

r

�
�
. Donc pour r ¡ 0,

$''&
''%
Bf
Bx pr cos θ, r sin θq � cos θ

Bg
Br pr, θq �

sin θ

r

Bg
Bθ pr, θq

Bf
By pr cos θ, r sin θq � sin θ

Bg
Br pr, θq �

cos θ

r

Bg
Bθ pr, θq

A.3 Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs
��

Soient E et F des R-espaces vectoriels de dimension �nie.

Lemme 12.3.6: Précisions sur la connexité par arcs dans le cas d'un ou-
vert

Soit Ω un ouvert connexe par arcs. Alors tous points de Ω peuvent être reliés par
un chemin a�ne par morceaux.
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Démonstration. Soit a P Ω et

Wa � tb P Ω, a et b peuvent être reliés par un chemin a�ne par morceauxu

On souhaite montrer que Wa � Ω. On sait que Ω est connexe par arcs donc connexe,
d'après le Théorème 6.4.6. Les seules parties ouvertes et fermées de Ω sont donc H et
lui-même.
On montre ainsi que Wa est non-vide, ouvert et fermé dans Ω.

� a PWa donc Wa � H.

� Soit b0 PWa. On dispose de γ un chemin a�ne par morceaux qui relie a et b0. Comme
Ω est ouvert, on dispose de r ¡ 0 tel que Bpb0, rq � Ω.
Alors, pour b P Bpb0, rq, rb0 , bs � Ω. Donc b peut être relié à b0 puis à a par un
chemin a�ne par morceaux.

Ainsi Bpb0, Rq �Wa. Wa est donc un ouvert.

� De plus si b0 R Wa, on trouve r ¡ 0 tel que Bpb, rq � W . Pour b P Bpb0, rq,
rb0 , bs � Ω. Donc si b P Wa, b0 P Wa ce qui est exclu. Donc Bpb0, rq � ΩzWa. Ainsi
ΩzWa est ouvert donc Wa est fermé.

Par connexité, on a donc Wa � Ω.

Théorème 12.3.7: Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert
connexe par arcs

Soit f di�érentiable sur Ω un ouvert connexe par arcs de E. Alors, f est constante
sur Ω si et seulement si

@a P Ω, dfpaq � 0LpE,F q

L'implication directe est toujours vraie, seule la réciproque n'est pas évidente.

Démonstration. � Démonstration plus simple si Ω est convexe : Soit pa, xq P Ω2. Alors
ra , xs � Ω et

fpxq � fpaq �
» 1

0
dfpa� tpx� aqqlooooooooomooooooooon

�0

�px� aqdt � 0

donc f est constante sur Ω.
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� Cas général : on utilise le lemme précédent. Soit pa, xq P Ω2. Considérons γ un chemin
a�ne sur chaque rtj , tj�1s reliant a à x, où 0 � t0 ¤ t1 ¤ � � � ¤ td � 1.
Comme par le premier cas,

fpγptj�1qq � fpγptjqq �
» tj�1

tj

dfpγpsqqloooomoooon
�0

�γ1psqds � 0

Ainsi fpaq � fpγpt0qq � fpγpt1qq � � � � � fpγptdqq � fpxq, et f est constante.

A.4 Applications a�nes de jacobienne antisymétrique �

Soit n P N�.

Lemme 12.3.8: Applications a�nes

Soit f P FpRn,Rnq di�érentiable. Alors, f est une application a�ne si et seulement

si sa di�érentielle est constante.

Démonstration. � ñ : Supposons que pour x P Rn, fpxq � φpxq � b où φ P LpRnq et
b P Rn. Alors pour x P Rn, dfpxq � φ. Ainsi l'application x ÞÑ dfpxq est constante.

� ð : Supposons que pour tout x P Rn, dfpxq � φ P LpRnq. Posons b � fp0q. Alors,

fpxq � fp0q �
» 1

0
dfptxq � x dt �

» 1

0
φpxqdt � φpxq

Ainsi f : x ÞÝÑ φpxq � b.

Lemme 12.3.9: Un lemme sur les permutations

Soit X un ensemble quelconque et ϕ : X3 ÝÑ R véri�e

@px, y, zq P X3, ϕpx, y, zq � ϕpy, x, zq � �ϕpz, y, xq

alors ϕ � 0.

Démonstration. Soient x1, x2, x3 P X. Soit σ � p1 2 3q P S3.
Alors on a ϕpx1, x2, x3q � ϕpxσ3p1q, xσ3p2q, xσ3p3qq � p�1q3ϕpx1, x2, x3q. Ainsi, ϕpx1, x2, x3q �
0 et ϕ est nulle.

On rappelle que pour f P FpΩ,Rnq (Ω un ouvert de Rp) di�érentiable en a P Ω, on
dé�nit la matrice jacobienne de f en a :

J pfqpaq � MatRp,Rn p dfpaqq �
� Bfi
Bxj paq



i,jPv1 ,nw�v1 ,pw
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Théorème 12.3.10: Applications de jacobienne antisymétrique

Soit f P C2pRn,Rnq. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Il existe A P AnpRq, b P Rn, f : x ÞÝÑ Ax� b ;

2. @x P Rn,J pfqpxq P AnpRq.

Démonstration. � p2q ñ p1q : Par antisymétrie de la jacobienne en tout point,

@pi, j, kq P v1 , nw3 ,@x P Rn,
Bfi

BxkBxj pxq � � Bfj
BxkBxi pxqp�q

On pose ϕ :

$&
%

v1 , nw3 ÝÑ R

pj, k, iq ÞÝÑ Bfi
BxkBxj pxq

. Alors :

"
ϕpk, j, iq � ϕpj, k, iq par théorème de Schwarz
ϕpk, j, iq � �ϕpk, i, jq par p�q

Ainsi par le Lemme 12.3.9, ϕ � 0. Donc pour tous pi, j, kq P v1 , nw3, Bfi
BxkBxj � 0 sur

Rn.
Donc pour tous pi, jq, BfiBxj � aij constante. Ainsi, x ÞÝÑ J pfqpxq � paijqi,jPv1 ,nw �
A P AnpRq.
En�n, par le Lemme 12.3.8, la di�érentielle de f est constante donc f est a�ne, et
on a la forme voulue.

� p1q ñ p2q : Si x P Rn,

J pfqpxq �
�B p°n

k�1 aikxk � biq
Bxj paq



i,jPv1 ,nw2

� paijqi,jPv1 ,nw2
� A P AnpRq

B) Espaces tangents ���

On considère dans cette sous-partie E un R-espace vectoriel de dimension �nie.

B.1 Dé�nition

Dé�nition 12.3.11: Vecteur et espace tangent

Soit Σ une partie de E, et a P Σ.
Alors on dit que v P E est tangent à Σ en a s'il existe ε ¡ 0, γ P D1 ps�ε , εr , Eq,
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tel que : $&
%

@t P s�ε , εr , γptq P Σ
γp0q � a
γ1p0q � v

On dé�nit l'espace tangent à Σ au point a, noté TaΣ, comme l'ensemble des vecteurs
tangents à Σ en a.

Attention néanmoins, en général l'espace tangent à une partie n'est pas un espace
vectoriel. Remarquons que dans la majorité des cas, TaΣ sera un espace vectoriel, mais il
ne faut pas tirer de généralité.
En réalité, TaΣ est un sous-espace vectoriel de Rn lorsque Σ est une sous-variété C1 de Rn
(largement hors-programme).

B.2 Exemples

Proposition 12.3.12: Espace tangent à une sphère

Soit a P Sp0, Rq � E, R ¡ 0. Alors TaSp0, Rq � Vect paqK.

Démonstration. Par double inclusion. Notons Σ � Sp0, Rq.
� ñ : Soit v P TaΣ. On a v � γ1p0q où γ : s�ε , εr ÝÑ Rn et pour tout t P
s�ε , εr , γptq P Sp0, Rq, γp0q � a. Ainsi,

∥γptq∥2 � R2

En dérivant pour tout t P s�ε , εr, 2xγ1ptq | γptqy � 0 soit en t � 0, v P aK.
� ð : Soit v P Vect paqK. Si v � 0, le chemin constant égal à a convient. Sinon, posons

u � R
v

∥v∥
de norme R. On pose :

γ :

$&
%

R ÝÑ E

t ÞÝÑ cos

�
∥v∥
R
t



a� sin

�
∥v∥
R
t



u

De la sorte, pour tout t, ∥γptq∥2 � R2, γp0q � a et γ1p0q � ∥v∥
R
u � v.

Proposition 12.3.13: Espace tangent en In de OnpRq

TInOnpRq � AnpRq

Démonstration. � ð : Soit A P AnpRq. Considérons le chemin γ : t ÞÑ etA. Alors :

� γp0q � In

� γ1p0q � A
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� @t P R, γptq P OnpRq
� ñ : Soit A P TInOnpRq. Alors on considère γ : s�ε , εr Ñ OnpRq tel que γp0q � In

et γ1p0q � A.
Ainsi pour t P R, γptqJγptq � In. La dérivation de cette égalité donne : γ1ptqJγptq �
γptqJγ1ptq � 0. Puis �nalement en évaluant en 0 on obtient AJ �A � 0.

Proposition 12.3.14: Espace tangent en In de SLnpRq

TInSLnpRq � KerTr

Démonstration. � ð : Soit A de trace nulle. Considérons le chemin γ : t ÞÑ etA. Alors :

� γp0q � In
� γ1p0q � A

� @t P R, det γptq � eTrA � e0 � 1

� ñ : Soit A P TInSLnpRq. Alors on considère γ : s�ε , εr Ñ SLnpRq tel que γp0q � In
et γ1p0q � A.
Ainsi pour t P R, det γptq � 1. La dérivation de cette égalité donne, d'après la
di�érentielle du det : TrpCompγptqqJγ1ptqq � 0. Puis �nalement en évaluant en 0 on
obtient TrpAq � 0.

Proposition 12.3.15: Graphe d'une fonction de I dans R

Soit f P D1pI,Rq, où I est un intervalle de R. Notons Γ le graphe de f et D la
droite tangente à f en x0. Alors :

D �
�

x0
fpx0q



� Tpx0,fpx0qqΓ

Démonstration. � Soit v P Tpx0,fpx0qqΓ. Alors v � γ1p0q avec γp0q � px0, fpx0qq et

γ :

" s�ε , εr ÝÑ Γ
t ÞÝÑ pxptq, yptq � fpxptqqq .

D'où
v � γ1p0q � px1p0q, x1p0qf 1pxp0qqq � x1p0q �1, f 1pxp0qq�

Ainsi, Tpx0,fpx0qqΓ � Vect

��
1

f 1px0q




.

� En prenant γ : t ÞÝÑ px0 � tα, fpx0 � tαqqloooooooooooomoooooooooooon
PΓ

, on a

γ1p0q � α

�
1

f 1px0q


P Tpx0,fpx0qqΓ

Ainsi, on a égalité.
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B.3 Lignes de niveau

Théorème 12.3.16: Espace tangent à une ligne de niveau

Soit Ω � E, et g P C1pΩ,Rq.
Soit Σ � g�1 ptαuq � tx P E, gpxq � αu.
Soit a P Ω tel que dgpaq � 0LpE,Rq.
Alors, TaΣ � Kerpdgpaqq est un hyperplan.

Démonstration. Hors-programme, car nécessite un résultat di�cile : le théorème des fonc-
tions implicites.

Remarquons que dans Rn, on peut donner l'équation de cet hyperplan. En notant
γ1ptq, . . . , γnptq les coordonnées de γptq dans la base canonique, on a pour tout t :

γptq P g�1 tαu ðñ gpγ1ptq, . . . , γnptqq � α

ùñ
ņ

k�1

Bg
Bxk pγ1ptq, . . . , γnptqqγ

1
kptq � 0 par règle de la chaîne

Finalement (en évaluant en t � 0) l'équation de l'hyperplan tangent est :

�
Tag�1 tαu� :

ņ

k�1

Bg
Bxk paqvk � 0

Corollaire 12.3.17: Cas euclidien

Soit Ω � E euclidien, et g P C1pΩ,Rq.
Soit Σ � g�1 ptαuq, et a P Ω tel que ∇gpaq � 0E .
Alors, TaΣ � p∇gpaqqK.

Démonstration. Provient du fait que dgpaq : h ÞÝÑ x∇gpaq | hy.
On retrouve par exemple un démonstrations plus simple du fait que TInSLnpRq �

KerTr. En e�et, dpdetqpInq : H ÞÝÑ TrpComJpInqHq � TrpHq � 0MnpRq� donc

TInSLnpRq � KerTr

On peut également trouver l'espace tangent à un graphe en 2D (déjà vu), ou en 3D :

Exercice 13

Soit Ω un ouvert de R2, et f P C1pΩ,Rq. Notons Γf � px, y, zq P R3, px, yq P Ω, z � fpx, yq( le graphe de f .
Montrer que pour px0, y0q P R2,

Tpx0,y0qΓf � Vect

�
���
�
��

1
0

Bf
Bx px0, y0q

�
�
,

�
���

0
1

Bf
By px0, y0q

�
��

�
��
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On pourra poser g : px, y, zq ÞÑ z � fpx, yq.

C) Équations aux dérivées partielles

C.1 EDP classiques ����

Proposition 12.3.18

Pour f P C1pR2,Rq, considérons

pEq : yBfBx � x
Bf
By � 0

Les solutions sont !
px, yq ÞÝÑ gp

a
x2 � y2q, g P C1pR��,Rq

)

Démonstration. On fait un changement de variables polaire. Posons :

f̃ :

"
Ω̃ � R�� � s�π , πr ÝÑ R
pr, θq ÞÝÑ fpr cos θ, r sin θq

Alors,

pEq ðñ @pr, θq P Ω̃, r sin θ
Bf
Bx pr sin θ, r cos θq � r cos θ

Bf
By pr cos θ, r sin θq � 0

ðñ @pr, θq P Ω̃,�rBf̃Bθ pr, θq � 0

ðñ @pr, θq P Ω̃,
Bf̃
Bθ pr, θq � 0

Ainsi, f̃pr, θq � gprq, id est fpx, yq � gp
a
x2 � y2q.

Proposition 12.3.19

Pour f P C1pR� � R,Rq, considérons

pEq : xBfBx � y
Bf
By � 0

Les solutions sont!
px, yq ÞÝÑ g

�
Arctan

�y
x

		
, g P C1

��
�π
2
,
π

2

�
,R

	)

Démonstration. On fait également un changement de variables polaire. Posons :

f̃ :

#
Ω̃ � R�� �

�
�π
2
,
π

2

�
ÝÑ R

pr, θq ÞÝÑ fpr cos θ, r sin θq
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Alors,

pEq ðñ @pr, θq P Ω̃, r cos θ
Bf
Bx pr sin θ, r cos θq � r sin θ

Bf
By pr cos θ, r sin θq � 0

ðñ @pr, θq P Ω̃, r
Bf̃
Br pr, θq � 0

Ainsi, f̃pr, θq � gpθq, id est comme θ P
�
�π
2
,
π

2

�
, fpx, yq � g

�
Arctan

�y
x

		
.

Théorème 12.3.20: Equation de d'Alembert

Pour f P C1pR2,Rq, considérons

pAq : B
2f

Bt2 � c2
B2f
Bx2 � 0

Les solutions sont px, tq ÞÝÑ Hpx� ctq �Hpx� ctq, H P C1 pR,Rq(

Démonstration. Vue en cours de physique des ondes.

C.2 Calcul du laplacien en polaires ���

Proposition 12.3.21: Laplacien en polaire

Soit Ω � R2. Soit f P C2pΩ,Rq. Soit f̃ :

"
R�� � s�π , πr ÝÑ R
pr, θq ÞÝÑ fpr cos θ, r sin θq .

Alors :

∆fpr cos θ, r sin θq � B2f̃
Br2 pr, θq �

1

r

Bf̃
Br pr, θq �

1

r2
B2f
Bθ2 pr, θq

Démonstration. Notons

g : pr, θq ÞÝÑ cos θ
Bf̃
Br pr, θq �

sin θ

r

Bf̃
Bθ pr, θq et h : pr, θq ÞÝÑ sin θ

Bf̃
Br pr, θq �

cos θ

r

Bf̃
Bθ pr, θq

Alors d'après les expressions obtenues au Théorème 12.3.5,

B2f
Bx2 �

Bg
Bx � cos θ

Bg
Br �

sin θ

r

Bg
Bθ

� cos θ

�
cos θ

B2f̃
Br2 �

sin θ

r2
Bf̃
Bθ �

sin θ

r

Bf̃
BrBθ

�

� sin θ

r

�
� sin θ

Bf̃
Br � cos θ

B2f̃
BrBθ �

cos θ

r

Bf̃
Bθ �

sin θ

r

B2f̃
Bθ2

�
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On applique le même principe pour obtenir
B2f
By2 . Ensuite,

∆f � B2f
Bx2 �

B2f
By2 �

B2f̃
Br2 pr, θq �

1

r

Bf̃
Br pr, θq �

1

r2
B2f
Bθ2 pr, θq

C.3 Applications α-homogènes ��

Théorème 12.3.22: Dé�nition des applications α-homogènes

Soit f P C1pRn,Rq, et α P R �xé. Alors, les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1. @a P Rn,@µ ¡ 0, fpµaq � µαfpaq
2. @a P Rn, dfpaq � a � αfpaq

3. @x P Rn,
ņ

i�1

xi
Bf
Bxi pxq � αfpxq

Une telle application est dite α-homogène.

Démonstration. � (2) ðñ (3) : par dé�nition de dfpaq � a.
� (1) ñ (3) : On suppose que @a P Rn,@µ ¡ 0, fpµaq � µαfpaq. En dérivant par

rapport à µ P R,

@a P Rn, αµα�1fpaq � Bpf � µidq
Bµ paq

�
ņ

i�1

Bf
Bxi pµaq

Bpµidqi
Bµ paq

�
ņ

i�1

xi
Bf
Bxi pµaq

Avec µ � 1, on obtient :
ņ

i�1

Bf
Bxi paqxi � αfpaq.

� (2) ñ (1) : Soit γ : t ÞÝÑ fptaq. γ est dérivable car f est di�érentiable. Ainsi,

γ1ptq � dfptaq � a
� 1

t
pdfptaq � taq � 1

t
αfptaq

γ1ptq � α

t
γptq

Ainsi, si φ : t ÞÝÑ γptqe�α lnptq, φ1ptq � 0. Donc γ : t ÞÝÑ Ctα, C P R.
En évaluant en t � 1, γp1q � fpaq � C donc fptaq � fpaqtα.
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Exemple 12.3.23: Application

Résoudre, pour f P C1pR2,Rq, l'équation

pEq : xBfBx � y
Bf
By �

a
x3 � y3

� On remarque que fp : px, yq ÞÝÑ 2

3

a
x3 � y3 est

3

2
-homogène. En e�et,

fpptpx, yqq � 2

3

a
t3x3 � t3y3 � t

3
2 fppx, yq

� Donc fp véri�e d'après la proposition précédente

dfpxq � x � 3

2
fpxq �

a
x3 � y3

c'est-à-dire que fp est solution particulière de pEq.
� Ainsi, f est solution de pEq si f � fp est solution de x

Bf
Bx �y

Bf
By � 0. D'après

la Proposition 12.3.19, f � fp ne dépend que de θ � Arctan
�y
x

	
.

Ceci s'écrit avec les notations précédentes : f̃pr, θq � f̃ppr, θq � gpθq.
Or, f et fp sont continues en px � 0, y � 0q c'est à dire que r ÞÑ f̃pr, θq et
r ÞÑ f̃ppr, θq sont continues en 0 à θ �xé. Donc :

gpθq � lim
rÑ0

�
f̃pr, θq � f̃ppr, θq

	
� f̃p0, θq�f̃pp0, θq � fp0, 0q�fpp0, 0q � fp0, 0q

Ainsi g est constante.

� Donc f � fp � C P R. On véri�e que toutes ces fonctions sont solutions et
on conclut que l'ensemble des solutions est :"

px, yq ÞÝÑ C � 2

3

a
x3 � y3, C P R

*

D) Optimisation

D.1 Exemples très classiques ����

Proposition 12.3.24: Exemple introductif

SoitA P S��n pRq et b P Rn. Soit f :

#
Rn ÝÑ R

x ÞÝÑ 1

2
xJAx� bJx � 1

2
xx | Axy � xb | xy .

Alors f atteint un minimum global en A�1b.

Démonstration. Calculons en premier lieu df .
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Pour x, h P Rn,

dfpxq � h � 1

2
xx | Ahy � 1

2
xh | Axy � xb | hy � xAx� b | hy

Ainsi, ∇fpxq � Ax� b.
Donc, si f a un extrémum en a P Rn, ∇fpaq � 0 si et seulement si a � A�1b. Prouvons
maintenant que cet extrémum existe.
On remarque pour cela que ∥fpxq∥ ÝÝÝÝÑ

xÑ�8 �8. En e�et,

∥fpxq∥ ¥ λ1
2

∥x∥2 � ∥b∥ ∥x∥ ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 �8

Ainsi, on trouve R ¡ 0 tel que pour x P Rn tel que ∥x∥ ¡ R, fpxq ¥ fp0q � 1. Ainsi,
min
xPRn

fpxq � min
xPBp0,Rq

fpxq qui est atteint (car f est continue sur la boule fermée de rayon

R compacte).

Théorème 12.3.25: Théorème spectral

Soit A P SnpRq. Alors A est diagonalisable en base orthonormée.

Démonstration. Il su�t de trouver un vecteur propre de norme 1 de A. En e�et si x0 est
un tel vecteur, on construit une base orthonormée de vecteurs propres de A par récurrence,
en induisant sur pRx0qK.
Considérons pour cela l'application f :

"
Rn ÝÑ R
x ÞÝÑ xAx | xy .

� On montre tout d'abord que f admet un extrémum sur la sphère unité Sp0, 1q.
f atteint son maximum en x0 P Sp0, 1q, car f est continue sur la sphère unité, qui
est comapcte.

� De plus, pour px, hq P pRnq2, dfpxq � h � xx | Ahy � xh | Axy � x2Ax | hy. Ainsi
∇fpxq � 2Ax.
Donc, appliquons le théorème des extrémas liés :

� On remarque que Sp0, 1q � g�1 t1u si g : x ÞÑ xx | xy � ∥x∥2.
� Alors, f|g�1t1u admet un extrémum en x0.

On trouve donc λ P R, ∇fpx0q � λ∇gpx0q � 2λx0. Ainsi Ax0 � λx0, et x0 P Sp0, 1q
est vecteur propre de A.

D.2 Cas particulier où ∥fpxq∥ ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 �8 ���

Nous avons déjà rencontré ce cas lorsque nous avons traité

f :

#
Rn ÝÑ R

x ÞÝÑ 1

2
xJAx� bJx � 1

2
xx | Axy � xb | xy
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Lemme 12.3.26: Le minimum global de f est atteint

Si ∥fpxq∥ ÝÝÝÝÑ
xÑ�8 �8, le minimum global de f est atteint.

Démonstration. Soit A ¡ 0 tel que pour tout x P Rn tel que ∥x∥ ¥ A, fpxq ¥ fp0q � 1.
Ainsi min

Rn
f � min

Bp0,Rq
f qui est atteint.

Donc f atteint son minimum global sur Rn.

Proposition 12.3.27: Fonction C1 où dfpxq est inversible

Soit f P C1pRn,Rnq telle que :
� @x P Rn, dfpxq P GLpRnq
� ∥fpxq∥ ÝÝÝÝÑ

xÑ�8 �8
Alors f est surjective.

Démonstration. Très classique. Soit b P Rn, on veut montrer qu'il existe a P Rn, fpaq � b.

� Posons pour cela g :

"
Rn ÝÑ R
x ÞÝÑ ∥fpxq � b∥2 , et on montre que gpxq ÝÝÝÝÑ

xÑ�8 �8.

Soit A ¡ 0. On dispose de R ¡ 0 tel que pour ∥x∥ ¥ R, ∥fpxq∥ ¥
?
A� ∥b∥.

Ainsi ∥fpxq∥� b
IT¥ |∥fpxq∥� ∥b∥| ¥

?
A et donc gpxq ¥ A.

� On en déduit par le lemme que g atteint son minimum global en a P Rn. On montre
que gpaq � 0, c'est-à-dire que fpaq � b.
On a dgpaq � 0LpRn,Rq. Or, dgpaq : h ÞÝÑ 2x dfpaq � h | fpaq � by. On en déduit que

@h P Rn, x dfpaqloomoon
PGLpRnq

�h | fpaq � by � 0

Ainsi pour tout k P Rn,

xk | fpaq � by � 0 d'où fpaq � b
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E) Fonctions convexes

E.1 Dé�nition ��

Dé�nition 12.3.28: Fonction convexe

Soit Ω un ouvert convexe de Rn.
Soit f P FpΩ,Rq. On dit que f est convexe si

@px, yq P R2,@t P r0 , 1s , fpp1� tqx� tyq ¤ p1� tqfpxq � tfpyq

On considère dans la suite Ω un ouvert convexe de Rn.

Lemme 12.3.29: Une équivalence bien pratique

Soit f P FpΩ,Rq. f est convexe si et seulement si

@px, yq P Ω2, φx,y :

" r0 , 1s ÝÑ R
t ÞÝÑ fpp1� tqx� tyq est convexe

Démonstration. � ð : On applique ceci avec t1 � 0 et t2 � 1, s P r0 , 1s. Alors

φx,ypp1� sqt1 � t2sq ¤ p1� sqφx,ypt1q � sφx,ypt2q

ce qui fournit fpp1� sqx� syq ¤ p1� sqfpxq � sfpyq.
� ñ : On suppose f convexe. Soient pt1, t2q P r0 , 1s2. Soit s P r0 , 1s. Posons : τ �
p1� sqt1 � st2. Alors :

φx,ypτq � fpp1� τqx� τyq � fpp1� sqx1 � sx2q où
"
x1 � p1� t1qx� t1y
x2 � p1� t2qx� t2y

Ainsi φx,ypτq ¤ p1� sqfpx1q � sfpx2q ¤ p1� sqφx,ypt1q � sφx,ypt2q.

E.2 Fonctions convexes di�érentiables ��

Théorème 12.3.30: Caractérisation de la convexité avec le gradient

Soit f P FpΩ,Rq di�érentiable. Alors, f est convexe si et seulement si

@px, yq P Ω2, fpyq ¥ fpxq � x∇fpxq | y � xy

Démonstration. � ñ : On utilise la fonction φx,y dé�nie précédemment.
Comme f est convexe, pour x, y P R, φ � φx,y est convexe. Ainsi : φp1q ¥ φp0q �
φ1p0qp1� 0q.
Or f est di�érentiable donc φ est dérivable. Pour t P r0 , 1s, φ1ptq � dfpx� tpy�xqq �
py � xq � x∇fpx� tpy � xqq | y � xy.
D'où fpyq ¥ fpxq � x∇fpxq | y � xy.
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� ð : Soient px, yq P Ω2. Posons pour t P r0 , 1s, z � p1� tqx� ty. D'après l'hypothèse,"
fpxq ¥ fpzq � x∇fpzq | x� zy
fpyq ¥ fpzq � x∇fpzq | y � zy

Par combinaison linéaire, p1�tqfpxq�tfpyq ¥ fpzq�x∇fpzq | p1� tqpx� zq � tpy � zqlooooooooooooooomooooooooooooooon
�0

y.

Ainsi, p1� tqfpxq � tfpyq ¥ fpzq. Donc f est convexe.

Proposition 12.3.31: Tout extrémum local est un minimum global

Soit f P FpΩ,Rq convexe di�érentiable. Si f a un extrémum local en a P Ω, alors
c'est un minimum global.

Démonstration. On a ∇fpaq � 0Rn . Par le théorème précédent, @x P Ω, fpxq ¥ fpaq�0.

Proposition 12.3.32: Croissance du gradient

Soit f P FpΩ,Rq di�érentiable. Alors f est convexe sur Ω si et seulement si

@px, yq P Ω2, x∇fpyq �∇fpxq | y � xy ¥ 0

Démonstration. � ñ : On propose deux démonstrations.

� D'après le Théorème 12.3.30, fpxq ¥ fpyq � x∇fpyq | x � yy et fpyq ¥ fpxq �
x∇fpyq | y � xy. En sommant, il vient :

0 ¥ x∇fpxq | y � xy � x∇fpyq | x� yy
d'où le résultat.

� φx,y est convexe et dérivable donc φ
1 est croissante. Or

φ1 : t ÞÝÑ x∇fpp1� tqx� tyq | y � xy
Ainsi, φ1p1q � φ1p0q ¥ 0.

� ð : On montre que pour tous px, yq P Ω2, φx,y est convexe sur r0 , 1s.
Pour cela, on montre que φ1x,y est croissante sur l'intervalle. On a : φ1x,y : t ÞÝÑ
x∇fpp1� tqx� tyq | y � xy.
Soit ps, tq P r0 , 1s2, s   t. Alors,

φ1ptq � φ1psq � x∇fpp1� tqx� tyloooooomoooooon
�ỹ

q �∇fpp1� sqx� sylooooooomooooooon
�x̃

qq | y � xy

Or, ỹ � x̃ � pt� sqpy � xq. D'où,

φ1ptq � φ1psq � x∇fpỹq �∇fpx̃q | ỹ � x̃y 1

t� s
¥ 0
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E.3 Fonctions convexes C2
�

On considère désormais f P C2pΩ,Rq.

Lemme 12.3.33: Développement limité à l'ordre 2

@px, yq P Ω2, fpyq � fpxq � x∇fpxq | y � xy �
» 1

0
p1 � tqpy �

xqJHpfq pp1� tqx� tyq py � xqdt

Démonstration. Posons pour px, yq �xés, φ � φx,y. On a :

φ1x,y : t ÞÝÑ x∇fpp1�tqx�tyq | y�xy �
ņ

j�1

Bf
Bxj pp1�tqx�tyq�pyj�xjq � dfpp1�tqx�tyq�py�xq

On redérive par rapport à t :

φ2ptq �
ņ

j�1

ņ

i�1

B2f
BxiBxj pp1� tqx� tyq pyi � xiqpyj � xjq

� py � xqJHpfq pp1� tqx� tyq py � xq
Comme φ est C2, par formule de Taylor reste intégral,

φp1q � φp0q � φ1p1q �
» 1

0
p1� tqφ2ptqdt

d'où le résultat.

Théorème 12.3.34: Caractérisation de la convexité avec la hessienne

f est convexe si et seulement si @x P Ω, Hpfqpxq P S�n pRq.

Démonstration. � ð : Supposons que @x P Ω, Hpfqpxq P S�n pRq.
Soient px, yq P Ω2. Alors pour t P r0 , 1s,

py � xqJHpfqpp1� tqx� tyqpy � xq ¥ 0

et fpyq ¥ fpxq � x∇fpxq | y � xy d'où la convexité.

� ñ : Supposons f convexe. Soit x P Ω, h P Rnz t0u, r ¡ 0 tel que Bpx, rq � Ω. On
veut montrer que hJHpfqphqh ¥ 0.
Par l'absurde, si hJHpfqphqh   0, pour |t| ¤ δ tel que δ ∥h∥   r, hJHpfqpx� thqh  
0.
Soit y � x� δh. Alors :

fpyq � fpxq � x∇fpxq | y � xy � δ2
» 1

0
p1� tqhJHpfqpx� tδhqloooooooooomoooooooooon

 0

hdt

d'où fpyq   fpxq � x∇fpyq | y � xy, c'est absurde.
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F) Extrémas et laplacien ��

F.1 Signe du laplacien en un extrémum local

On considère dans cette sous-partie Ω � Rn ouvert, et f P C2pΩ,Rq.

Proposition 12.3.35: Signe du laplacien en un extrémum local

Si f admet un minimum local en a P Ω, ∆fpaq ¥ 0.
Si f admet un maximum local en a P Ω, ∆fpaq ¤ 0.

Démonstration. Hpfqpaq P S�n pRq. Or @j P v1 , nw, en notant ej le j-ème vecteur de la base

canonique,
B2f
δx2j

paq � eJj Hpfqpaqej ¥ 0 d'où

∆fpaq �
ņ

j�1

B2f
Bx2j

paq � TrpHpfqpaqq ¥ 0

On fait de même pour le maximum.

F.2 Principe du maximum et fonctions harmoniques

Proposition 12.3.36: Principe du maximum si ∆f ¡ 0

oit f P C0pBp0, Rq,Rq telle que f P C2pBp0, Rq,Rq.
On suppose ∆f ¡ 0 sur Bp0, Rq.
Alors f atteint son maximum sur Sp0, Rq.

Démonstration. Comme f est continue sur un compact, elle atteint son maximum en a P
Bp0, Rq.
Par l'absurde si a P Bp0, Rq, par ce qui préc-de, ∆fpaq ¤ 0, absurde. Donc a P Sp0, Rq.

Dé�nition 12.3.37: Fonction harmonique

Une fonction f C2 sur un ouvert Ω est dite harmonique si ∆f � 0.

Proposition 12.3.38: Principe du maximum pour les fonctions harmo-
niques

Soit f P C0pBp0, Rq,Rq, f P C2pBp0, Rq,Rq harmonique sur Bp0, Rq. Alors :

max
xPBp0,Rq

fpxq � max
xPSp0,Rq

fpxq
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Démonstration. Idée de preuve très classique.

On pose pour k P N�, fk : x ÞÝÑ fpxq � 1

k
∥x∥2.

On pose g : x ÞÝÑ ∥x∥2 �
ņ

j�1

x2j , ainsi ∇gpxq � 2x.

Ainsi, pour x P Bp0, Rq,

∆pfkqpxq � ∆fpxq � 1

k
∆gpxq � 2n

k
¡ 0

Par ce qui précède, on dispose de xk P Sp0, Rq, fkpxkq � max
Bp0,Rq

fk. Comme Sp0, Rq est
compacte, on dispose de θ une extractice telle que

xθpkq ÝÝÝÝÑ
kÑ�8

y P Sp0, Rq

Alors

fθpkqpxθpkqq � fpxθpkqq �
1

θpkq
∥∥xθpkq∥∥2 ÝÝÝÝÑ

kÑ�8
fpyq

Ainsi fpyq � lim
kÑ�8

fθpkqpxθpkqq. Donc, pour tout x P Bp0, Rq, pour tout k P N�,

fpxq � fθpkqpxq �
∥x∥2

θpkq ¤ fθpkqpxθpkqqlooooomooooon
Ñfpyq

� R2

θpkqloomoon
Ñ0

Donc en passant à la limite,
fpxq ¤ fpyq

F.3 Expression polaire pour une fonction harmonique R2

Soit Ω � R2.

Proposition 12.3.39: Expression intégrale

Soit f P C2pΩ,Rq, telle que ∆f � 0 sur Ω.
Soit pa, bq P Ω2 et R ¡ 0 tels que B ppa, bq, Rq � Ω.
Alors, pour r P r0 , Rr,

fpa, bq � 1

2π

» 2π

0
fpa� r cos θ, b� r sin θq dθ

Un rapprochement peut être fait avec la formule de Cauchy (vue au Théorème 9.3.2),
qui était valable pour une fonction développable en série entière. Les notons de fonction
harmoniques, développables en série entière sont étroitement reliées, par le concept d'ho-
lomorphie (dérivabilité sur C).
On peut en fait montrer que la formule de Cauchy est une conséquence directe de cette
Proposition.
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Démonstration. On prend f : px, yq ÞÝÑ fpa � x, b � yq, pour se ramener au cas où
pa, bq � p0, 0q. On pose

φ :

$&
%

r0 , Rr ÝÑ R

r ÞÝÑ 1

2π

» 2π

0
fpr cos θ, r sin θq dθ

On souhaite montrer que φ est constante. Posons f̃ : pr, θq ÞÝÑ fpr cos θ, r sin θq. Ainsi
pour r P r0 , Rr,

φprq � 1

2π

» 2π

0
f̃pr, θq dθ

� φ P C0pr0 , Rsq : théorème de continuité des intégrales à paramètres.
� A θ �xé, r ÞÑ fpr cos θ, r sin θq est continue sur r0 , Rr.
� A r �xé,θ ÞÑ fpr cos θ, r sin θq est continue par morceaux sur r0 , 2πs.
� Pour tous pr, θq, |fpr cos θ, r sin θq| ¤ ∥f∥8,Bp0,Rq � ψ1pθq intégrable sur r0 , 2πs.

Par le théorème de continuité des intégrales à paramètres, φ P C0pr0 , Rsq.
� φ P C2ps0 , Rrq : théorème C2 des intégrales à paramètres.

� A θ �xé,r ÞÑ f̃pr, θq est C2.

� A r �xé, les applications θ ÞÑ f̃pr, θq, θ ÞÑ Bf̃
Br pr, θq et θ ÞÑ Bf̃

Bθ pr, θq sont
continues donc intégrables sur r0 , 2πs.

� Pour tout r P rε ,Rr (ε ¡ 0), pour tout θ P r0 , 2πs,∥∥∥∥∥B2f̃Br2 pr, θq
∥∥∥∥∥ ¤

∥∥∥∥∥B2f̃Bθ2 pr, θq
∥∥∥∥∥
8,rε ,Rs�r0 ,2πs

� ψ2pθq

avec ψ2 intégrable sur r0 , 2πs
Par le théorème C2 des intégrales à paramètres, φ P C2ps0 , Rrq.

� EDL véri�ée par φ : Toujours d'après le théorème C2, pour r P s0 , Rr,$''&
''%

φ1prq � 1

2π

» 2π

0

Bf̃
Br pr, θq dθ

φ2prq � 1

2π

» 2π

0

B2f̃
Br2 pr, θq dθ

Or, ∆fpr cos θ, r sin θq � 0 soit
B2f̃
Br2 pr, θq �

1

r

Bf̃
Br pr, θq �

1

r2
B2f
Bθ2 pr, θq � 0. Ainsi,

φ2prq � 1

r
φ1prq � 1

2πr2

» 2π

0

B2f̃
Bθ2 pr, θqdθ � 0

car θ ÞÝÑ Bf̃
Bθ pr, θq est 2π-périodique, comme dérivée d'une fonction 2π-périodique.

Ainsi :

φ2 � 1

r
φ1 � 0

La résolution de l'équation di�érentielle amène que φ1 :

# s0 , Rr ÝÑ R

r ÞÝÑ λ

r

pour λ P R.

Ainsi, pour r P s0 , Rr, φprq � λ lnprq � µ.
Par continuité de φ sur r0 , Rr, λ � 0. Finalement, φ � µ � φp0q � fp0, 0q, ce qui fournit
le résultat souhaité.
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